CINEMATICA:
SINTESIS DEL TEMA

Juan Francisco Gonzalez Hernandez

Resumen

Se resumen los contenidos y conceptos del tema estudiados en clase.
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1. Introduccion

La Cinematica es la parte de la Fisica que se encarga de estudiar
y describir el movimiento sin atender a las causas que lo producen u
originan.

En todo este tema, como el resto del curso, se trabajara en el Sis-
tema Internacional de unidades y se usara preferentemente la notacion
cientifica en los resultados, a no ser que se especifique lo contrario.

Magnitud, en Fisica, es todo aquello que se puede medir de algu-
na forma. Si algo no lo podemos medir, es que no es magnitud, y, por
consiguiente, no podemos aplicar el método cientifico a su observacion
y explicacion.

. Qué tipo de magnitudes hay desde un punto de vista matematico?
En este nivel y curso, vamos a estudiar dos tipos fundamentales de
magnitudes fisicas':

1. Magnitudes escalares. Tienen s6lo un valor numérico que las
caracteriza. Ejemplos: el tiempo, el espacio recorrido en una tra-
yectoria por un movil, la masa, la temperatura, la energia, la

potencia, el area o superficie de un objeto, el volumen, la densi-
dad,. ..

2. Magnitudes vectoriales. Aparte de un valor numérico, vienen
especificadas también por direccion, sentido y, en casos particu-
lares, por un punto de aplicacion. Una magnitud vectorial es,
intuitivamente hablando, un segmento o flecha orientado en el
espacio o plano, cuya longitud se llama moddulo, la recta donde
se encuentra se llama direccién y la punta hacia donde se dirige la
flecha es su sentido. Ejemplos de este tipo de magnitudes son: la

IExisten a nivel avanzado otro tipo de magnitudes més complicadas, como son las magnitudes
espinoriales ( y sus generalizaciones twistoriales), pseudoescalares, pseudovectoriales, tensoriales y
pseudotensoriales,. . . Todas ellas pueden describirse en un marco matematico de manera unificada
méas avanzado que se sale del nivel del presente curso y etapa.
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posicion, velocidad, y aceleracion de un movil, la fuerza aplicada
sobre un objeto,. ..

Desde el punto de vista de la escala o sistema de unidades, las
magnitudes pueden ser fundamentales, si no pueden expresarse en
términos de otras magnitudes, y derivadas, si pueden expresarse en
términos de las magnitudes fundamentales de mi sistema de unidades
elegido. En el Sistema Internacional de unidades hay siete magnitudes
fundamentales ( el resto de magnitudes son derivadas a partir de ellas):

1. Espacio recorrido( o longitud L). Su unidad es el metro, y se
representa por la letra m. Todas las demas unidades de longitud
pueden expresarse como multiplos o submultiplos de ésta.

2. Tiempo ( T). Su unidad es el segundo, y se representa por la
letra s. Todas las demas unidades de tiempo pueden expresarse
como multiplos o submuiltiplos de ésta.

3. Masa( M). Su unidad es el kilogramo, y se representa por
kg. Todas las demas unidades de masa pueden expresarse como
multiplos o submultiplos de ésta.

4. Temperatura termodinamica o absoluta( t). Su unidad es el
grado kelvin, y se representa por K. Todas las demas unidades
de temperatura pueden expresarse como multiplos o submultiplos
de ésta.

5. Cantidad de sustancia( n). Su unidad es el mol, y se represen-
ta por mol. Todas las demas unidades de cantidad de sustancia
pueden expresarse como multiplos o submultiplos de ésta.

6. Intensidad de corriente eléctrica(l). Su unidad es el ampe-
rio, y se representa por A. Todas las demas unidades de inten-
sidad de corriente ( y de carga eléctrica, que es una magnitud
derivada en este sistema) pueden expresarse como multiplos o
submultiplos de ésta.



7. Intensidad luminosa( 1). Su unidad es la candela, y se repre-
senta por cd. Todas las demas unidades de intensidad luminosa
pueden expresarse como multiplos o submultiplos de ésta.

En el Sistema Internacional de unidades, el resto de magnitudes que
no son estas siete puede ponerse en funcién de ellas y se consideran
derivadas.

2. Variables cinematicas

Para describir el movimiento, se usa un sistema de referencia for-
mado por un origen O, donde se colacan unos ejes cartesianos ( perpen-
diculares) de coordenadas X e Y en el plano?, con un punto de origen O,
y una base de vectores unitarios (tienen longitud la unidad) y ortogo-
nales (perpendiculares) , también llamada ortonormal B = {;, j}

En este curso nos vamos a ocupar solamente de la descripcién de
movimientos en el plano, dejando el analisis del movimiento general en
el espacio para anos posteriores a aquellas personas que les interese.

El movimiento, ademas, es relativo: su descripcion depende del sis-
tema de referencia elegido ( es decir, depende de la eleccién de coor-
denadas y del punto de origen). Para facilitar la comprension de la
descripcion cinematica del movimiento, y coger cierta soltura, siempre
que sea posible, colocaremos un sistema de refencia con un origen si-
tuado en el suelo .

2En el espacio se tendrian tres ejes perpendiculares, con una base B = {;, f, IZ}

3 Aquellos que estén acostumbrados a ponerlo en el punto de lanzamiento pueden hacerlo, siempre
y cuando hagan los cédlculos de manera oportuna y correcta. En ese caso, se deben extremar las
precauciones con los signos de las posiciones, velocidades y aceleraciones.



2.1. Posicion

Si tenemos un punto de origen O, y colocamos en ese punto nuestro
sistema de ejes cartesianos perpendiculares, podemos determinar vec-
torialmente la posicién de la particula dando sus coordendas respecto
a él, o, lo que es lo mismo, haciendo la descomposicion cartesiana en
componentes del vector de posicion:

r=r(t) =x@)i+yt)]

También, quien prefiera evitar la notacién vectorial, puede escribir
la anterior expresion sin vectores, pero dando las denominadas ecua-
ciones paramétricas de las coordenadas respecto del tiempo:

x = x(t)

r=r(t) =
y=y(t)

Hemos de notar que cuando un cuerpo se mueve, su vector de posicion
cambia en nuestro sistema de referencia. Por eso, en la anterior ex-
presion hemos expresado que el vector de posicion y sus componentes
cambian como funcién del tiempo, al escribir 7(t), z(t), y(t).

Entonces, podemos definir movimiento como sigue:

Movimiento I

Es cambio del wector de posicion
en un instante de tiempo
respecto de un sistema de referencia.

El conjunto formado por todas las posiciones de un movil en los sucesi-
vos instantes del tiempo forma una curva en el espacio que se denomina
trayectoria. La trayectoria puede ser rectilinea o curvilinea.

Si el vector de posicion se encuentra fijo o inmovil respecto del
tiempo, por tanto, el cuerpo no se mueve y se dird que se encuentra en
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reposo. Si, por el contrario, el cuerpo se mueve desde un punto inicial
O, con vector de posicién 7, respecto de nuestro sistema de referencia,
hasta otro punto final P, con vector de posicién final 7, se define el
vector desplazamiento, simbolizado por A7, como la diferencia de los
vectores de posicién en el punto final y el inicial. Mateméaticamente:

Desplazamiento I

Es la diferencia entre dos vectores de posicion
en un instante de tiempo
respecto de un sistema de referencia.

En términos de componentes dicha diferencia es igual a:

—

AF = Azi + Ayj = (x5 — 20) i + (Y7 — o) J

o bien, para aquellos que prefieran prescindir de la notacién vecto-

rial
Ar=x;—x
A7 = Fo
Ay =yr — Yo
Por lo tanto, el desplazamiento es, como la posicion, una magnitud
vectorial. Los médulos de la posicion y el desplazamiento vienen dados,

usando el teorema de Pitagoras en la descomposicién de componentes,
por las siguientes expresiones:

r=|f =2+

Ar = |A7 =/ (A2) + (Ay)?

Observacion importante: el médulo del desplazamiento coincide con
el desplazamiento neto o espacio recorrido sélo en el caso de un movi-
miento haya seguido una trayectoria rectilinea.




2.2. Velocidad

Se define el vector velocidad media, v, o simplemente ¢ como sigue:

Velocidad media'

Es el ritmo de cambio
del vector de posicion en cada instante del tiempo
respecto  de un sistema de referencia.

Es decir, intuitivamente, el vector velocidad media es el cociente entre
el vector desplazamiento entre dos puntos cualesquiera y la variacion
de tiempo en la que se ha producido la variaciéon de posicion. Ma-
tematicamente se tiene que su definicién es:

AF_ Al’—»—i_ Ay—»
At At T A

U=

1

Las unidades de velocidad en el S.I. es el ms™ 6 n Ademaés, en

el intervalo de tiempo en que se calcula la velocidad;S At =ty —t,,
normalmente se elige que t, = 0 s, que quiere decir que empezamos
a contar el tiempo en el instante que “encendemos” nuestro “reloj” o
“empezamos”’ nuestro “problema”. Normalmente, en la vida cotidiana
se usan unidades diferentes, tales como el kmh~!. Ademss, al igual
que el vector posicién o desplazamiento, es en general una funcion del
tiempo:

7= 0(t) = v ()i + v, (t)]

de donde indentificando con la férmula anterior, podemos hallar las
ecuaciones paramétricas de la velocidad, y eliminar la notacion vecto-
rial como hicimos en el caso del desplazamiento, dando las dos compo-
nentes de la velocidad:



El médulo de la velocidad se llama celeridad, aunque no es un nom-
bre muy usado en la literatura cientifica castellana, que prefiere usar
simplemente el nombre velocidad o médulo de la velocidad*. Su valor
sera, usando el teorema de Pitagoras

v =[v] = /vZ+ V2
Az’ Ay 2

v = — _|_ .,
At At

Una propiedad muy importante es que el vector velocidad, en
cada punto de la trayectoria, es tangente a la trayectoria considerada
en ese punto.

2.3. Aceleracion

Se define el vector aceleracion media, @, o simplemente @ como

sigue:
Aceleracion media'

Es el ritmo de cambio
del vector velocidad en cada instante del tiempo
respecto de un sistema de referencia.

Es decir, intuitivamente, el vector aceleracion media es el cociente en-
tre el vector velocidad entre dos puntos cualesquiera y la variacion de
tiempo en la que se ha producido la variacion de velocidad. Matemati-
camente se tiene que su definicion es:

AU . AU:L‘T’ A’Uy -

At At T A

a=

4En inglés, se diferencian bien estos dos casos porque a la velocidad se la denomina velocity, y
a su médulo speed.



Las unidades de velocidad en el S.I. es el ms=2 ¢ % Ademas, en
el intervalo de tiempo en que se calcula la Velocidadf At =ty —t,,
normalmente se elige que ¢, = 0 s, que quiere decir que empezamos
a contar el tiempo en el instante que “encendemos” nuestro “reloj”
o “empezamos” nuestro “problema”. Ademas, al igual que el vector
posicién o desplazamiento, y la velocidad, es en general una funcion

del tiempo:

d=a(t) = a,(t)i + a,(t)]

de donde indentificando con la férmula anterior, podemos hallar las
ecuaciones paramétricas de la velocidad, y eliminar la notacion vecto-
rial como hicimos en el caso del desplazamiento, dando las dos compo-
nentes de la velocidad:

s {am = a,(t)

ay = ay(t)

El moédulo de la aceleracion resulta ser

a=l|d = /a2 + a2
— Avy 2+ ﬂ ]
VA At

3. Clasificacion general de los movimien-
tos

0 bien

Los movimientos pueden ser clasificados segiin exista o no acelera-
cion en dos tipos:

= Acelerados. Si existe una aceleracién no nula, @ # 0. En particu-
lar, si la aceleracién es constante(en médulo, direccién y sentido),
el movimiento es uniformemente acelerado. Si no es constante, el
movimiento es, sélo, acelerado o variado.
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= No acelerados. Si la aceleracién es nula, @ = 0. En particular,
el movimiento puede ser uniforme o no haber movimiento y estar
el cuerpo en reposo.

También, los movimientos pueden clasificarse segin el tipo de tra-
yectoria que describen en:

= Rectilineos. Si el mévil sigue una trayectoria lineal o recta.

» Curvilineos. Si la trayectoria es una curva. Un caso particular
importante lo constituyen los movimientos con trayectoria circu-
lar, denominados circulares por esta razon.

Finalmente, en el plano o el espacio, se puede establecer una clasi-
ficacion adicional de movimientos:

» Simples. Cuando no pueden descomponerse en otros movimien-
tos mas sencillos.

s Compuestos. Cuando resultan de la composicion de dos o mas
movimientos simples, o se pueden expresar en términos de estos.

Ademas, en clase, se enumer6 una cantidad importante de movi-
mientos mas amplia, que, en algunos casos, estan incluidos en las cla-
sificaciones anteriores: el movimiento arménico simple, el movimiento
ondulatorio, el movimiento de un fluido, el tiro parabdlico, la caida
libre, el tiro horizontal, el tiro vertical, el movimiento rectilineo unifor-
me,. . .

4. Movimientos rectilineos simples

A continuacion, como repaso de cursos anteriores, o,en su caso, a
modo de resumen sencillo, presentamos las ecuaciones de los movi-
mientos mas simples que hay en una dimensién (y los analizamos sin
vectores al estar considerando solamente el movimiento en una sola
direccién).
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4.1. MRU: Movimiento rectilineo y uniforme

Se trata de un movimiento con trayectoria lineal o recta y wvelo-
cidad constante( en mdédulo, direccion y sentido). Si la velocidad es
constante, entonces la aceleracion es cero porque velocidad final e ini-
cial coinciden. Por tanto, las ecuaciones que rigen el MRU, suponiendo
que nos movemos, por ejemplo, en el eje X, seran:

a=0
MRU=< v = constante < Av =0
Ax = vAt «— x = vt sixzg=0m, t, =0s

4.2. MRUA: Movimiento rectilineo uniformemen-
te acelerado
Se trata de un movimiento con aceleracion constante(en maédulo,

direccién y sentido) y trayectoria lineal o recta. Las ecuaciones de este
movimiento son las siguientes:

a = constante

MRUA={ v = v, + aAt < Av = aAt
1 1
T = T, + VAt + 0 (A1) — Az = v,At + 59 (At)?

o bien, si escogemos que t, = Os:

a = constante

MRUA(t, =0s) = ¢ V= v, + at < Av = at
1 1
r =X, + Vot + §at2 — Az =v,t + §at2

Ademas, en un MRUA existe una ecuacion que liga el cuadrado de las
velocidades, con la aceleracion y el espacio recorrido, sin aparecer el
tiempo (se despeja de la ecuacién velocidad-tiempo, y al sustituir ese
tiempo en la ecuacion espacio-tiempo se general la ecuacién siguiente):

v? — 02 = 2a (As) = 2a (x — z,)
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4.3. Analisis de un MRUA sencillo(I): Tiro verti-
cal

Un tiro vertical, en el eje Y tal y como colocamos generalmente los
sistemas de coordenadas cartesianos, es un MRUA donde, colocando
el origen en el suelo, se lanza un objeto con una velocidad inicial dada
v,%, mientras que actua la aceleracion de la gravedad, que es nega-
tiva,porque va hacia abajo y frena a nuestro objeto, con un valor de
a, = —g = —9,8ms ™2 Las ecuaciones correspondientes seran entonces,

tomando t, = 0 s:

a, = constante = —g
MRUA(t, = 0s) = { V=" — gl < ?v = —gt )
y=y0+vot—éthTnHA:E:UOt—?]tQ

El tiempo que tarda en frenarse el objeto (la mitad del tiempo
que tardard en caer) se obtien anulando la velocidad final, v = 0, y
despejando sale que

Vo
thmam -

2v

0
tcaer - = 2thmax

La altura maxima que alcanzara el objeto se obtiene evaluando este
tiempo que acabamos de calcular en la ecuaciéon para el espacio, y
como escogemos el origen en el suelo, y, = 0 m, con lo que dicha altura
maxima es:

2

Yo

Ymazr = y(thmagc) — 5

Ademas, la ecuacién que relaciona cuadrado de velocidades con acele-
racion y altura sera:

v} — 2 = =29 (Ay) = —29 (y — )
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4.4. Analisis de un MRUA sencillo(Il): Caida li-

bre
Corresponde a un MRUA, que, situando el origen en el suelo®, tiene
por aceleracion a, = —g = —9,8ms ™2, y la altura inicial desde la que

cae el objeto es y,. Ademads, la velocidad inicial, al ser caida libre,
serd cero: v, = 07. Tomamos también que el tiempo inicial se anula
por comodidad en nuestros céalculos, es decir, t, = 0 s. Por tanto, las
ecuaciones que gobiernan el movimiento son:

a, = constante = —g
MRUA(t, =0s) = v=—gt
Lo o A Lot
_— _— [
Y=Yo 29 Y 29

En el momento de llegar al suelo la altura se anula, y = 0, con
lo que el tiempo que tarda en caer es simplemente despejando de la
ecuacién espacio-tiempo:

2Yo
g
La velocidad en ese instante, sustituyendo este tiempo en la ecua-

cion de la velocidad, o bien de la ecuaciéon de los cuadrados de la
velocidad, sale:

tcae’r —

Usuelo = —V/ 2%9

5. Movimientos circulares simples

En el caso particular importante de un movimiento curvilineo circu-
lar, es posible definir el andlogo de las magnitudes lineales de posicion,

5Si situamos el origen en el punto de lanzamiento, y medimos alturas positivas hacia abajo, la
aceleracién de la gravedad es positiva, asi como los desplazamientos. Ademds, la altura inicial en
este sistema de referencia seria cero. Quien lo haga asi que tenga cuidado con los signos y la medida
de espacios. La velocidad, por este motivo, se mide positiva hacia abajo también.
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velocidad y aceleracion. Estas nuevas magnitudes se llaman oportuna-
mente espacio angular( o angulo ¢), velocidad angular (también lla-
mada frecuencia angular o pulsacién w) y aceleraciéon angular (o). Ma-
tematicamente la velocidad angular y la aceleracién angular se definen,
respectivamente, como sigue:

Ap
YTAL
_Aw
A

y miden intuitivamente el ritmo de cambio del angulo( en radianes)
y la velocidad angular( en rads™!) en cada instante del tiempo. Las
unidades de a son los rads~2. Ademds, las magnitudes angulares se
pueden relacionar en cualquier momento con las variable lineales como
sigue:

As = RAp < s = Ry

Av = RAw < v = Rw
a = Ra «—— Aceleracion tangencial

La equivalencia entre grados sexagesimales y radianes es, como ya se
sabe
21 rad = 360°

Otras variables en los movimientos circulares y curvilineos relevantes
e importantes son:

» Periodo,T. Es el tiempo que tarda un moévil en dar una vuelta
completa, o pasar por el mismo punto, en su movimiento circular
( también podria ser curvilineo, oscilatorio u ondulatorio). Sus
unidades seran los segundos. Matematicamente su férmula viene
definida por la expresion
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= Frecuencia,f. Se define como el niimero de oscilaciones o vueltas
que da en un segundo. Se mide en herzios (Hz o s™1). En algunos
libros antiguos, y por algunos profesores, se usa la letra griega v.
NO es recomendable esta practica, ya obsoleta en las notaciones
internacionales aceptadas. Su formula es

= —|+—w=27f

= Numero de vueltas,N. Es el el cociente entre el angulo to-
tal recorrido por el mévil giratorio, entre el espacio angular de
una vuelta circular. Matematicamente tiene la siguiente expre-
sién sencilla:

_ 2y

N —
21

5.1. MCU: Movimiento circular y uniforme

Es un movimiento con trayectoria circular y aceleracion angular
nula. Las ecuaciones de este movimiento, por analogia o semejanza
con las del MRU seran:

a=20
MCU=¢ w = constante < Aw =0
Ap = wAt « ¢ = wt si py = O0rad, t, = 0s

MUY IMPORTANTE: En cada punto de una particular que
gira con MCU la velocidad lineal, aun siendo constante en moédulo,
cambia de direccion. Eso significa que en un MCU existe, a pesar de
todo, una aceleracién intrinseca diferente a la que hasta ahora hemos
considerado.

Componentes intrinsecas de la aceleracion: Si a toda particu-
la movil le anadimos un sistema de referencia maévil con la particula,

16



llamado sistema intrinseco, en ese sistema la aceleracién se puede des-
componer como sigue
a= T+ apn

en donde 7,7 son dos vectores unitarios tangencial y normal a la tra-
yectoria en cada punto del sistema de referencia jmévill y jno fijo!. La
aceleracion tangencial, a;, ya la hemos visto antes y es el cambio del
modulo de la velocidad respecto del tiempo:

Av

a; = — = Ra

At
Pero la nueva componente intrinseca, a,,, y que existe incluso en el caso
de que el movimiento sea un MCU, vale:
= Ruw?

Ay —

o S

y se llama aceleraciéon normal o centripeta. Mide el cambio de
la direccion de la velocidad, respecto del tiempo. Ademads, se verifica
que en componentes intrinsecas, hay la siguiente relacion pitagorica
entre los médulos de las diferentes velocidades ( total, tangencial y
centripeta):

2 _ 2 2
a” = a; + a,

5.2. MCUA: Movimiento circular uniformemente
acelerado

Se trata de un movimiento con aceleracion angular constante y tra-
yectoria circular. Las ecuaciones de este movimiento son las siguientes:

o = constante

MCUA={ w = w, + aAt «— Aw = aAt
1 1
0= o+ WAL + o (A1) & Ap = w,At + S0 (At)?

o bien, si escogemos que t, = 0Os:
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= constante
MCUA(t, = 0s) = =w, +at «— ?w = at 1
o + wol + 50052 o Ap = wyt + §at2

€ 0
|

©
|

Ademas, en un MCUA existe una ecuacion que liga el cuadrado de las
velocidades angulares, con la aceleracién angular y el espacio angular
recorrido, sin aparecer el tiempo (se despeja de la ecuacién veloci-
dad angular-tiempo, y al sustituir ese tiempo en la ecuacién espacio
angular-tiempo se general la ecuacion siguiente):

W —w, =20 (Ap) = 2a (p — @o)

6. Movimientos compuestos

Un movimiento compuesto es aquel que se forma o puede obtenerse
componiendo o juntando dos ( 0 més) movimientos simples. Eso equi-
vale a hacer un analisis vectorial del movimiento, porque si estudiamos
cada componente por separado y las unimos, generamos el movimiento
completo compuesto resultante.

El Principio de independencia del movimiento de Galileo senala
que, en cualquier movimiento, es independiente o equivalente que ana-
licemos las componentes de un movimiento separadamente que conjun-
tamente, puesto que su efecto fisico es el mismo®. Matematicamente,
este principio simplemente me dice que en vez de analizar el vector de
posicién como un todo desde el principio, pueden analizarse las com-
ponentes de los vectores de posicion, en cada eje, de forma separada,
aplicando la ecuacion cinematica correspondiente en cada uno de estos
ejes.

La metodologia general para resolver un problema de composiciciéon
de movimientos es la siguiente:

6Galileo comprobé este hecho mediante diversos artilugios y experimentos.
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1. Dibujar un sistema de referencia, con el origen O preferentemente
situado en el suelo’.

2. Analizar si tenemos aceleracion en cada eje, senalando el tipo de
movimiento, y por tanto, de ecuaciones, que aplicaremos para la
cinematica de los mismos.

3. Escribir las ecuaciones de movimiento de nuestro objeto en cada
eje.

4. (Opcional) Escribir los vectores de posicién, velocidad y acelera-
cion para la particula completos.

5. Resolver las preguntas que nos planteen usando las ecuaciones
del movimiento.

6.1. Tipo (I): Tiro horizontal

Se trata de la composicién de un MRU( Eje X) y un MRUA( Eje
Y) de caida libre. El movimiento resultante resulta en una trayectoria
de tipo parabolico. Las ecuaciones para cada eje son las siguientes:

« EJE X(MRU):

a;, =0
MRU=X v, = constante < Av, =0

Ar = vAt — v =v,t sixg=0m, t, = 0s

= EJE Y(MRUA, altura inicial y,, velocidad inicial en el eje Y,
Voy = 0):

"De nuevo, mucho cuidado a los que uséis otros puntos de origen.
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a, = constante = —g
MRUA (t, = 0s) = { Vy = Voy T al «— vy, = —gl ,

1
yzyo+voy+§at2Hy=yo—§gt2

El tiempo que tarda en llegar al suelo se calcula igualando a cero la
altura del eje Y:

2Yo

g
La velocidad en el suelo se calcula evaluando las componentes de la
velocidad en el tiempo anterior.
El alcance méaximo se obtiene evaluando el tiempo que tarda en llegar
al suelo en la ecuacién para la variable horizontal X:

tsuelo —

Xmax - Uxtsuelo

6.2. Tipo (II): Tiro oblicuo o parabdlico

Se trata de la composicion de un MRU y un MRUA (lanzamiento
vertical), de forma que hay un dngulo de elevacién ¢ con respecto a la
horizontal. Para tratar el problema debemos descomponer la velocidad
inicial en dos componentes usando trigonometria. Usando un origen
situado en el suelo, y suponiendo que lancemos desde una altura inicial
nula, las ecuaciones de nuestro tiro parabdlico son las siguientes:

« EJE X(MRU):

a;, =0
MRU=1 v, = constante = v, cos ¢ < Av, =0

Ax = v, At — x = (v,cosp)t sixzg=0m, t,=0s

» EJE Y(MRUA, altura inicial y, = 0, velocidad inicial en el eje
Y, vy = U, 8in ¢):
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a, = constante = —g
MRUA(t, = 0s) = Uy:v0y+at<T>vy:vosing0—gt 1
Y=Y +on + §at2 — Y= (Uosingp)t_ Eth

El tiempo que tarda en caer al suelo es el doble del tiempo que tarda
en alcanzar la altura méaxima.

La altura maxima se obtiene que sacando primero el tiempo para el
cual se anula la componente Y de la velocidad:

Vo SN
g

thmax —

Entonces )
20, S1n @

g
Y la altura maxima y el alcance maximo, al sustituir estos dos tiempos
en las respectivas ecuaciones para el espacio vertical y horizontal salen:

txmax — chmax —

2 win2
vg sin® ¢

Ymax - y(t = thmcw:) - 29

20?2 sin v cos v? sin (2
chwc - x(t - txmax) - 2 g@p Ld = 2 g( 90)

El valor maximo del alcance para una velocidad prefijada se produce
cuando 2¢ = 90, esto es, cuando ¢ = 45°.

6.3. Tipo (III): Movimiento de arrastre en una
corriente (2 MRU)

Se trata de una composicién de dos MRU, con aceleraciones nu-
las en los dos ejes, pero velocidades constantes en los mismos, en una
corriente que tiene una anchura d dada. Nos ponemos en un origen si-
tuado en una de las orillas del “rio”. Las ecuaciones de los movimientos
seran:
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= Eje X(MRU, velocidad constante v,,).

a, =0
MRU=< v, = constante < Av, =0

Ar = v, At «— x = v,t sizg=0m, t,=0s

= Eje Y(MRU, velocidad constante v,).

a, =0
MRU={ v, = constante < Av, =0
Ay = v, At <= x = vt siyy = 0m, t, = 0s

El tiempo que tarda en llegar a la orilla se calcula igualando la anchura
al desplazamiento vertical, eje Y:

Lorilla = U_
y
El valor del punto X sobre la otra orilla a donde llega se obtiene sus-
tituyendo este valor en la ecuacién del desplazamiento horizontal,eje
X:
vd
Uy
Los valores de la velocidad y la posicion en cualquier instante del tiem-
po se obtienen evaluando dicho tiempo en las ecuaciones de la velocidad
y posicion.

Xom'lla — 'Uxtom'lla —

6.4. Tipo (IV): Encuentro entre dos objetos mévi-
les( 2 objetos diferentes)

Supongamos que tenemos dos objetos méviles, A y B, y queremos
ver si se encuentran en determinado punto e instante del tiempo. Para
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verlo, tenemos que plantear sus ecuaciones de movimiento en el mis-
mo sistema de referencia y para un mismo valor del tiempo.Entonces
se mira si sus posiciones son las mismas®. En el caso sencillo de dos
MRUA, hecho en clase, es suficiente con ver si para algin tiempo las
alturas coinciden, es decir:

ya(t) = yp(t)

En el caso general de la “intercepcién” de dos objetos(un problema
habitual en balistica militar), se debe cumplir la condicién més general
de que los vectores de posiciéon de las particulas coincidan en un mismo
instante del tiempo:

ra(t) = rp(1)

o bien, en términos de componentes,

ra(t) = 1p(t) «—

8Recordar el problema del lanzamiento de méviles de un chico en el suelo a una chica en el
balcén.
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A. FORMULARIO BASICO

A.1. Magnitudes vectoriales generales

Vector de posicién©

7 =7t) = a(t)i +y(t)]
Vector desplazamiento©
AF = Fp — 7 = Az(t)i + Ay(t))

Vector velocidad media©

L, A Az- Ay-
U= 1+ j_UxZ—l—Uy]

At~ At A

Vector aceleracién media©

L AT Auvg- N Av, o
A A TTA T v

Moédulos de la aceleracién, velocidad y posicién©

a=|d| = /a2 +a2||v=1|0] = \Jvi+v2||r =[] = Va2 + 12

A.2. Magnitudes angulares y diversas relaciones
utiles

Velocidad angular©

_ Ay

At
Aceleracién angular©

Aw

a=——

At
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Periodo©

72T
w

Relaciones entre magnitudes lineales y angulares©
As = RAp < s = Ry
Av=RAw < v = Rw

a = Ra «—— Aceleracion tangencial

Equivalencia radianes-grados sexagesimales©

27 rad = 360°
Frecuencia y ntimero de vueltas©
1 w
/ T 27 ~ mf
A
N==F
27

A.3. Componentes intrinsecas de la aceleracion
Componentes intrinsecas©
a= T+ a,n

Aceleracién tangencial©

Av
@ == Ra «— Aceleraciéon tangencial
Aceleracién normal©
2
v iy ,
ap = i Rw? «— Aceleracién normal o centripeta

Relacién pitagérica de aceleracién total-tangencial-normal©

2 _ 2 2
a” = a; + ay,
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A.4. MRU

a=0
MRU=X v = constante «— Av =0
Axr = vAt — x =vt sixg=0m, t,=0s

A.5. MRUA

a = constante

MRUA: V= 7y + aAt <~ AU = CLAt
1 1
T =T, + VAL + 70 (A1) — Az = v,At + Sa (At)?

o bien, si escogemos que t, = 0Os:

a = constante

MRUA(t, = 0s) = { ¥ = Vo + at — Av = at

1 1
T =T, + vt + 5@152 — Az = vt + §at2

v? —v? = 2a (As) = 2a (x — x,)

A.6. MCU

a=10
MCU=K w = constante < Aw = 0
Ap = wAt « ¢ = wt si py = 0rad, t, = 0s

Nota importante: En un MCU siempre es a; = 0 pero siempre

2
v
n:_ O.
=R 7

26



A.7. MCUA

o = constante
MCUA(t, = 0s) = { W =Wo + at — Aw = ot
1 1
© = o + Wot + 505152 — AQO = Wyt + §Oét2

W — w? =2 (Ap) =2a (¢ — ¥,)

o
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