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1. Magnitudes y dimensiones

1.1. Magnitudes y números

Magnitudes

En Ciencia, se llama magnitud a todo aquello que se puede medir. No toda variable matemática o física
es necesariamente una magnitud a priori. Además, una magnitud, incluso aunque sea medible y cuantifi-
cable, puede NO ser directa o indirectamente observable. Observabilidad no equivale a medibilidad.

Tipos de magnitudes

Las magnitudes pueden estar cuantificadas solamente por un número. En tal caso se habla de magnitudes
escalares. También se pueden definir aquellas magnitudes orientables, llamada magnitudes vectoriales.
Más allá de los vectores existen magnitudes tensoriales (multidireccionales), de tipo polivectorial/multi-
vectorial, multiforma/poliforma y de tipo (super)(hiper)complejo (espinores, superespinores, twistores,
supertwistores, hipertwistores, superhipertwistores,. . . ).
Los tensores son generalmente tablas, cubos/prismas, hipercubos/hiperprismas de números con ciertas
propiedades. Cuando a cada punto en un “espacio” abstracto o espacio “target” se le asocia un número,
vector, tensor,. . . , hablamos entonces del concepto de campo escalar, vectorial, tensorial, . . . Existen
diferentes clases de números: naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, imaginarios, comple-
jos, cuaterniónicos, octoniónicos (de Cayley), de Grassmann (números clásicos anticonmutativos o
c-números), números p-ádicos, números adélicos (idélicos), números surreales, números transfinitos, y
algunos otros. Los campos φ(X) son generalmente un functor (o incluso un functor de alto orden) entre
categorías: φ : X → Y , con y = φ(X).

1.2. El nuevo S.I. (circa 2020)

En el año 2019, se redefinieron las unidades del S.I. en busca de una mejor y mayor precisión, también para
resolver algunos problemas relacionados con la Metrología y las medidas de ciertas cantidades y magnitudes
fundamentales o básicas. Las magnitudes fundamentales o básicas pasaron en 2019 a estar definidas en base a
una “constante fundamental universal”. Se eligieron las 7 cantidades o constantes siguientes:

La velocidad de la luz en el vacío (c).

La constante de Planck (h).

La frecuencia de la radiación de la transición hiperfina del estado fundamental no perturbado del átomo
de Cs-133 (∆ f (Cs − 133)).

La constante de Boltzmann (kB).

La carga eléctrica elemental del electrón (e).

La constante de Avogadro (NA).

La eficacia luminosa Kcd de la radiación monocromática de 540 T Hz.

La constante de Planck h, y la velocidad de la luz en el vacío c, son ambas propiamente constantes funda-
mentales que definen propiedades cuánticas y espacio-temporales que afectan a todas las partículas y campos
en todas las escalas y entornos. La carga elemental del electrón e, corresponde a la fuerza de acoplamien-
to de la fuerza electromagnética mediante la cantidad adimensional denominada constante de estructura fina
α = e2/2cε0h = e2/4π~cε0 = KCe2/~c. La constante de estructura fina varía con la energía según la ecuación
del (semi)grupo de renormalización. Algunas teorías predicen que la constante de estructura fina puede variar en
el tiempo. Los límites experimentales sobre la máxima variación son sin embargo tan bajos, que para propósitos
estándar cualquier efecto puede ser despreciado. La constante de Boltzmann corresponde al factor de conversión
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entre temperatura y energía. En Física Estadística y teoría cinética, la constante de Boltzmann conecta la entropía
con el número de microsestados accesibles mecanocuánticos mediante S = kB ln Ω. La frecuencia ∆ f (Cs− 133)
corresponde a la frecuencia de la transición de los niveles hiperfinos del nivel fundamental no perturbado a su
primer estado excitado del átomo de Cs-133 (de carácter atómico, puede ser afectado por el ambiente, pero la
transición subyacente es suficientemente estable para considerarse de frecuencia fija). La constante de Avogadro
corresponde al factor de conversión entre la cantidad de sustancia y el número de entidades o partículas, y final-
mente la eficacia luminosa Kcd de la radiaciónde 540 THz es una constante técnica que da una relación numérica
exacta entre las características puramente físicas de la potencia radiante que estimula un ojo humano en vatios
W, y su respuesta fotobiológica definida por el flujo luminoso debido a la respuesta espectral de una observador
estándar, medido en lúmenes lm, a una frecuencia de 540 T Hz.

1.3. Magnitudes base en el S.I.

Se define el S.I. como el sistema de unidades en el que hay las siguientes 7 unidades base definidas en función
de factores de conversión con las 7 constantes fundamentales anteriores: tiempo, longitud, masa, intensidad de
corriente eléctrica, temperatura absoluta, cantidad de sustancia e intensidad luminosa. Se relacionan con las
constantes fundamentales en el S.I., de la forma siguiente (el S.I. es el sistema métrico en el que se definen las
siguientes constantes fundamentales y magnitudes básicas):

Tiempo(Time)

Tiempo es magnitud base en el S.I. Su símbolo dimensional es T . La unidad base es el segundo, definido
como 9192631770 ciclos de la radiación de la transición hiperfina no perturbada fundamental del átomo
de cesio-133. Matemáticamente:

1Hz =
∆ f (Cs − 133)
9192631770

s−1 ↔ 1s =
9192631770
∆ν(Cs − 133)

(1)

Longitud(Length)

Longitud es magnitud base en el S.I. Su símbolo dimensional es L. La unidad base es el metro definido
como la distancia que recorre la luz en 1/299792458 segundos. Equivalentemente, se define como el
valor numérico fijo de la velocidad de la luz en el vacío, expresando la velocidad en metros por segundo,
y el segundo definido relativo a la definición de la frecuencia ∆(Cs − 133). Esto da como valor exacto
c = 299792458m/s, mientras que la longitud del metro queda definida en función de c y de ∆ f (Cs−133)
como sigue:

1m =
c

299792458
s =

9192631770
299792458

c
∆ f (Cs − 133)

≈ 30,663319
c

∆ f (Cs − 133)
(2)

Masa(Mass)

Masa es magnitud base en el S.I. Su símbolo dimensional es M. La unidad base es el kilogramo definido
usando la constante de Planck h = 6,62607015 · 10−34 como fija en unidades de J · s ó J/Hz, o bien
kg · m2/s. Esto da como valor exacto de un kilogramo:

1kg =
h

6,62607015 · 10−34

s
m2 =

2997924582

(6,62607015 · 10−34)(9192631770)
h∆ f
c2 = 1,4755214 · 1040 h∆ fCs

c2

(3)
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Intensidad de corriente eléctrica(Electrical current intensity)

Intensidad de corriente eléctrica es magnitud base en el S.I. Su símbolo dimensional es I. La unidad base
es el amperio A definido usando la constante definida por la carga elemental del electrón Q(e) = e =

1,602176634 × 10−19C(A · s) como fija. Entonces, el amperio se define mediante el factor de conversión:

1A =
e

1,602176634 × 10−19 s−1 =
e∆ f (Cs − 133)

(1,602176634 × 10−19)(9192631770)
≈ 6,789687 · 108e∆ fCs

(4)

Cantidad de sustancia(Amount of substance)

Cantidad de sustancia es magnitud base del S.I. Su símbolo dimensional es n. La unidad base es el mol
(mol), definido como la cantidad de sustancia que contiene exactamente una cantidad igual a la constante
de Avogadro NA, fijada al valor NA = 6,02214076 · 1023mol−1. De aquí, un mol se define mediante el
factor de conversión siguiente:

1mol =
6,02214076 · 1023

NA
(5)

La cantidad de sustancia es una medida del número de entidades elementales en cualquier pedazo de
materia. Puede ser de átomos, moléculas, iones, electrones o cualquier otra partícula o grupo de partículas
que se especifique.

Temperatura absoluta(absolute temperature)

Temperatura absoluta es una magnitud base en el S.I. Su símbolo dimensional es T ó Θ. La unidad
base es el grado kelvin K definido usando la constante de Boltzmann, expresada en J/K como kB =

1,380649 · 10−23 como fija, o bien en unidades dimensionales del S.I. como kg ·m2 · s−2 · K−1. Entonces,
el kelvin (grado kelvin) se define mediante el factor de conversión:

1K =
1,380649 · 10−23

kB
kg · m2 · s−2 =

1,380649 · 10−23

(6,62607015 · 10−34)(9192631770)
h∆ f
kB
≈ 2,2666653

h∆ fCs

kB

(6)

Intensidad luminosa(luminous intensity)

La intensidad luminosa en una dirección dada es una magnitud base del S.I. Su símbolo dimensional es
IL, o también Iν ó J . La unidad base de intensidad luminosa es la candela cd, definida como la cantidad
que, tomando como valor numérico fijo la eficacia luminosa de la radiación monocromática de frecuencia
540THz, Kcd, ésta es 683 expresada en unidades de lúmens por vatio, lm · W−1, o bien en candelas por
estereoradián entree vatio cd · sr ·W−1, o también cd · sr · kg−1 · m−2 · s3, donde el kilogramo, el metro,
el segundo se definen mediante las constantes h, c,∆ fCs. Con esta definición, tenemos que la candela es
igual, usando Kcd, h, c,∆ fCs a:

1cd =
Kcd

683
kg · m2

s3 · sr
=

Kcdh · [∆ fCs]2

(6,62607015 · 10−34)(9192631770)2683
≈ 2,61483010 × 1010Kcdh[∆ fCs]2

(7)
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1.4. Dimensiones físicas, otras unidades y ecuaciones de dimensiones

A continuación una lista amplia de magnitudes (básicas y no básicas o derivadas), junto con dimensiones
físicas y otras unidades:

Longitud L, metro, 1Å=10−10m o angström, 1 pc o parsec=3,26años-luz (lyr)=3,086 · 10−10m, unidad
astronómica (1UA = 1,496 · 1011m), milla, milla náutica, pulgada,. . .

Masa M, 1utm = 9, 8kg, 1g = 10−3kg, 1u ≈ 1,66 · 10−27kg.

Tiempo T : años, décadas, lustros, siglos, milenios, Gyr, Myr,. . .

Intensidad de corriente eléctrica A (mA,. . . )

Temperatura absoluta Θ, kelvin K. Otras: grados oemer, grados celsius, grados rankine, grados fahrenheit.

Intensidad luminosa Iν: candela.

Cantidad de sustancia o materia n: el mol.

Ángulo plano θ (adimensional): radianes (rad). También: grados sexagesimales oC, gradianes (grados
centesimalese). 2πrad = 360◦ = 400g.

Ángulo sólido Ω: estereoradián (sr).

Superficie: L2. Metros cuadrados. Hectáreas ha. 1ha = 100a = 10000m2 = 100dam2 = 1hm2.

Volumen: L3. Metro cúbico. Relacionado con capacidad: 1L = dm3, 1m3 = 1kL, 1mL = 1cm3.

Densidad (volúmica) de masa M/L3.

Densidad (superficial) de masa M/L2.

Densidad (lineal) de masa M/L.

Densidad (volúmica) de carga Q/L3. Q = IT .

Densidad (superficial) de carga Q/L2. Q = IT .

Densidad (lineal) de carga Q/L. Q = IT .

Densidad de partículas (por volumen, superficie o longitud, respectivamente): L−3, L−2, L−1.

Velocidad L/T = LT−1. m/s ó km/h ó m.p.h.(anglosajones).

Aceleración: LT−2. m/s2. Los galileos o gal 1gal = 1cm/s2.

Jerk: LT−3.

Absement/absition: L · T = L/T−1 (m/Hz).

Velocidad angular: T−1. rad/s ó r.p.m.

Frecuencia: hertzios T−1 (vueltas por segundo, c.p.s.). 1Hz = 1s−1.

Aceleración angular: rad/s2. Dimensiones T−2.

Fuerza: 1N = 1kg · m/s2, newton N. Otras: dina 1dina = 10−5N, kilopondo o kilogramo-fuerza 1kp =

9, 81N. Dimensiones: MLT−2.

Cantidad de movimiento, momento lineal, impulso: p = mv, MLT−1.

Momento de una fuerza M = Fd, ML2T−2. 1Nm.
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Trabajo o energía: W = Fd, ML2T−2.1kg · m2 · s−2 = 1J, julio. Otras: foes, 1FOE = 1051erg, ergios
1J = 107ergs, 1kWh = 3, 6MJ, 1eV = 1, 602 · 10−19J ≈ 160zJ.

Momento de inercia ML2.

Momento angular ML2T−1.

Potencia ML2T−3. Vatio: 1W=1J/s. 1 C.V.=735, 4W.

Presión ML−1T−2. S.I.: 1 pascal=N/m2. Otras: bar, mmHg, atmósfera (atm), hPa, psi.

Tensión superficial M/T 2.

Coeficiente de viscosidad η, ML−1T−1. Pa · s. 1 poise≈ 0, 1Pa · s.

Número de onda k, L−1.

Intensidad de ondas MT−3, vatio por metro cuadrado.

Convergencia o potencial focal: dioptrías D. 1D = 1m−1. C = L−1.

Flujo luminoso, lúmenes lm. φL. Dimensiones φL.

Luminancia B: φLL2. cd/m2, 1 stilb=104cd/m2.

Iluminación E: φL/L2. lux. Otras: 1phot = 104lux.

Módulo del campo gravitacional g. LT−2.

Potencial gravitacional Vg, L2T−2, cuadrado de una velocidad.

Flujo del campo gravitacional (aceleración volúmica): φg = L3/T 2.

Coeficientes de dilatación: Θ−1, en K−1.

Calor específico: L2T−2Θ−1, J/(kg · K).

Calor latente o de cambio de estado: L2T−2. Julio por kilogramo.

Conductividad térmica o calorífica: MLT−3Θ−1. Vatio por metro y kelvin.

Energía interna, entalpía, función de Gibbs, función del Helmholtz (U, H, G, F): julios ML2T−2.

Entropía S: ML2T−2Θ−1: julio por grado kelvin.

Permitividad eléctrica ε: L3M−1T 4I2. Faradio partido (por) metro. F/m.

Carga eléctrica: culombio C. Q = IT . 1e ≈ 1,602 · 10−19C.

Módulo del campo eléctrico: MLT−3I−1. N/C, newton partido (por) culombio.

Potencial del campo eléctrico: ML2T−3I−1. Voltio. 1V = Nm/C = 1J/1C.

Flujo del campo eléctrico: Nm2/C, dimensiones ΦE = ML3T−3I−1.

Capacidad de condensadores o carga: L−2M−1T 4I2. Faradio F.

Módulo de la densidad de corriente j: IL−2.

Resistencia eléctrica: R = L2MT−3I−2. Ohmios Ω.

Resistividad eléctrica: ρe = L3MT−3I−2. Ω · m, ohmio por metro.

Conductividad eléctrica σe = L−3M−1T 3I2. Ω−1 · m−1.
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Permeabilidad magnética µ. LMT−2I−2. H/m, henrio por metro.

Módulo del campo magnético o inducción magnética B: MT−2I−1, tesla 1T . 1 gauss=10−4T .

Flujo del campo magnético φB = ML2T−2I−1. 1 weber=1T · m2. Otras: 1 maxwell=108Wb.

Coeficientes de autoinducción e inducción mutua (L, M): L2MT−2I−2. henrios H.

Módulo del campo de desplazamiento eléctrico D: IT L−2, culombio partido (por) metro cuadrado.

Módulo del campo magnético o desplazamiento magnético H: IL−1, amperio partido (por) metro. 1 oers-
ted= 103/4π A/m.

Impedancias y reactancias: mismas unidades que resistencias eléctricas.

Actividad de muestras radioactivas: nT−1, mol partido por segundo. También más frecuentemnte: 1 curio=

1 Ci≈ 3,7 · 1010desintegraciones/s, o también 1Ci = 6,14 · 10−14mol/s.

1.5. Otras constantes universales

Constante de gravitación universal: GN = 6,674 · 10−11Nm2/kg2.

Constante de Coulomb y permitividad del vacío: KC = 9 ·109Nm2/C2 = 1/4πε0. ε0 = 8,85 ·10−12C2/Nm2

ó F/m.

Constante universal de los gases R = 8,314J/Kmol=0.082atmL/Kmol.

Permitividad magnética del vacío µ0 = 4π10−7Wb/Am, o también Km = µ0/4π.

Masa del electrón me = 0,511keV/c2 ≈ 9,11 · 10−31kg.

Masa del protón mp = 6π5me ≈ 1,673 · 10−27kg = 1836me.

Masa del neutrón mn ≈ mp = 1,675 · 10−27kg = 1839me.

Aceleración en la superficie terrestre de la gravedad g0(⊕) = g⊕ = 9, 81m/s2.

Radio terrestre R⊕ = 6400km.

Densidad del agua a 4oC, 103kg/m3 = 1g/cm3.

Calor específico del agua: ce = 4180J/kgK = 1cal/gK.

Índice de refracción del agua líquida (media): 1.33.

Masa molar del aire: 2,89 · 10−2kg/mol. Densidad del aire 1.3kg/L.

Constante de Stefan-Boltzmann: 5,67 · 10−8Wm−2K−4 = σS B.

Constante de la ley de Wien: CW = 2,88 · 10−3K · m.

Carga de un mol de electrones o constante de Faraday de la electrólisis: 1F = NAe = 96485C/mol.
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2. Vectores

Un vector es una magnitud orientada con ciertas propiedades abstractas. Se puede escribir un vector en 2d,
3d,. . . En componentes cartesianas:

Vector 3d

~A = Ax~i + Ay~j + Az~k (8)

Suma y resta de vectores

Sean ~a, ~b dos vectores en componentes cartesianas:

~c = ~a ± ~b = (ax ± bx)~i ± (ay + by)~j ± (az + bz)~k (9)

Multiplicación de vector y escalar

Si λ ∈ R, y ~v es un vector, entonces

~V = λ~v = λvx~i + λvy~j + λvz~k (10)

Se pueden definir varias operaciones entre vectores 3d. Las dos más importantes son el productos escalar
y el producto vectorial. En otras dimensiones, con otros objetos geométricos disponibles, hay varios tipos de
productos adicionales naturales.

Producto escalar

La definición en componentes cartesianas del producto escalar ~a y ~b, es como sigue

~a · ~b = axbx + ayby + azbz (11)

La definición geométrica usa la definición de módulos o magnitud/longitud del vector:

~a · ~b = |~a||~b| cosϕ (12)

donde |~a| = +
√
~a · ~a es el módulo o norma del vector ~a, y similarmente con ~b.

El producto escalar define ortogonalidad y permite también calcular proyecciones:

Proyección de un vector ~a sobre ~b

proy(~a→ ~b) =
~a · ~b

|~b|
= |~a| cosϕ (13)

También permite calcular vectores unitarios a uno dado. Por ejemplo:

~ur = ~er =
r
|~r|

(14)

Producto vectorial 3d

El producto vectorial de dos vectores ~a y ~b es otro vector ~c:

~c = ~a × ~b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (15)
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El producto vectorial no es conmutativo ni asociativo en general. Permite definir paralelismo, y, además,
satisface la relación

|~a × ~b| = |~a||~b| sinϕ (16)

y la identidad
(~a · ~b)2 + |~a × ~b|2 = a2b2 (17)

3. Fórmulas útiles

Usando el binomio de Newton, se tiene una aproximación cuando un sumando es pequeño:

Aproximación de Newton

(1 + x)α = 1 + αx + O(x2), x << 1 (18)

Volumen y área de la esfera, área del círculo y longitud de circunferencia:

VE =
4
3
πR3 (19)

S E = 4πR2 =
dV
dR

(20)

AC = πR2 (21)

LC = 2πR =
dAC

dR
(22)

El teorema fundamental de la trigonometría señala que

sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1

La densidad es un concepto genérico interesante. Se pueden definir la densidad de masa, carga, número,
energía,. . . por unidad de longitud, superficie, volumen, hipervolumen, . . .

4. Operadores vectoriales diferenciales

Gradiente

Sea una función escalar ϕ(x, y, z). El vector gradiente se escribe de la forma siguiente:

~V = ∇ϕ =
∂ϕ

∂x
~i +

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~k (23)

Divergencia

Sea una función vectorial ~A(x, y, z). El escalar divergencia se escribe de la forma siguiente:

div~A = ∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
(24)

Rotacional

El rotacional de un campo vectorial ~v(x, y, z) es otro vector ~V:

~V = rot~v = curl~v = ∇ × ~v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂x ∂y ∂z

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
∂yvz − ∂zvy

)
~i − (∂xvz − ∂zvx) ~j +

(
∂xvy − ∂yvx

)
~k (25)

Propiedades para funciones suficientemente suaves o regulares:
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∇ × ∇ f = rot(grad f ) = ~0.

∇ · ∇ × ~v = div(rot~v) = 0.

Operador laplaciano vectorial: ∇(∇~A) = grad(div~A) = ∇2 ~A + rot(rot~A) = ∆~A + ∇ × (∇ × ~A).

Operador laplaciano escalar: ∇ · (∇φ) = div(gradφ) = ∇2φ.

5. Cinemática

Para una partícula puntual, el vector de posición y desplazamiento se define como

Vector posición y desplazamiento

~r(t) = x(t)~i + y(t)~j + z(t)~k (26)

∆~r = r2 − r1 = r(t) − r0 = r(t) − r(0) = (x − x0)~i + (y − y0)~j + (z − z0)~k (27)

Se definen la velocidad y aceleración medias como las variaciones temporales

~vm =
∆~r
∆t

= vm
x
~i + vm

y
~j + vm

z
~k (28)

~am =
∆~v
∆t

= am
x
~i + am

y
~j + am

z
~k (29)

Los límites de la velocidad media y la aceleración media, en un instante muy pequeño, son la velocidad y
aceleración instantáneas:

~v =
d~r
dt

=
dx
dt
~i +

dy
dt
~j +

dz
dt
~k (30)

~a =
d~v
dt

=
d2x
dt2

~i +
d2y
dt2

~j +
d2z
dt2

~k =
dvx

dt
~i +

dvy

dt
~j +

dvz

dt
~k (31)

Cuando el movimiento es circular, el espacio angular es relacionado con el lineal mediante s = ϕR, v = ωR,
at = αR. También se puede definir la velocidad angular como ω = dϕ/dt, la aceleración angular α = dω/dt,
y sus versiones medias e instantáneas. Además, a2 = a2

t + a2
c , en donde ac = ω2R = v2R es la aceleración

centrípeta. La operación inversa de la derivación es la integración. Y tiene unas reglas sencillas para algunas
funciones (como potencias, trigonométricas, productos, cocientes, logaritmos o exponenciales). Si tenemos la
aceleración, podemos recuperar la velocidad integrando:

~v = ~v0 +

∫
~a(t)dt (32)

Si tenemos la velocidad, podemos recuperare la posición integrando:

~r = ~r0 +

∫
~v(t)dt (33)

Esto también ocurre en los movimientos circulares análogos:

ω = ω0 +

∫
αdt (34)

y

ϕ = ϕ0 +

∫
ω(t)dt (35)
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Integrar la posición, produce una variable dinámica llamada en inglés absement (absition):

A = A0 +

∫
x(t)dt (36)

o más generalment en forma vectorial
−→
A(t) =

−→
A(t) +

∫
−→r (t)dt (37)

Así, el espacio o vector de posición en general es la derivada del absemnt:

~r(t) =
d
−→
A(t)
dt

(38)

Derivar la aceleración, produce una variable llamada jerk en inglés:

~j =
d~a
dt

(39)

Existen variantes de derivación o integreación de orden superior del jerk y del absement, y en dimensiones físicas
superiores o inferiores.

6. Dinámica

Las 3 leyes de Newton son las leyes fundamentales de la Dinámica de partículas y sistema de partículas a
bajas energías y grandes objetos.

Ley fundamental de la Dinámica

~F =
d~p
dt

= m~a (40)

La resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual a la variación del momento ~p = m~v.
Las unidades de las fuerzas son los newton (N), o las dinas. 1N = 105dinas. También existe el kilopondio
(kp). 1kp = 9, 8N.

Supongamos un sistema de puntos materiales formado por n masas, m1,m2, . . . ,mn. Se define el centro de
masa como el punto con vector de posición:

~rG =

∑
mi~ri∑
mi

=

∑
mi~ri

M
(41)

La velocidad del centro de masas se define derivando:

~vG =

∑
mi~vi∑
mi

=

∑
~pi

M
(42)

y la aceleración similarmente:

~aG =

∑
mi~ai∑
mi

=

∑ ~fi
M

=
~F
M

(43)

La resultante de fuerzas externas satisface ~R = M~aG. Para un punto material, también se definen el momento
angular y momento de una fuerza(torque), respectivamente, como:

~L = ~r × ~p = m~r × ~v (44)

~M = ~r × ~F = m~r × ~a (45)

El momento de un sistema de partículas es aditivo:

~P = M~vG =
∑

i

mi~vi (46)
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En cambio, el momento angular de un sistema de partículas es una cantidad más complicada de relacionar con
el centro de masas:

~L =
∑

~Li =
∑

(~ri × ~pi) = (~rG × ~P) +
∑

(~r∗i × ~p
∗
i ) (47)

donde ~r∗i = ~ri −~r0, y ~p∗i = mi~v∗i . El impulso y el impulso angular de una partícula se definen como las cantidades

~I =

∫
~Fdt = ∆~p (48)

~IM =

∫
~τdt =

∫
~r × ~Fdt = ∆ ~M (49)

El trabajo o energía se define como la cantidad

dW = ~F · d~r → W =

∫
γ

dW =

∫ B

A

~F · d~r (50)

La energía de una partícula libre está relacionada con su momento. Es la llamada energía cinética (no relativista
o relativista). Una partícula de masa m que se mueve con velocidad constante satisface

~p = m~v↔
d~p
dt

= 0 (51)

Multiplicando

~p ·
d~p
dt

=
d~p2

dt
=

d
dt

(
~p2

2m

)
= 0→

p2

2m
=

1
2

mv2 = constante = Ec (52)

La energía cinética fue introducidad originalmente por Descartes bajo el nombre de vis viva. La energía cinética
de un sistema de partículas se puede relacionar también con la energía del centro de masas y la energía de las
partículas alrededor de éste, o simplemente la suma de las energías de cada partícula, ya que es una cantidad
aditiva (Ec(tot) =

∑
i Ec(i)).

Se llama potencia a la energía por unidad de tiempo:

P =
dW
dt

= ~F · ~v (53)

La potencia se mide en vatios (W). 1W = 1J/s. 1kWh = 3,6MJ es unidad de energía. Si W = 0, la
energía cinética del punto permanece constante. En un sistema de partículas, si el trabajo total(fuerzas interiores
y exteriores) es nulo, la energía cinética del sistema se mantiene constante. En choques o colisiones de partículas,
estas ideas son muy importantes. Si el choque es elástico, se conservarán el momento lineal y la energía cinética
de las partículas. En un choque inelástico, el momento lineal se conservará, pero no se conservará la energía
cinética de las partículas.

Se llama sólido rígido a un sistema de puntos materiales cuyas posiciones relativas permanecen constantes.
En un sólido rígido, el equilibrio se alcanza cuando la suma de fuerzas y momentos externos son cero. Se
llama momento de inercia I de un sólido rígido, respecto de un eje, a la cantidad I = md2 para una partícula,
y I =

∑
i mid2

i , para el sistema de partículas. el teorema de Steiner señala que el momento de inercia de un
sólido rígido respecto de un eje paralelo que pase por el centro de masa están relacionados mediante la ecuación
IG = Ie + Md2. Algunos momentos de inercia sencillos:

Esfera maciza: I =
2
5

MR2.

Cilindro por su eje: I =
1
2

MR2.

Cono circular por su eje: I =
3
10

MR2.

Varilla alargada por eje perpendicular a su centro: I =
1
12

ML2.
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Caja paralelepípedo: I =
1
12

M
(
a2 + b2

)
.

El momento de inercia permite simplificar la Dinámica de rotación. Así, el análogo de ~F = m~a es ~τ = Iα,

donde L = Iω. Además, podemos definir la energía cinética de rotación como Ec(rot) =
1
2

Iω2 =
1
2

Lω. El trabajo
realizado por las fuerzas externas cuando el sólido ha girado un ángulo se puede determinar mediante la integral
del momento de fuerzas o torque sobre el ángulo:

W =

∫ f

i
Mdϕ =

∫ f

i
τdϕ (54)

7. Fluidos

7.1. Estática o hidrostática

Ecuación general para la variación de presión p = F/S de un fluido:

p1 − p2 =

∫ 2

1
ρgdh (55)

El principio de Arquímides señala que el empuje es igual al peso del fluido desplazado o desalojado:

E = ρ f Vg = m f g (56)

El peso aparente el igual al peso menos el empuje: Pa = P−E. En equilibrio, Pa = 0, y el objeto flota con P = E.
Si E > P, el objeto asciende, y si E < P, el objeto se hunde en el fluido. La presión hidrostática es Ph = ρ f g∆h.
El principio de Pascal señala que F1/S 1 = F2/S 2, porque la presión se transmite de forma instantánea a todos

los puntos de un fluido. Se llama tensión superficial a la cantidad σ =
F
2L

. La presión capilar se define como

∆p =
2σ
r

(57)

y la capilaridad en un tubo de radio r pequeño, y altura h, se calcula con la ecuación

h =
2σ cosα

rgρ
(58)

7.2. Dinámica de fluidos

Ecuación de continuidad

En un tubo, para un fluido incompresible, se cumple v1S 1 = v2S 2.

Teorema de Bernouilli

En un fluido, se mantiene constante la siguiente cantidad:

pi + ρghi +
1
2
ρv2

i = p f + ρgh f +
1
2
ρv2

f (59)

i.e.

p + ρgh +
1
2
ρv2 = constant (60)

La velocidad de un fluido por los orificios de un depósito se puede estimar como V =
√

2gh.
La fuerza de viscosidad de un fluido sigue la ecuación

F = ηS
∆v
∆r

(61)
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y donde η es el coeficiente de viscosidad.

Ley de Poiseuille

El volumen V de líquido que atraviesa un tubo cuando la viscosidad no es despreciable en regimen laminar
se calcula mediante la expresión

V =
p − p′

8ηL
πr2t (62)

El número de Reynolds es la cantidad adimensional

R =
ρ

η
rv (63)

La fuerza de resistencia FR que un fluido ofrece al movimiento de un objeto es:

Esfera pequeña y fluido en regimen laminar. Aplica la ley de Stokes:

FR = 6πηrv

Objeto cualquiera en cualquier regimen:

FR = kS
ρv2

2

donde k es un factor de forma dependiente de la forma y geometría del objeto.

7.3. Deformaciones y elasticidad

El alargamiento longitudinal está relacionado con el módulo de Young y el “strain”:

Y
∆L
L

=
F
S

La contracción transversal ∆d por tracción longitudinal es

σ
∆L
L

= −
∆d
d

y donde σ es el coeficiente o módulo de Poisson. La variación de volumen por tracción longitudinal es igual a

∆V
V

=
∆L
L

(1 − 2σ)

La deformación Ξ por esfuerzo tangencial es

Ξ =
1
G

F
S

donde G es el módulo de rigidez. La comprensión o variación de volumen debida a las fuerzas de presión sobre
toda la superficie del cupero (sólido, líquido, gas):

K
∆V
V

= −∆p

donde K es el módulo de elasticidad de volumen. Los módulos anteriores están relacionados entre sí, mediante
la expresión:

K =
Y

3 (1 − 2σ)
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Ϙ∆ΞΘΣШЖЮ
|Ψ〉 =

1
√

2
(|♥♥〉 + |rr〉)

∮
∂Σ

Θ =
∫

Σ
dΘ
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