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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Fernando Chamizo Lorente

Y quién es... JuaN F. GONZALEZ? Es el autor de « The Spectrum
Of Riemanniumy (http://www. thespectrumofriemannium. com/ ), un
magnifico blog de Fisica-Matemdtica de primer nivel, bien explicada y ade-
rezada con ocasionales imdgenes de superhéroes. Es admirable e increible
que esta joya se deba al esfuerzo altruista de alguien que mo cuenta con
el apoyo de minguna institucion y que no mantiene vinculacion universi-
taria. Su articulo es singular respecto a lo habitual en esta seccion y en
esta publicacion. Independientemente de los conocimientos de Fisica del
lector, espero que ilustre cudn cerca de los intereses de los fisicos estdan a
veces algunos de «nuestros» objetos matemdticos abstractos.
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Dedicado a Jacob D. Bekenstein (1947-2015), R. I. P.
In memoriam S/kp = A/(4L3) = ¢*A/(4Gh)

1. INTRODUCCION

Las interacciones y relaciones entre la Fisica y las Matematicas tienen una larga
historia. En particular, la Fisica como Ciencia tal y como la comprendemos en la
actualidad nace tras el asombroso descubrimiento de que las Matemaéticas forman
parte de la Naturaleza [17, 19] y, por tanto, son el lenguaje més exacto y preciso del
que disponemos para la descripcion de los fendmenos fisicos naturales.

De la misma forma, la Fisica como ciencia experimental ha impulsado el desarro-
llo de las Matematicas desde Galileo, y la Fisica se ha servido en ocasiones de nuevos
instrumentos matematicos. No es un misterio que la resolucién de los problemas de
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Cinematica y Dinamica fue una de las razones de la creacién del célculo infinite-
simal®, o que el anlisis tensorial fue necesario para la creacién de la Relatividad
General, que este afio 2015 cumple su centenario, desde la base experimental que
supone el Principio de Equivalencia [16].

Igualmente, nuevas mateméaticas han llevado, con més o menos tiempo, a la for-
malizacién, generalizacién o revisiéon de conceptos aceptados por la Fisica, acarrean-
do generalmente la definicion rigurosa tanto de antiguos como de nuevos conceptos,
y también creando y usando funciones y objetos matemdticos. Es tal la belleza y
poder unificador de las Matematicas que no ha pasado desapercibida, a pesar de su
abstracién, como un arte, que en ocasiones se ha adjetivado como oscuro e irrazo-
nablemente eficaz por sus propios creadores y usuarios [47].

El pasado siglo XX no fue muy distinto en estos juegos, y promete seguir siendo
divertido e interesante este nuevo siglo y el futuro asintdtico. Sin embargo, mas alla
de las diversas corrientes, escuelas y modas pasajeras, no hay nada més esencial, pro-
fundo y subyacente en el corazén de las Matematicas que la nocién de «ntimero». La
Teoria de Numeros ha sido siempre la estrella y rama mas pura de las Matematicas.
No es sin embargo la idea de niimero algo ajeno o sin importancia tampoco en Fisica,
y por extensién, en toda Ciencia Natural (en esencia experimental) establecida como
tal, y que requiera de un proceso de observacién y medida, o bien de formalizacion
de su célculo o de un razonamiento riguroso de tipo légico-matematico.

Las grandes teorias y revoluciones cientificas de la Fisica del siglo XX, la Relativi-
dad (en sus dos versiones, especial y general) y la Fisica Cudntica han estado ligadas
al uso y creacién de herramientas matematicas avanzadas. ;Qué puede ofrecer la Teo-
ria de Numeros a la Fisica? ;Qué clase de objetos matematicos tedrico-numéricos y
de funciones especiales interesan a los fisicos, especialmente a los que son tedricos
o matematicos? ;Por qué deberia un matematico, en particular un especialista en
Teoria de Niimeros, estar interesado en las «realizaciones» fisicas de las funciones y
objetos que define o de sus aplicaciones en ciertas teorias como las Teorias Cuan-
ticas de Campos (TCC) o la Teorfa de la Relatividad (TR)? ;Cémo aparecen los
polilogaritmos en TCC, Termodinamica o Fisica Estadistica? ;Por qué puede ser
interesante para los dos mundos una colaboracién y comunicacién méas amistosa,
cercana e intensa? El presente articulo es una humilde contribucién a la respuesta
de estas cuestiones y a dar un nuevo «feedback» y motivacién a la fructifera (y, en
cierto modo, necesaria e inevitable) correspondencia entre Fisica y Matematicas.

2. POLILOGARITMOS Y OTRAS FUNCIONES ESPECIALES

La Fisica Matemaética, FIM, (o Fisica Teérica, FIT, segtin se mire) ha sido in-
vadida por objetos y funciones presentes en la Teoria de Numeros (TEN) en los
dltimos siglos. jCudles son estos entes? Sin ser completamente exhaustivo debido
a los limites y objetivos de este articulo, vamos a presentar a algunas de estas co-
nocidas especies transgresoras, para revisar algunas de sus aplicaciones actuales en

. Newton, en Philosophiae naturalis principia mathematica (1687) y Methodus fluzionum et
serierum infinitorum (1736), o G. W. Leibniz, Nova Methodus pro Mazimis et Minimis y De
Geometria Recondita et Analysi Indivisibilium et infinitorum (1686).
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las siguientes secciones. En primer lugar, jcudl es la joya de la corona de la TEN?
Posiblemente, todo matematico (y todo fisico) que se precie habra sido seducido por
la preciosa funcién zeta de Riemann [37] (ver [10, 28]):

=1 b 1
C(s)—;;—gil_p_s,

donde p recorre todos los niimeros primos. La funcién zeta es un bonito ejemplo y
prototipo de funcién aritmética que ha sido generalizada y extendida a otras clases
de funciones maravillosas. Seria tarea posiblemente enciclopédica hacer una lista de
todas ellas, por lo que nos centraremos en algunas subespecies muy concretas. En
primer lugar, resulta bonita la funcién zeta de Hurwitz?

> 1
((5,Q) =) 5.
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Otras funciones zeta que aparecen ultimamente de forma universal y recurrente
en diversos lugares de la Fisica son las polizetas (PO), o valores zeta multiples, y
sus generalizaciones, los polilogaritmos (PLOG). En versién estdndar o «coloreada»
con s = (81,...,8m), son:
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Como caso particular interesante, ndtese que el PLOG estdndar de la unidad es la
funcién zeta de Riemann, es decir, Lis(1) = ((s). Ademads, el nombre de la funcién
PLOG se debe a la representacion integral

z du

Lis(2) = @/0 (—Inu)*! T

Asi, para s = n € N se definen los «monologaritmos», «dilogaritmos», «trilogarit-
mos», «cuadrilogaritmosy. .. Incluso puede definirse el «nulogaritmo» (logaritmo de
orden cero o nulo). El «monolog» y el «nulogy» son bastante simples,

z
1—2"

Lij (z) = log(1 — z), Lig(z) =
Dado que los logaritmos de diferente orden cumplen la ecuaciéon de recurrencia

d .. . .
2z — Ligy1(2) List+1(2) = Lis(2),

dz :dlnz

2La zeta de Hurwitz es también interesante: es de las pocas funciones zeta conocidas que no
cumple tipicamente la hip6tesis de Riemann.
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y teniendo presente la férmula de duplicacién Lig(z) + Lis(—2) = 217 Lis(2?), se
puede usar el nulog para obtener PLOG de orden entero negativo, Li_,(z), para
todo n > 1. Estas funciones racionales se han llamado polipseudologaritmos [11].
Se deja como ejercicio de investigacion al lector interesado buscar otras propiedades
y generalizaciones de estas funciones en los articulos y libros correspondientes de las
referencias (e.g., [31]).

Un ultimo ejemplo de funcién divertida, que también estd apareciendo cada vez
mas en diferentes contextos, es la denominada funcién de Lambert. La funcién de
Lambert, W(z), se define habitualmente como la funcién inversa que resuelve una
ecuacion implicita:

XeX =V ¢ W(2)e"® =2

La funcién de Lambert también se conoce como funcién omega o logaritmo produc-
to. Como funcién, en el campo de los nimeros complejos, estd bien definida para
cualquier nimero complejo y posee dos ramas, generalmente denotadas por Wy y
W_1. Es una funcién que tampoco tiene una conexién evidente con las funciones
elementales ni, que se sepa a fecha de publicacién del presente articulo, con las fun-
ciones hipergeométricas. Difiere en ello, por tanto, de los PLOG y las funciones PO,
que si guardan relaciones ocultas con las funciones hipergeométricas (generalizadas).
Hay mucho misterio y entretenimiento para matematicos interesados con estas fun-
ciones. Por ejemplo, la funcién de Lambert permite calcular y resolver cierto tipo
de ecuaciones trascendentes o ciertas ecuaciones con infinitas potencias. Para ser
precisos, la ecuacion *z = ¢, donde *®z es la «tetraciéon» (exponenciacién) infinita,
se resuelve con ¢ = =W (—1n(z))/In(z).

3. SERIES: DE LAS MATEMATICAS A LA FiSICA Y VICEVERSA

Los PLOG aparecen de forma ubicua en sitios cada vez mas numerosos de la Fi-
sica. Un diagrama de Feynman es un objeto esencial en lo que se llama TCC a nivel
perturbativo, esto es, una TCC definida en términos de «aproximaciones sucesivasy.
Un diagrama de Feynman es al fisico de particulas lo que una serie de potencias
para un matematico. Esencialmente, cualquier diagrama de Feynman puede visua-
lizarse como un grafo G, que puede incluir o no ciertos ciclos (loops o lazos son la
palabra habitual usada en la jerga por los fisicos), y estar decorado por diversas
etiquetas. Asi, un diagrama de Feynman es una representacién util de particulas e
interacciones entre objetos que aparece de forma natural en los célculos de procesos
de amplitudes de scattering®, sean particulas de TCC [13, 20] o amplitudes en teoria
de supercuerdas (e.g. [8, 41]), debido a interacciones y fuerzas entre particulas. Una
amplitud de scattering, de la que el diagrama de Feynman es una representacion
abstracta y visual, estd generalmente definida a nivel perturbativo como una serie
formal I = Y I e*. Esta serie es generalmente «divergente», y hay que emplear toda
una serie de recetas «magicas» para sumarla o ignorar los «infinitos malignos» que

3Las amplitudes son generalmente niimeros complejos que proporcionan en TCC probabilidades
de eventos, secciones eficaces. . .
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UANIVANSY AN &\

Cuatro de los 72 diagramas que intervienen en las correcciones cudnticas del mo-
mento giromagnético del muén a 3 loops. Para una lista completa de los grafos
involucrados y detalles sobre el célculo puede consultarse [26, 27].

no son «fisicos», al menos hasta cierto punto®. Tras unos procesos que los fisicos lla-
man reqularizacion y renormalizacion, uno puede obtener resultados finitos de esta
clase de series y diagramas. Lo absolutamente delirante es que este tipo de técni-
cas funciona extraordinariamente bien, y tanto, que uno logra resultados correctos
con una precisién increible que alcanza hasta una parte en 10'2. En TCC, las series
perturbativas son lo que los fisicos llaman «series asintoticasy, series truncadas has-
ta cierta potencia, y que médulo una parte infinita permiten célculos que pueden
contrastarse con datos experimentales para ciertas magnitudes «observablesy.

Es bastante sorprendente cémo los polilogaritmos intervienen en algunos de es-
tos calculos monstruosos, y que hoy dia virtualmente sélo pueden realizarse con
asistencia y ayuda computacional. Por ejemplo, la correcciéon al denominado factor
giromagnético del muén (o del electrén) en electrodindmica cudntica (QED?). Para
el matemaético no fisico o no aficionado a la Fisica de particulas, un muén puede
imaginarse como un electrén «gordoy, en concreto 207 veces més masivo que el elec-
trénb. El factor giromagnético es un nimero, que convenientemente «reescalado»,
puede medirse con los experimentos de Fisica y estd relacionado con el momento
magnético del electrén (o mudn), una magnitud que mide el comportamiento angu-
lar del electrén (muén) cuando se somete a la accién de un campo magnético. Los
calculos con diagramas de Feynman en QED, «a mano» o «a maquina», a 3 loops
(«lazos» o ciclos) involucran, tras analizar las contribuciones de 72 diagramas de
Feynman, la siguiente expresiéon numérica compacta en el caso del muén”:

28259 | 17101 , 2987%In2 | 139

A = 1.181241456587 . . . = 22263
5181 810 " g 150G
100 1y  W*©2) 7%2In?2 239 , 83 , 215
(L ( = - - S2r2(3) — =2¢(5).
3 ( H (2) Ty 21 260" T2 o®) = 57 ¢0)

4Tiene puntos de controversia matematica, fisica y hasta filoséfica el «destino finaly de las
divergencias en una TCC.

5 Quantum Electro Dynamics, y no Quod Erat Demostrandum. . .

6También hay un «electrén supergordo», llamado tauén o particula tau, unas 3480 veces la masa
del electrén. Nadie tiene claro ain por qué existen estas réplicas masivas del electrén. El cédlculo
de este mismo factor para el electrén es una de las medidas més precisas y exactas de la Fisica.

"Horrible o no, humana o no, tiene una muy sutil belleza. . ., ;verdad? Resulta que los poliloga-
ritmos y funciones asociadas, o sus generalizaciones, aparecen tanto en los procesos perturbativos
como en los no perturbativos, dando férmulas cerradas elegantes, aunque en ocasiones puedan ser
computacionalmente tediosas.
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Las ideas que hay detrds de la aparicién de los polilogaritmos o algunas de sus
generalizaciones en trabajos recientes [43] son varias: 1) las integrales de Feynman
son «periodos» de algtn tipo [9, 32|, y estdn relacionadas con PO, PLOG y otras
funciones similares; 2) el dlgebra de PLOG y PO estd intimamente relacionada con
integrales iteradas y sumas anidadas como los PLOG y PO, al menos en cierto
limite; y 3) hay profundas conexiones geométrico-algebraicas en el propio método de
regularizacién dimensional conocido por los fisicos [46].

4. EL EFECTO CASIMIR

Otra aplicacién ttil de los PLOG es en los céalculos que involucran «efectos de
vacio». Es habitual en Electrodinamica Clésica oir lo que pasa cuando se calcula, por
ejemplo, el campo eléctrico en las diferentes regiones que forman un cable coaxial
que intercala vacio con materiales dieléctricos. Clasicamente, el vacio no se polariza.
El vacio cudntico es algo mucho mas sutil que el vacio clasico porque puede polari-
zarse como si fuera un «medio»®. Por cuestiones de espacio, nos restringiremos aqui
a ver meros retazos de los efectos de vacio en TCC?, destacando la relevancia del
uso de la funcién zeta y los PLOG en el efecto Casimir'®. ;Qué es el efecto Casimir?
Esencialmente, es la aparicion de fuerzas entre superficies hechas de algin mate-
rial, pero separadas una distancia muy pequena, debidas a la presencia de campos
cuantizados. El efecto Casimir puede entenderse entonces, equivalentemente, como
la aparicién de una fuerza atractiva entre dos placas paralelas (o méds generalmen-
te conductores con cierta geometria) sin carga neta proximas entre sf. Cuando la
cercania es suficiente, las fluctuaciones cuanticas del campo electromagnético puede
provocar que se produzcan fotones, correspondientes a ondas estacionarias entre las
placas, que inducen la denominada fuerza de Casimir.

De hecho, todo esto tiene cierta justificacién heuristica e intuitiva. Uno de los
primeros resultados asombrosos en TCC es que, aunque uno puede imaginarse que
el vacio tiene, a priori, energia infinita, la variacién de esta constante, aunque sea
virtualmente infinita, no estd bien definida sino sujeta a variaciones finitas AE debi-
do al principio de incertidumbre de Heisenberg. Estas fluctuaciones cudnticas en la
energia satisfacen AFEAt ~ k. Por lo tanto, el nimero de particulas en el vacio, y la
energia, pueden cambiar al precio de que ocurran en una cantidad suficientemente
pequena de tiempo At. Esto ocurre, esencialmente, en el efecto Casimir, incluso a

8 Esto es realmente extrafio! Pero en Fisica o Mateméticas nos acostumbramos ficilmente a los
«fenémenos extrafios» (el vacio se polariza en Fisica Cudntica similarmente a un dieléctrico, jhala!)
una vez se les da validez experimental o demostracién rigurosa. El ultimo teorema de Fermat es
raro, la relatividad especial y general son raras, incluso la Mecénica Cuéntica o la Teoria Cudntica
de Campos son extrafias, pero ciertas. Ademds, hasta tenemos quarks extrafios. . .

9El llamado efecto Schwinger, o produccién de (pares de) particulas en campos «fuertes» o
intensos, aparece generalmente en el sector no perturbativo de una TCC. El interés del autor del
presente articulo por los PLOG y otras funciones especiales asociadas aument6 exponencialmente
cuando observé que muchos resultados se podian escribir en forma cerrada usando estas funciones.
La importancia de las formas cerradas en Matemadticas ha sido discutida en [7].

10Para una introduccién més avanzada a los efectos de Schwinger y Casimir, pueden consultarse
los articulos [6, 14] y los libros [1, 21, 22].
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temperatura 7" ~ 0 K. Los efectos fisicos del vacio tienen, en principio, consecuen-
cias observables, y uno querria dar algo de sentido a esto matemaéaticamente. Una
forma es sumar todas las energfas del estilo E = >~ hw(n + 1/2) y separar ha-
bilmente la energia en dos contribuciones, una finita y otra infinita. La presencia
del factor 1/2 «del punto cero» es sutil y maliciosa en TCC, adicional al término
tipo serie divergente, y podemos ignorarla en la siguiente discusién. Las energias
FE, = nhw corresponden a las energias posibles de las ondas estacionarias en una
onda sinusoidal, e.g., de tipo sen(mn/a), por lo que ignorando la contribucién de Fy,
esto no es mas que la famosa formula de Planck y Einstein para un fotén. La suma
de todas las energias, ;es pues realmente finita o infinita? Usando la funcién zeta de
Riemann, damos un sentido a la suma

E/(hw)=1+2+3+--")

y resulta, sustraida la energia Fjy, un resultado finito. ;Por qué? El término entre
paréntesis no es infinito usando el procedimiento de continuacién analitica a C\ {1},
de forma que ((—1) = —1/12. Esta regularizacién de la funcién zeta es algo magico
pero ciertamente formal y univoco desde el punto de vista del andlisis complejo. Que
la suma infinita de todos los niimeros enteros es un niimero negativo y fraccionario,
desde el punto de vista de la prolongacién analitica de una funcién de variable
compleja, no puede dejar indiferente a nadie y ciertamente uno pensaria que se
trata o bien de una auténtica locura o una genialidad sin par. ;Hay algin otro
modo de justificar tal cosa de forma rigurosa? Un fisico es un mateméatico ingenuo
y bestia la mayor parte de las veces, por su desconocimiento de los ltimos y mas
modernos métodos u objetos matematicos. En vez de la funcién zeta, uno podria
querer «sumary la serie «apantallandola» con una funcién exponencial de la siguiente
forma:

o0 o0

g n = lim g ne ™.
e—=0t

n=1 n=1

Suponiendo que cometemos semejante acto de desesperacién, en aras de la finitud,
si estudiamos el comportamiento de la serie asintéticamente,

= d [ 1 11
—En,, __ —En _ _ 2
;e n e nz::le Tsenh®(2) 2 12 + O(e%),
podemos ver que, en el limite dado, el resultado es efectivamente algo del tipo oo +
¢(—1). Ignorando la contribucién proporcional a 1/£2, regularizamos la suma dandole
un valor finito que coincide con la regularizaciéon de la funcion zeta. Aun asi, como
ocurre con las fantasias recurrentes, uno podria protestar todavia sobre la validez
de esto. Sin embargo, parece que la fantasia tiene bastante de «real», porque es un
resultado frecuente que aparece en Cosmologia y otras partes de la FIT, como la
teoria de supercuerdas'!. Afortunadamente para los fisicos, los astutos y prodigiosos

11En particular, que la suma de los enteros positivos sea —1/12 se requiere para probar, e.g.,
que la teoria de supercuerdas bosénica esta libre de taquiones, particulas o estados generalmente
«siniestros» de energia (o masa) cuadritica negativa, en la dimensién critica D = d+ 1 = 26, o
bien en D = d+ 1 = 10 si la teoria posee una propiedad matemética denominada supersimetria
(SUSY).
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matematicos ya han pensado también en estos resultados antes que ellos, por lo que
el grado de posible locura se reduce considerablemente al aumentar la estadistica.
Ramanujan y Hardy [4, 24] son, tal vez, dos de los més célebres matemdticos que
dedicaron parte de su vida a entender las diabodlicas series divergentes, éstas que
han demostrado ser vitales para el entendimiento de algunos aspectos de la TCC.
Sin embargo, atn hoy, la comprensién fundamental de los infinitos en dicha teoria
es un tema sujeto a fuertes discusiones. Lo més sorprendente es, posiblemente, que
las constantes «infinitas», o cantidades que las poseen, sean medibles u observables
o bien tengan efectos medibles y observables. Al parecer, los infinitos malignos en
Fisica pueden «domesticarse», aunque ciertamente de forma algo salvaje, que hace
que un matemético usual (o también algtn fisico célebre como P. A. M. Dirac) se
tire literalmente de los pelos cuando se hacen ciertas manipulaciones aritméticas y
algebraicas, que involucran a veces funciones especiales como los PLOG, de los que,
como ya hemos visto, la funcién zeta es un caso muy particular. En el contexto
del efecto Casimir, habiendo una fuerza, uno puede definir cierta energia. Sea un
conjunto de cierto tipo de particulas, como los fotones, supongamos que en D = d+1
dimensiones. Esta energia libre es

1 T(d+1)¢(d+1)

F=- )
Bd+1 9d—1gd/2 (%) d

donde 8 = 1/(kgT), y donde despreciamos el efecto del momento angular intrin-
seco del fotén (espin). Esta energia libre es un concepto termodindmico asociado a
la energia que puede ser transformada en trabajo. La energia de Casimir de tales
particulas esta asociada a su energia regularizada, y usa la prolongacién analitica de
la funcién ((s), de forma que

S} =2 oten) =~ geentr (<5 ) <.

nez reg

Curiosamente, la ecuacién funcional fundamental de la funcién zeta de Riemann

§v) =61 —v)

se verifica si y solo si eg = F. Ademas, la presencia espectacular de los PLOG en los
calculos de energias y fuerzas de Casimir puede observarse en un ejemplo bastante
reciente [23]. En él se deduce la siguiente expresiéon general para la fuerza de Casimir
de un gas de «fotones» atrapado en un campo electromagnético con cierta geometria:

kpT.h?

FC:7
522002
d>m?Amiw?

(¢37r2 Lis(e?) — 56272 Liz(e?) + 12672 Lig(e?) — 12 Li5(e¢)).

Como ultimo ejemplo, en [12] se deduce la bella expresién para la energia de Casimir
de un conjunto de «electrones» sin masa'? en el interior de dos placas paralelas en

12L0s electrones usuales tienen masa y pertenecen a un tipo de particulas, llamados fermiones,
que veremos més adelante. Los fermiones obedecen el Principio de Exclusién de Pauli, PEP, que
dice que dos fermiones no pueden ocupar simultidneamente el mismo estado cudntico, i.e., tener
todos los niimeros cudnticos idénticos en un sistema compuesto por muchos fermiones.
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un espacio-tiempo de D dimensiones en funcién de la zeta de Hurwitz:
f(D) 1-D 1-D 1
E(D) = r - .
(D) Lb-1 2 ¢ 2 2

5. TERMODINAMICA Y ESTADISTICAS CUANTICAS

Para tener una visién mas autocontenida de esta seccién, definiremos antes algu-
nos conceptos de Termodinamica y Estadisticas Cuanticas elementales que pueden
encontrarse en libros clasicos o algunos mas modernos disponibles en la web. En la
Naturaleza, en principio, se han observado solamente dos tipos fundamentales de
particulas: bosones (particulas con espin, momento angular intrinseco, entero) y fer-
miones (particulas con espin semientero). Los bosones tienen estados de ocupacién
etiquetados, pues, por niimeros enteros!'?, y los fermiones por dos estados. Esto se
denota generalmente como los conjuntos y el operador energia H:

na(B) ={0,1,2,...}, na(F)=1{0,1}, Hln)=Eiln) = nacaln),

donde H se llama también hamiltoniano, y caracteriza las energias de los diferentes
estados cuanticos de bosones y fermiones que, actuando sobre el estado de ocupacién
del ntimero de particulas, cada estado tiene energia €,. Ademads de los estados de
particula simple, otro objeto fundamental en Mecénica Estadistica (ME) es la fun-
cién de particién. Hay diferentes tipos de funcién de particiéon, que caracterizan a
las diversas colectividades («ensembles») y representaciones de sistemas de muchas
particulas. En presencia de muchas particulas (moléculas, dtomos...), uno puede
definir la temperatura absoluta T" desde un punto de vista microscépico, y justificar
la existencia de T para cualquier cuerpo como una consecuencia de la «agitacién
cinética» de sus microconstituyentes o subestructura. Si pensamos en un sistema de
particulas como un gas, con interacciones despreciables, la energia cinética media
FE, seréd proporcional a la temperatura absoluta T multiplicada por una constante
para que las unidades «cuadren». Esta constante es la constante de Boltzmann kg
que hemos encontrado ya en apartados anteriores. La ME y la Termodindmica nos
dicen que la probabilidad de que una particula tenga estado con energia F, decae
exponencialmente con energfa cinética media, esto es, p, = e 7¢o, 3 = 1/(kgT).
Como la probabilidad debe normalizarse, i.e., las probabilidades sumadas deben dar
la unidad, la constante de proporcionalidad es el inverso de la denominada funcion de
particion candnica*® Zy = e PPa =3 e7Fnaca vy donde Y n, = N es el ntimero
total de particulas. Esta funcién de particiéon candnica opera de forma similar a las

13Imaginemos un fisico o cientifico alienigena que fuera un torpe analfabeto matematico. Al pare-
cer, se habria encontrado con los nimeros enteros y semienteros porque jla propia Naturaleza habria
forzado a hacerle contar o inventarlos para caracterizar los estados de las particulas elementales!
O también enumerar/contar los 4&tomos e isétopos del Sistema Periédico nos lleva inexorablemente
a la aparicién de los enteros. La existencia de los fermiones lleva a inventar los semienteros. No es
magia, es Matematicas, una Ciencia Natural.

4 Algo que deberia estremecer a todo matematico, lo conozca o no, es la extrafia y majestuosa
conexion entre la funcién de particién canédnica y la funcién zeta de Riemann. Si E, = Eplnn,



578 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

funciones generatrices en combinatoria o la funcién caracteristica en probabilidad.
La energia media puede computarse por medio de la funcién de particiéon canénica
de esta forma:

E=U= %ZEae_ﬁE“ = —% log Z.
Cuando el gas no esta lo suficientemente diluido, bien porque las interacciones entre
particulas son fuertes debido a cierta energia potencial, o bien porque hay una alta
densidad, o porque el sistema no estd aislado sino que interacttia intercambiando
particulas y energfa (o masa) con el entorno, en tal caso hay que ponderar la funcién
de particion candnica con el llamado potencial quimico p, de la siguiente forma:

R=E= ZGBMNZN — H Zefﬂ(eaiﬂ)nu
N w \2

Esto es la denominada gran funciéon de particién. i es el denominado poten-
cial quimico (intuitivamente, hemos visto que estd intrinsecamente relacionado con
la variacién del nimero de particulas debido a la existencia de interacciones entre
particulas), y de nuevo 8 = 1/(kgT) (donde T es la temperatura y kg es la cons-
tante de Boltzmann). Las siguientes sumas sobre particulas simples (para bosones y
fermiones) son facilmente evaluables:

3 e (1 N efmafu))‘l LS eBlein Z g e,
n=0 n=0,1

Andlogamente al caso de la funcién de particién canoénica, a partir de la gran funcién
de particion para cada tipo de estadistica, usando las sumas anteriores, sabiendo
que la probabilidad de usar cada estado mediante la gran funcién de particiéon es
e~Plea—mna ysando Q para bosones y fermiones,

-1
Qp = H (1 _ e—B(m—u)) . Qp = H (1 + e—ﬁ(sa—u)) ,

[e3%

se puede obtener el gran potencial ) para cada tipo de particula. El gran potencial
es un tipo de energia y se define como

Qp =kpTY In (1 - e-ﬁ@fa-m) , Qp=—kpTY In (1 + e—ﬂ<8a—~>) ,
o bien, en forma «unificaday,

Qpr=QT,V,u) = :thTZm (1 F e*ﬁ(saﬂt)) )

entonces tenemos Zn (83, Eg) = ((BEp). El hipotético sistema estadistico cudntico que define la
funcién zeta de Riemann se conoce como gas de primones. jPor qué esto deberia enamorarnos?
Respuesta y motivacién extra: la hipdtesis de Riemann. ;Qué interpretacién estadistica otorgamos
a los ceros triviales y no triviales en tal imagen?
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Su justificacién es sencilla. El ntimero medio o esperanza del ntimero de particulas
resulta ser

1 Blen—pym, 10 B o -
NZ@%:G Blea—n) _BaﬁlogQ_za:(eﬁ( u)il)

En la dltima igualdad, cada sumando estéd asociado a una energia de particula e, y es
el nimero medio de particulas con una energia dada. En el caso de una distribuciéon
continua de energfa, cada energfa ¢, posee una medida g(¢) de, con lo que la densidad
de particulas en un volumen vendra dada por

N
eﬁ(e #) i 1’

donde el +1 (—1) corresponde a los bosones (fermiones). Como veremos en la si-
guiente seccién, esta integral puede escribirse en forma cerrada por medio de PLOG.
Del gran potencial, por derivacién respecto a la energia, se obtienen las distribucio-
nes de la densidad del niimero de particulas con energia simple (nimero medio de
particulas con energia dada) y el ndmero total de particulas

(na) = o2 — (eﬁ“a—“) + 1)_17 N(T,V,p) =Y (eﬂ(ea—u) + 1)‘

Ocq -

5.1. TERMOESTADISTICA POLILOGARITMICA UNIVERSAL

Los PLOG unifican (y generalizan) el tratamiento de la Termodindmica y Es-
tadisticas de gases cudnticos. Véase, e.g., [30], y articulos relacionados. En Fisica
elemental, la energia total de una particula o sistema «libre», de masa m y sin in-
teracciones, es igual a su energia cinética E. = mv?/2 = E. O bien, definiendo el
momento lineal p = mv = hk, donde k es el ntimero de ondas, E(p) = p*/(2m).
Esta expresion es incluso valida en un espacio de d dimensiones, como R¢, aunque
generalmente d = 1,2, 3. En d dimensiones, la distribucién radial de momentos viene
dada por la medida wgp®~! dp, donde wy es el volumen de la esfera unidad en R%. Los
fisicos, en ME, dividen esta constante por (2h)¢, correspondiente a un reescalado
de unidades. En este modelo de juguete, la densidad de energia viene dada por la

integral
wa [ p*tdp
(2mh)d Jo z—1leP®?/(2m)) £1

donde z = e"?. La representacién integral del PLOG,

1 [ ttat
Lig(w) = )
s(w) F(s)/o wlet —1
puede ser demostrada por cualquier matematico y lector de este articulo de forma

trivial (jejercicio!), y tras un cambio de variables permite encontrar las férmulas para
la densidad de particulas en términos de PLOG que veremos a continuacién (dichas

p:
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ihy"0,| W) = mc| )

Enrico Fermi y Paul A. M. Dirac, los fisicos a los que debe su nombre la funcién de
distribucién estadistica de los fermiones. Es importante destacar que los fermiones
son objetos intrinsecamente cudnticos en su comportamiento. (Curiosidad: la fér-
mula de la constante de estructura fina electromagnética de la fotografia izquierda
es errénea, pues deberfa ser o = €?/(fic). Seguramente Fermi andaba pensando en
su paradoja sobre los extraterrestres, o estaba despistado por el/la periodista que
hacia la fotografia.)

férmulas son més sencillas de deducir trabajando con unidades «naturales», en las
que h = 1). La distribucién de Fermi-Dirac (FDD) estd definida por una densidad
de nimero de particulas

N 1 /°° g2 de
frd n = —_— = .
P Vo @eni)y ep(Be—n) 1

Introduciendo una relacién de dispersién ¢ = h%k*/(2m) y la denominada lon-
gitud térmica de De Broglie A = i(27/(mkpT))"/? = h(2r3/m)"/?, una especie de
longitud de onda «media» en un gas, con i = h/(2), la integral anterior puede ser
evaluada en términos de PLOG, como hemos visto, por pA? = — Liy /2(—2), donde
z = exp(PBu) es la denominada fugacidad. Similares técnicas muestran que, para la
misma relacién de dispersiéon no relativista, la densidad de ntimero de particulas y
la longitud térmica de De Broglie estdn vinculadas a un PLOG en el caso de la
distribucién de Bose-Einstein (BED); en este caso

N 1 oo 2d/2-1 gz
TV A = Li :
PRIV T e /0 exp(Ble—p)—1 7 fay2 (2)

Esto sugiere la unificacién de los dos formalismos como anticipdbamos con la repre-
sentacién integral. Definiendo

entonces se tiene que

p=ArlLigs(2) y p=-Ap?Liga(—2).
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La gran funcién de particién se puede expresar como un PLOG,

X O = sen(E) Li Q(¢) = exp (sgn(¢) VA~ Lig/a41())
Vl Q(¢) = sgn(¢) Ligj241(¢) — Qpn () Qrop (C) = 1.

Las cantidades termodindmicas m4ds usuales!®, presién (P), energia interna (U), en-
tropia (5) y fluctuacién en el nimero de particulas (Y'), pueden también ser compu-
tadas en términos de PLOG. El resultado para el caso de una relacién de dispersién
no relativista (la relativista se obtiene con un truco'®) es el siguiente:

Ligjp1(Q) U _ dLiajea(C)

—1p _ Hla/241\6) v _
Po P = Lig/2(¢) ' BN 2 Ligs(Q)
E _ g Lig/o41(¢) B . Lig/a—1(¢)
T N (2 - 1) Lig/2(¢) i, ¥= Lig/2(¢)

La presién P es una forma macroscopica de medir la fuerza por unidad de superficie
de las moléculas del gas sobre las paredes del recipiente que las contiene. La energia
interna U es la energia media interna de las moléculas del gas. S es la entropia de
las moléculas del gas, quizds familiar para un matemético porque, salvo un signo
y una constante, en circunstancias de equilibrio suele coincidir con la definiciéon de
Shannon y es una medida de las configuraciones de las moléculas del gas. Finalmente,
las fluctuaciones en el nimero de particulas Y es lo que el propio nombre indica.
iEstas cuatro funciones, llamadas funciones de estado por los fisicos, son PLOG en
este caso!

5.2.  EL CUERPO NEGRO EN D DIMENSIONES: ((z) Y W(z)

El problema de la radiacién emitida por un cuerpo negro (un gas de bosones
en equilibrio térmico con temperatura T y en un recipiente de volumen V) es un
viejo conocido de los fisicos y mateméaticos. Planck fue el primero en darse cuenta
de la necesidad de discretizar la variable energia del oscilador correspondiente para
lograr determinar la ley de Stefan-Boltzmann en el caso general, y no solamente la
ley de Wien a bajas frecuencias. La belleza del formalismo unificado antes es que
nos permite usar, en este caso particular, una funcién especial como la funcién zeta
de Riemann, caso particular del PLOG, y que proporciona elegancia y simplicidad
muchas veces al duro problema de recordar algunas expresiones algebraicas rela-
cionadas con el cuerpo negro en D dimensiones (ND). La densidad de energia del

15En particular, U y N se deducen de U = —9gInQ y N = (N) = 20.InQ.

16Para una relacién de dispersién de tipo € = vp, donde v es una velocidad, las expresiones
anteriores deben ser reevaluadas pero son también PLOG, s6lo hay que hacer unos reescalados en
la dimensién y en el grado de degeneracién de espin y no afecta a la forma global del resultado. Esto
tiene su importancia en Cosmologia relativista, donde uno estd interesado en calcular la densidad
total de particulas, incluyendo todos los bosones y fermiones. Hay un misterioso factor 7/8 cuyo
origen oculto estd en la relacién — Ligy1(—1)/Ligy1(1) = 1 — 279 para d = 3, y que viene de la
proporcionalidad entre las integrales de las BED y FDD en D = d + 1 dimensiones.
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cuerpo negro en D dimensiones viene dada por la expresién (notar que hy = hw)

vi\’ D-1 hP /°° Dt
dv =2 — - d = dv = a(DYTP+
privyar =2 (¥ oy — = [ er)de = a()T,

a(D) = (,f)D (VA" kg om - e (P52 ) e+ )

La radiancia espectral permite escribir la ley de Stefan-Boltzmann en D dimensiones:

2\ P! gD+ D

Ry = o(D)TPT «— o(D) = (C> WD/Q_lﬁTD(D —-1)r <2> ¢(D+1).
La aparicién de la funcién zeta es conocida [42]. Lo que es menos conocido es que la
funcién de Lambert tiene también un rol en el cuerpo negro ND: permite generalizar
la ley de Wien a D dimensiones [36]. En particular, para D general, es importante
notar que x4 = (d+2)+W(—(d+2)e~?"2). Para el caso d = 3, x4 = he/(kpAnT) =
5+ W(—5e75) ~ 4.965. ;No es esto asombroso? Otras apariciones de la funcién de
Lambert en Fisica se pueden ver en [33, 35, 38]. En Mateméticas, es reciente también
el interés por esta funcién en TEN, en particular su aplicacién en la estructura de
los ceros no triviales «grandes» de la funcion zeta de Riemann. El lector interesado
puede ver, e.g., [18, 44].

5.3. CONDENSACIONES DE BOSE-EINSTEIN

Los condensados de Bose-Einstein son un estado particular de la materia (dife-
rente al sélido, liquido, gas y plasma) en el que se manifiestan de forma coherente
y macroscopica fenémenos cuanticos. Para un gas diluido no interactuante de boso-
nes, este comportamiento suele aparecer a temperaturas cercanas al cero absoluto
(T ~ 0K). A esta extremadamente baja temperatura se logra que una gran fraccién
de los bosones (particulas de espin entero) ocupen el estado cudntico fundamental,
o de menor energia, donde se manifiestan ciertas propiedades tipicamente cuanticas
de forma macroscépica.

Los PLOG permiten estudiar el fenémeno denominado condensacién de Bose-
Einstein (BEC) de una forma sorprendentemente general. Nos vamos en centrar en
el caso de un gas «ideal» con masa no relativista (NR), y posteriormente algunas
extensiones divertidas, aunque la discusiéon es totalmente valida para particulas re-
lativistas con el debido cuidado y complicacién en las férmulas. En el caso bosénico
NR, la temperatura a la que se alcanza la condensaciéon de Bose-Einstein es, en d
dimensiones, igual a la expresion

2mh? n 2/d o n?/3
kpT.(NR) = = (C(d/?)) — kpT.(3d,NR) ~ 3.31h ,
con el valor de la funcién zeta de Riemann ((3/2) ~ 2.612. La temperatura critica
estd Intimamente relacionada con el PLOG. El propio lector descubrird, si es sufi-
cientemente perspicaz, que la temperatura critica corresponde al valor de la longitud
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Satyendra Nath Bose y Albert Einstein, los dos fisicos involucrados en la prediccién
del comportamiento de los bosones a baja temperatura.

de onda térmica de De Broglie cuando se anula el potencial quimico, i.e., T, se ob-
tiene de pA? = Ligy> (1) simplemente imponiendo T' = T, y despejando. Ademas, es
importante destacar algo sobre la BEC, fuente de frecuentes confusiones. Algunas
veces se oye que no hay BEC en 2 dimensiones. Eso no es preciso. El fenémeno de la
BEC depende no sélo de la dimensionalidad sino también de la relaciéon de disper-
sién e = £(p) que usemos y, como veremos en unas lineas, de la clase de estadistica
también. No sin antes destacar que el estudio de gases de bosones (o fermiones) en
D = d + 1 dimensiones se simplifica con el uso de PLOG vy las funciones zeta!”.
.No hay maés juegos polilogaritmicos? Hasta ahora, hemos descrito solamente bo-
sones «libresy, esto es, bosones que no estan «atrapados» cruelmente en un «campo
de fuerzas», o, equivalentemente, no tienen «energia potencial». Si la tuvieran, se
pueden modificar las formulas anteriores. Sin entrar en deducciones, me gustaria
citar el siguiente resultado [40]: para un gas de N bosones NR bajo la relacién de
dispersién € = p?/(2m) y el potencial confinante definido por una U = Ar®, donde

r= \/2?21 22, la temperatura de BEC estd dada por la expresion

22N\E . T(4+1)
kpTgec = | | — ) A2 =
we (m> FE+1)c(z+3)

4+

La observacién final es que, en el caso interactuante del potencial isétropo dado ante-
riormente, hay condensacion de BE si y sélo si d/2+d/« > 1. {Hay mds variantes de
este juego? jSi! Entre las muchas generalizaciones posibles involucrando estadisticas
que van mas alla de las de Fermi-Dirac y Bose-Einstein, esta la estadistica no ex-
tensiva de Tsallis [39], o también la variante «simétrica» relacionada con (g, p)-ones
y la llamada estadistica de Polychronakos. Los (g, p)-ones estén relacionados con un

17Este hecho suele pasar muy desapercibido en muchos libros y textos de Termodindmica y
Estadisticas Cudnticas, especialmente los més antiguos (e.g. [29]), pero también en algunos més
actuales [48]. Una bella excepcién es el «reciente» libro [5].
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célculo diferencial modificado!'®, en el que las derivadas son «biparamétricas», y se
definen junto a los (g, p)-simbolos como

flgz) — f(px)
(¢ —p
y jtachan!, jhabemus (g, p)-PLOG!:

q" —p" n
[n](q,p) - q—p — Digpr" = [n](qw) x

n—1

D(q,p)f =

r

Ligq’p)(z) - Z [r](q,p) z )
TS
r=1

La variante simétrica de los (g, p)-ones, en la que p = ¢! o bien en la que p = 1,
es una de las mds estudiadas en Mecanica Estadistica deformada y suele llamarse
estadistica de g-ones. En el caso simétrico con p = 1/¢q y una dispersién arbitraria
de tipo € = ap?, y si se define la funcién auxiliar

la temperatura de condensacién para este gas g-6nico simétrico es ([34])

o/d

kpT, — (0’)% ah® F(é) q—q_1

5 ’/TU/2 F( )Hg+1(q2alaQ)n

Aparte de la relacion de dispersién, para el fenémeno de la condensacién importa
la funcién deformacién

1 1

T(dﬂqu): 1—1 = 7 1-4 : .
Hyo11(¢%1,9)  Ligjor1(¢®) — Ligjoy1(q)
Si g # 1, es notable que T < oo para todo d, con lo que existe condensacién
BE para el gas g-6nico simétrico libre en cualquier dimensién. Ademads, se tiene el
interesante limite lim, ,; T = 1/ Lig/,(1) = 1/{(d/c), que se anula para d < o, y
con lo que es posible la condensacién de particulas en cualquier dimensién para casos
determinados de deformacion en la Estadistica Cuantica. Sin embargo, el problema,
desde el punto de vista fisico, no es tanto la funcién polilogaritmica, que da una
bonita forma cerrada del problema, sino la realizacién fisica de esta clase general de
sistemas®®.

18 Aqui, cualquier matemaético, fisico o persona instruida, pero algo traumatizada, tras aprender
durante anos el cdlculo infinitesimal y algunos de sus secretos mas oscuros deberia exclamar jCielos!
iLas derivadas contraatacan! Sin embargo, se veia venir. Forman ya parte de las Matemadticas y
se usan con mas o menos profusién en la Fisica las derivadas fraccionales, las diferentegrales, el
céalculo de Jackson, la integracién de Berezin. ..

19Se piensa que los modelos con deformacién son ttiles en sistemas compuestos fuertemente li-
gados o interactuantes, aunque experimentalmente, més alld de algunos ejemplos de estadistica
fraccional en el laboratorio, los (g, p)-ones y los g-ones son atn pura especulacién teérica. Sin em-
bargo, recientemente se ha propuesto usarlos, en el caso de la denominada estadistica infinita, como
un modelo para describir la materia oscura [15]. La temperatura de condensacién para estadistica
infinita NR, contiene un factor multiplicativo f(d) = (21=%/4)/(2%/2 — 1)?/¢ adicional a la del gas
bosénico NR. ;Son los g-ones o los (g, p)-ones particulas existentes en la Naturaleza?
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6. CONCLUSIONES

.Es casualidad o hay alguna razon profunda para que los PLOG aparezcan en
lugares tan diferentes como la Termodinamica, la Fisica Estadistica, las amplitudes
de scattering de TCC o incluso de teorfas de (super)cuerdas? Posiblemente no lo
sea. El problema méas fundamental desde el punto de vista matematico es «contary
objetos. Es, sin embargo, la forma en que contamos objetos donde hay disparidad
de métodos y formalismos. Asi, la aparicién de PLOG y sus generalizaciones en Fi-
sica es debida a la necesidad de «calcular procesos» y «contar configuraciones de
objetos». Desde un punto de vista, las Matematicas y la Fisica no son ciencias natu-
rales inconexas, sino que forman parte de algo méas grande y universal. La «suma
no trivial de Fisica y Matematicas ha sido denominada Fismdtica por Zaslow [49].
Siendo la TEN algo esencial en las Matematicas, no es de extrafiar su apariciéon en
la Fisica. Incluso més, se especula su rol como teorfa fisica definitiva en [45]. Hemos
visto que los PLOG clésicos aparecen en la Termodinamica y Mecdnica Estadistica
de las particulas conocidas (bosones y fermiones) y algunas de sus generalizaciones.
Sin embargo, existen otras muchas conexiones que atn estan siendo exploradas en
estadisticas exoticas o generalizadas. Si el logaritmo (o el PLOG) tiene extensiones,
no es raro que haya interés en nuevas funciones entropia generalizadas y sus propie-
dades o viceversa. Nuevas extensiones de la Mecanica Estadistica han llevado a la
introduccién de nuevas funciones, nuevos (poli)logaritmos y nuevas entropias. Las
siguientes analogias, conexiones y relaciones son muy ttiles:

Cuantos o particulas <— Excitaciones de los campos «+— Ondas/Oscilaciones

Mecénica Cuantica/TCC <+— Campos y fuerzas <— Dindmica y Cinematica

Las interacciones y «equivalencias»?® entre la Termodindmica y la TCC no son nue-
vas. De hecho, la TCC es el limite de la Mecanica Cuantica para sistemas de muchas
particulas (N — o0), lo que «explica» que tiene nexos profundos con la Termodi-
namica que han sido explotados en los tultimos tiempos. Ha sido esencial en, por
ejemplo, el descubrimiento de la radiacién de los agujeros negros por Hawking [25],
completando y complementando lo que es hoy dia algo méds que una mera analogia
entre las leyes termodindmicas, sugerida inicialmente por Bekenstein en [2, 3]. Otras
correspondencias interesantes

Espectro <— Funciones (especiales) <— FEcuaciones de campo

Teoria de Ntimeros +— Analisis y Geometria <— Algebra

sugieren que los fascinantes nexos presentes en la Fismatica son simplemente un
espejo de la unidad y holismo presentes en la Ciencia.

Vivimos en un mundo complejo, en un Universo complejo y estamos rodeados de
fenémenos complejos?!. En un mundo en desequilibrio, sélo localmente en equilibrio,
quizas seria mucho mas eficiente «hacer Matematicas, y no la guerray, colaborar y no

20Quizas un fisico tedrico contemporaneo las llamarfa «dualidades».
21;Y de ntimeros complejos? También. ;Por qué? Esa es otra historia curiosa, que no cabe aqui.
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pelear mas que con «extranos infinitos» o «particulas virtuales», porque, en el final,
todos estamos hechos de la misma materia: 4tomos, nimeros y fantasias fismaticas.
Pitagoras, Platéon, Fourier y otros lo destacaron ya de una u otra forma. Ft ignem
requnt numert!
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