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El diablo de los números
Sección a cargo de

Fernando Chamizo Lorente

¿Y quién es. . . Juan F. González? Es el autor de «The Spectrum
Of Riemannium» (http: // www. thespectrumofriemannium. com/ ), un
magnífico blog de Física-Matemática de primer nivel, bien explicada y ade-
rezada con ocasionales imágenes de superhéroes. Es admirable e increíble
que esta joya se deba al esfuerzo altruista de alguien que no cuenta con
el apoyo de ninguna institución y que no mantiene vinculación universi-
taria. Su artículo es singular respecto a lo habitual en esta sección y en
esta publicación. Independientemente de los conocimientos de Física del
lector, espero que ilustre cuán cerca de los intereses de los físicos están a
veces algunos de «nuestros» objetos matemáticos abstractos.
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p) = c3A/(4G~)

1. Introducción

Las interacciones y relaciones entre la Física y las Matemáticas tienen una larga
historia. En particular, la Física como Ciencia tal y como la comprendemos en la
actualidad nace tras el asombroso descubrimiento de que las Matemáticas forman
parte de la Naturaleza [17, 19] y, por tanto, son el lenguaje más exacto y preciso del
que disponemos para la descripción de los fenómenos físicos naturales.

De la misma forma, la Física como ciencia experimental ha impulsado el desarro-
llo de las Matemáticas desde Galileo, y la Física se ha servido en ocasiones de nuevos
instrumentos matemáticos. No es un misterio que la resolución de los problemas de

http://www.thespectrumofriemannium.com/
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Cinemática y Dinámica fue una de las razones de la creación del cálculo infinite-
simal1, o que el análisis tensorial fue necesario para la creación de la Relatividad
General, que este año 2015 cumple su centenario, desde la base experimental que
supone el Principio de Equivalencia [16].

Igualmente, nuevas matemáticas han llevado, con más o menos tiempo, a la for-
malización, generalización o revisión de conceptos aceptados por la Física, acarrean-
do generalmente la definición rigurosa tanto de antiguos como de nuevos conceptos,
y también creando y usando funciones y objetos matemáticos. Es tal la belleza y
poder unificador de las Matemáticas que no ha pasado desapercibida, a pesar de su
abstración, como un arte, que en ocasiones se ha adjetivado como oscuro e irrazo-
nablemente eficaz por sus propios creadores y usuarios [47].

El pasado siglo XX no fue muy distinto en estos juegos, y promete seguir siendo
divertido e interesante este nuevo siglo y el futuro asintótico. Sin embargo, más allá
de las diversas corrientes, escuelas y modas pasajeras, no hay nada más esencial, pro-
fundo y subyacente en el corazón de las Matemáticas que la noción de «número». La
Teoría de Números ha sido siempre la estrella y rama más pura de las Matemáticas.
No es sin embargo la idea de número algo ajeno o sin importancia tampoco en Física,
y por extensión, en toda Ciencia Natural (en esencia experimental) establecida como
tal, y que requiera de un proceso de observación y medida, o bien de formalización
de su cálculo o de un razonamiento riguroso de tipo lógico-matemático.

Las grandes teorías y revoluciones científicas de la Física del siglo XX, la Relativi-
dad (en sus dos versiones, especial y general) y la Física Cuántica han estado ligadas
al uso y creación de herramientas matemáticas avanzadas. ¿Qué puede ofrecer la Teo-
ría de Números a la Física? ¿Qué clase de objetos matemáticos teórico-numéricos y
de funciones especiales interesan a los físicos, especialmente a los que son teóricos
o matemáticos? ¿Por qué debería un matemático, en particular un especialista en
Teoría de Números, estar interesado en las «realizaciones» físicas de las funciones y
objetos que define o de sus aplicaciones en ciertas teorías como las Teorías Cuán-
ticas de Campos (TCC) o la Teoría de la Relatividad (TR)? ¿Cómo aparecen los
polilogaritmos en TCC, Termodinámica o Física Estadística? ¿Por qué puede ser
interesante para los dos mundos una colaboración y comunicación más amistosa,
cercana e intensa? El presente artículo es una humilde contribución a la respuesta
de estas cuestiones y a dar un nuevo «feedback» y motivación a la fructífera (y, en
cierto modo, necesaria e inevitable) correspondencia entre Física y Matemáticas.

2. Polilogaritmos y otras funciones especiales

La Física Matemática, FIM, (o Física Teórica, FIT, según se mire) ha sido in-
vadida por objetos y funciones presentes en la Teoría de Números (TEN) en los
últimos siglos. ¿Cuáles son estos entes? Sin ser completamente exhaustivo debido
a los límites y objetivos de este artículo, vamos a presentar a algunas de estas co-
nocidas especies transgresoras, para revisar algunas de sus aplicaciones actuales en

1I. Newton, en Philosophiae naturalis principia mathematica (1687) y Methodus fluxionum et
serierum infinitorum (1736), o G. W. Leibniz, Nova Methodus pro Maximis et Minimis y De
Geometria Recondita et Analysi Indivisibilium et infinitorum (1686).
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las siguientes secciones. En primer lugar, ¿cuál es la joya de la corona de la TEN?
Posiblemente, todo matemático (y todo físico) que se precie habrá sido seducido por
la preciosa función zeta de Riemann [37] (ver [10, 28]):

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns

=
∞∏
p=2

1
1− p−s ,

donde p recorre todos los números primos. La función zeta es un bonito ejemplo y
prototipo de función aritmética que ha sido generalizada y extendida a otras clases
de funciones maravillosas. Sería tarea posiblemente enciclopédica hacer una lista de
todas ellas, por lo que nos centraremos en algunas subespecies muy concretas. En
primer lugar, resulta bonita la función zeta de Hurwitz2

ζ(s,Q) =
∞∑
n=0

1
(Q+ n)s

.

Otras funciones zeta que aparecen últimamente de forma universal y recurrente
en diversos lugares de la Física son las polizetas (PO), o valores zeta múltiples, y
sus generalizaciones, los polilogaritmos (PLOG). En versión estándar o «coloreada»
con s = (s1, . . . , sm), son:

ζ(s1, s2, . . . , sm) =
∞∑

n1>n2>···>nm>0

1
ns1

1 n
s2
2 · · ·n

sm
m

=
∞∑

n1>n2>···>nm>0

m∏
j=1

1
n
sj
j

,

Lis(z) =
∞∑
n=1

zn

ns
, Lis(z1, z2, . . . , zm) =

∞∑
n1>n2>···>nm>0

zs1
1 z

s2
2 · · · zsmm

ns1
1 n

s2
2 · · ·n

sm
m
.

Como caso particular interesante, nótese que el PLOG estándar de la unidad es la
función zeta de Riemann, es decir, Lis(1) = ζ(s). Además, el nombre de la función
PLOG se debe a la representación integral

Lis(z) ≡
z

Γ(s)

∫ 1

0
(− ln u)s−1 du

1− uz .

Así, para s = n ∈ N se definen los «monologaritmos», «dilogaritmos», «trilogarit-
mos», «cuadrilogaritmos». . . Incluso puede definirse el «nulogaritmo» (logaritmo de
orden cero o nulo). El «monolog» y el «nulog» son bastante simples,

Li1(z) = log(1− z), Li0(z) = z

1− z .

Dado que los logaritmos de diferente orden cumplen la ecuación de recurrencia

z
d

dz
Lis+1(z) = d

d ln z Lis+1(z) = Lis(z),

2La zeta de Hurwitz es también interesante: es de las pocas funciones zeta conocidas que no
cumple típicamente la hipótesis de Riemann.
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y teniendo presente la fórmula de duplicación Lis(z) + Lis(−z) = 21−s Lis(z2), se
puede usar el nulog para obtener PLOG de orden entero negativo, Li−n(z), para
todo n ≥ 1. Estas funciones racionales se han llamado polipseudologaritmos [11].
Se deja como ejercicio de investigación al lector interesado buscar otras propiedades
y generalizaciones de estas funciones en los artículos y libros correspondientes de las
referencias (e.g., [31]).

Un último ejemplo de función divertida, que también está apareciendo cada vez
más en diferentes contextos, es la denominada función de Lambert. La función de
Lambert, W (z), se define habitualmente como la función inversa que resuelve una
ecuación implícita:

XeX = Y ←→ W (z)eW (z) = z.

La función de Lambert también se conoce como función omega o logaritmo produc-
to. Como función, en el campo de los números complejos, está bien definida para
cualquier número complejo y posee dos ramas, generalmente denotadas por W0 y
W−1. Es una función que tampoco tiene una conexión evidente con las funciones
elementales ni, que se sepa a fecha de publicación del presente artículo, con las fun-
ciones hipergeométricas. Difiere en ello, por tanto, de los PLOG y las funciones PO,
que sí guardan relaciones ocultas con las funciones hipergeométricas (generalizadas).
Hay mucho misterio y entretenimiento para matemáticos interesados con estas fun-
ciones. Por ejemplo, la función de Lambert permite calcular y resolver cierto tipo
de ecuaciones trascendentes o ciertas ecuaciones con infinitas potencias. Para ser
precisos, la ecuación ∞z = c, donde ∞z es la «tetración» (exponenciación) infinita,
se resuelve con c = −W (− ln(z))/ ln(z).

3. Series: de las Matemáticas a la Física y viceversa

Los PLOG aparecen de forma ubicua en sitios cada vez más numerosos de la Fí-
sica. Un diagrama de Feynman es un objeto esencial en lo que se llama TCC a nivel
perturbativo, esto es, una TCC definida en términos de «aproximaciones sucesivas».
Un diagrama de Feynman es al físico de partículas lo que una serie de potencias
para un matemático. Esencialmente, cualquier diagrama de Feynman puede visua-
lizarse como un grafo G, que puede incluir o no ciertos ciclos (loops o lazos son la
palabra habitual usada en la jerga por los físicos), y estar decorado por diversas
etiquetas. Así, un diagrama de Feynman es una representación útil de partículas e
interacciones entre objetos que aparece de forma natural en los cálculos de procesos
de amplitudes de scattering3, sean partículas de TCC [13, 20] o amplitudes en teoría
de supercuerdas (e.g. [8, 41]), debido a interacciones y fuerzas entre partículas. Una
amplitud de scattering, de la que el diagrama de Feynman es una representación
abstracta y visual, está generalmente definida a nivel perturbativo como una serie
formal I =

∑
Ikε

k. Esta serie es generalmente «divergente», y hay que emplear toda
una serie de recetas «mágicas» para sumarla o ignorar los «infinitos malignos» que

3Las amplitudes son generalmente números complejos que proporcionan en TCC probabilidades
de eventos, secciones eficaces. . .
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Cuatro de los 72 diagramas que intervienen en las correcciones cuánticas del mo-
mento giromagnético del muón a 3 loops. Para una lista completa de los grafos
involucrados y detalles sobre el cálculo puede consultarse [26, 27].

no son «físicos», al menos hasta cierto punto4. Tras unos procesos que los físicos lla-
man regularización y renormalización, uno puede obtener resultados finitos de esta
clase de series y diagramas. Lo absolutamente delirante es que este tipo de técni-
cas funciona extraordinariamente bien, y tanto, que uno logra resultados correctos
con una precisión increíble que alcanza hasta una parte en 1012. En TCC, las series
perturbativas son lo que los físicos llaman «series asintóticas», series truncadas has-
ta cierta potencia, y que módulo una parte infinita permiten cálculos que pueden
contrastarse con datos experimentales para ciertas magnitudes «observables».

Es bastante sorprendente cómo los polilogaritmos intervienen en algunos de es-
tos cálculos monstruosos, y que hoy día virtualmente sólo pueden realizarse con
asistencia y ayuda computacional. Por ejemplo, la corrección al denominado factor
giromagnético del muón (o del electrón) en electrodinámica cuántica (QED5). Para
el matemático no físico o no aficionado a la Física de partículas, un muón puede
imaginarse como un electrón «gordo», en concreto 207 veces más masivo que el elec-
trón6. El factor giromagnético es un número, que convenientemente «reescalado»,
puede medirse con los experimentos de Física y está relacionado con el momento
magnético del electrón (o muón), una magnitud que mide el comportamiento angu-
lar del electrón (muón) cuando se somete a la acción de un campo magnético. Los
cálculos con diagramas de Feynman en QED, «a mano» o «a máquina», a 3 loops
(«lazos» o ciclos) involucran, tras analizar las contribuciones de 72 diagramas de
Feynman, la siguiente expresión numérica compacta en el caso del muón7:

A = 1.181241456587 . . . = 28259
5184 + 17101

810 π2 − 298π2 ln 2
9 + 139

18 ζ(3)

+ 100
3

(
Li4
(

1
2

)
+ ln4 (2)

24 − π2 ln2 2
24

)
− 239

2160π
4 + 83

72π
2ζ(3)− 215

24 ζ(5).

4Tiene puntos de controversia matemática, física y hasta filosófica el «destino final» de las
divergencias en una TCC.

5Quantum Electro Dynamics, y no Quod Erat Demostrandum. . .
6También hay un «electrón supergordo», llamado tauón o partícula tau, unas 3480 veces la masa

del electrón. Nadie tiene claro aún por qué existen estas réplicas masivas del electrón. El cálculo
de este mismo factor para el electrón es una de las medidas más precisas y exactas de la Física.

7Horrible o no, humana o no, tiene una muy sutil belleza. . . , ¿verdad? Resulta que los poliloga-
ritmos y funciones asociadas, o sus generalizaciones, aparecen tanto en los procesos perturbativos
como en los no perturbativos, dando fórmulas cerradas elegantes, aunque en ocasiones puedan ser
computacionalmente tediosas.
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Las ideas que hay detrás de la aparición de los polilogaritmos o algunas de sus
generalizaciones en trabajos recientes [43] son varias: 1) las integrales de Feynman
son «períodos» de algún tipo [9, 32], y están relacionadas con PO, PLOG y otras
funciones similares; 2) el álgebra de PLOG y PO está íntimamente relacionada con
integrales iteradas y sumas anidadas como los PLOG y PO, al menos en cierto
límite; y 3) hay profundas conexiones geométrico-algebraicas en el propio método de
regularización dimensional conocido por los físicos [46].

4. El efecto Casimir

Otra aplicación útil de los PLOG es en los cálculos que involucran «efectos de
vacío». Es habitual en Electrodinámica Clásica oír lo que pasa cuando se calcula, por
ejemplo, el campo eléctrico en las diferentes regiones que forman un cable coaxial
que intercala vacío con materiales dieléctricos. Clásicamente, el vacío no se polariza.
El vacío cuántico es algo mucho más sutil que el vacío clásico porque puede polari-
zarse como si fuera un «medio»8. Por cuestiones de espacio, nos restringiremos aquí
a ver meros retazos de los efectos de vacío en TCC9, destacando la relevancia del
uso de la función zeta y los PLOG en el efecto Casimir10. ¿Qué es el efecto Casimir?
Esencialmente, es la aparición de fuerzas entre superficies hechas de algún mate-
rial, pero separadas una distancia muy pequeña, debidas a la presencia de campos
cuantizados. El efecto Casimir puede entenderse entonces, equivalentemente, como
la aparición de una fuerza atractiva entre dos placas paralelas (o más generalmen-
te conductores con cierta geometría) sin carga neta próximas entre sí. Cuando la
cercanía es suficiente, las fluctuaciones cuánticas del campo electromagnético puede
provocar que se produzcan fotones, correspondientes a ondas estacionarias entre las
placas, que inducen la denominada fuerza de Casimir.

De hecho, todo esto tiene cierta justificación heurística e intuitiva. Uno de los
primeros resultados asombrosos en TCC es que, aunque uno puede imaginarse que
el vacío tiene, a priori, energía infinita, la variación de esta constante, aunque sea
virtualmente infinita, no está bien definida sino sujeta a variaciones finitas ∆E debi-
do al principio de incertidumbre de Heisenberg. Estas fluctuaciones cuánticas en la
energía satisfacen ∆E∆t ∼ ~. Por lo tanto, el número de partículas en el vacío, y la
energía, pueden cambiar al precio de que ocurran en una cantidad suficientemente
pequeña de tiempo ∆t. Esto ocurre, esencialmente, en el efecto Casimir, incluso a

8¡Esto es realmente extraño! Pero en Física o Matemáticas nos acostumbramos fácilmente a los
«fenómenos extraños» (el vacío se polariza en Física Cuántica similarmente a un dieléctrico, ¡hala!)
una vez se les da validez experimental o demostración rigurosa. El último teorema de Fermat es
raro, la relatividad especial y general son raras, incluso la Mecánica Cuántica o la Teoría Cuántica
de Campos son extrañas, pero ciertas. Además, hasta tenemos quarks extraños. . .

9El llamado efecto Schwinger, o producción de (pares de) partículas en campos «fuertes» o
intensos, aparece generalmente en el sector no perturbativo de una TCC. El interés del autor del
presente artículo por los PLOG y otras funciones especiales asociadas aumentó exponencialmente
cuando observó que muchos resultados se podían escribir en forma cerrada usando estas funciones.
La importancia de las formas cerradas en Matemáticas ha sido discutida en [7].

10Para una introducción más avanzada a los efectos de Schwinger y Casimir, pueden consultarse
los artículos [6, 14] y los libros [1, 21, 22].
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temperatura T ∼ 0K. Los efectos físicos del vacío tienen, en principio, consecuen-
cias observables, y uno querría dar algo de sentido a esto matemáticamente. Una
forma es sumar todas las energías del estilo E =

∑∞
n=0 ~ω(n + 1/2) y separar há-

bilmente la energía en dos contribuciones, una finita y otra infinita. La presencia
del factor 1/2 «del punto cero» es sutil y maliciosa en TCC, adicional al término
tipo serie divergente, y podemos ignorarla en la siguiente discusión. Las energías
En = n~ω corresponden a las energías posibles de las ondas estacionarias en una
onda sinusoidal, e.g., de tipo sen(πn/a), por lo que ignorando la contribución de E0,
esto no es más que la famosa fórmula de Planck y Einstein para un fotón. La suma
de todas las energías, ¿es pues realmente finita o infinita? Usando la función zeta de
Riemann, damos un sentido a la suma

E/(~ω) = (1 + 2 + 3 + · · · )

y resulta, sustraída la energía E0, un resultado finito. ¿Por qué? El término entre
paréntesis no es infinito usando el procedimiento de continuación analítica a C\{1},
de forma que ζ(−1) = −1/12. Esta regularización de la función zeta es algo mágico
pero ciertamente formal y unívoco desde el punto de vista del análisis complejo. Que
la suma infinita de todos los números enteros es un número negativo y fraccionario,
desde el punto de vista de la prolongación analítica de una función de variable
compleja, no puede dejar indiferente a nadie y ciertamente uno pensaría que se
trata o bien de una auténtica locura o una genialidad sin par. ¿Hay algún otro
modo de justificar tal cosa de forma rigurosa? Un físico es un matemático ingenuo
y bestia la mayor parte de las veces, por su desconocimiento de los últimos y más
modernos métodos u objetos matemáticos. En vez de la función zeta, uno podría
querer «sumar» la serie «apantallándola» con una función exponencial de la siguiente
forma:

∞∑
n=1

n ≡ ĺım
ε→0+

∞∑
n=1

ne−εn.

Suponiendo que cometemos semejante acto de desesperación, en aras de la finitud,
si estudiamos el comportamiento de la serie asintóticamente,

∞∑
n=1

e−εnn = − d

dε

( ∞∑
n=1

e−εn

)
= 1

4 senh2(ε/2)
= 1
ε2 −

1
12 +O(ε2),

podemos ver que, en el límite dado, el resultado es efectivamente algo del tipo ∞+
ζ(−1). Ignorando la contribución proporcional a 1/ε2, regularizamos la suma dándole
un valor finito que coincide con la regularización de la función zeta. Aun así, como
ocurre con las fantasías recurrentes, uno podría protestar todavía sobre la validez
de esto. Sin embargo, parece que la fantasía tiene bastante de «real», porque es un
resultado frecuente que aparece en Cosmología y otras partes de la FIT, como la
teoría de supercuerdas11. Afortunadamente para los físicos, los astutos y prodigiosos

11En particular, que la suma de los enteros positivos sea −1/12 se requiere para probar, e.g.,
que la teoría de supercuerdas bosónica está libre de taquiones, partículas o estados generalmente
«siniestros» de energía (o masa) cuadrática negativa, en la dimensión crítica D = d + 1 = 26, o
bien en D = d + 1 = 10 si la teoría posee una propiedad matemática denominada supersimetría
(SUSY).
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matemáticos ya han pensado también en estos resultados antes que ellos, por lo que
el grado de posible locura se reduce considerablemente al aumentar la estadística.
Ramanujan y Hardy [4, 24] son, tal vez, dos de los más célebres matemáticos que
dedicaron parte de su vida a entender las diabólicas series divergentes, éstas que
han demostrado ser vitales para el entendimiento de algunos aspectos de la TCC.
Sin embargo, aún hoy, la comprensión fundamental de los infinitos en dicha teoría
es un tema sujeto a fuertes discusiones. Lo más sorprendente es, posiblemente, que
las constantes «infinitas», o cantidades que las poseen, sean medibles u observables
o bien tengan efectos medibles y observables. Al parecer, los infinitos malignos en
Física pueden «domesticarse», aunque ciertamente de forma algo salvaje, que hace
que un matemático usual (o también algún físico célebre como P. A. M. Dirac) se
tire literalmente de los pelos cuando se hacen ciertas manipulaciones aritméticas y
algebraicas, que involucran a veces funciones especiales como los PLOG, de los que,
como ya hemos visto, la función zeta es un caso muy particular. En el contexto
del efecto Casimir, habiendo una fuerza, uno puede definir cierta energía. Sea un
conjunto de cierto tipo de partículas, como los fotones, supongamos que en D = d+1
dimensiones. Esta energía libre es

F = − 1
βd+1

Γ (d+ 1) ζ (d+ 1)
2d−1πd/2Γ

(
d
2
)
d
,

donde β = 1/(kBT ), y donde despreciamos el efecto del momento angular intrín-
seco del fotón (espín). Esta energía libre es un concepto termodinámico asociado a
la energía que puede ser transformada en trabajo. La energía de Casimir de tales
partículas está asociada a su energía regularizada, y usa la prolongación analítica de
la función ζ(s), de forma que(∑

n∈Z
|n|d

)
reg

= 2ζ(−d), ε0(reg) = − 1
βd+1π

d/2Γ
(
−d2

)
ζ (−d) .

Curiosamente, la ecuación funcional fundamental de la función zeta de Riemann

ξ(ν) = ξ(1− ν)

se verifica si y sólo si ε0 = F . Además, la presencia espectacular de los PLOG en los
cálculos de energías y fuerzas de Casimir puede observarse en un ejemplo bastante
reciente [23]. En él se deduce la siguiente expresión general para la fuerza de Casimir
de un gas de «fotones» atrapado en un campo electromagnético con cierta geometría:

Fc = kBTc~2

d5m2π2ω2
c

(
φ3π2 Li2(eφ)− 5φ2π2 Li3(eφ) + 12φπ2 Li4(eφ)− 12 Li5(eφ)

)
.

Como último ejemplo, en [12] se deduce la bella expresión para la energía de Casimir
de un conjunto de «electrones» sin masa12 en el interior de dos placas paralelas en

12Los electrones usuales tienen masa y pertenecen a un tipo de partículas, llamados fermiones,
que veremos más adelante. Los fermiones obedecen el Principio de Exclusión de Pauli, PEP, que
dice que dos fermiones no pueden ocupar simultáneamente el mismo estado cuántico, i.e., tener
todos los números cuánticos idénticos en un sistema compuesto por muchos fermiones.
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un espacio-tiempo de D dimensiones en función de la zeta de Hurwitz:

E(D) = f(D)
LD−1 Γ

(
1−D

2

)
ζ

(
1−D

2 ,
1
2

)
.

5. Termodinámica y Estadísticas Cuánticas

Para tener una visión más autocontenida de esta sección, definiremos antes algu-
nos conceptos de Termodinámica y Estadísticas Cuánticas elementales que pueden
encontrarse en libros clásicos o algunos más modernos disponibles en la web. En la
Naturaleza, en principio, se han observado solamente dos tipos fundamentales de
partículas: bosones (partículas con espín, momento angular intrínseco, entero) y fer-
miones (partículas con espín semientero). Los bosones tienen estados de ocupación
etiquetados, pues, por números enteros13, y los fermiones por dos estados. Esto se
denota generalmente como los conjuntos y el operador energía H:

nα(B) = {0, 1, 2, . . .}, nα(F ) = {0, 1}, H|n〉 = Eα|n〉 =
∑
α

nαεα|n〉,

donde H se llama también hamiltoniano, y caracteriza las energías de los diferentes
estados cuánticos de bosones y fermiones que, actuando sobre el estado de ocupación
del número de partículas, cada estado tiene energía εα. Además de los estados de
partícula simple, otro objeto fundamental en Mecánica Estadística (ME) es la fun-
ción de partición. Hay diferentes tipos de función de partición, que caracterizan a
las diversas colectividades («ensembles») y representaciones de sistemas de muchas
partículas. En presencia de muchas partículas (moléculas, átomos. . . ), uno puede
definir la temperatura absoluta T desde un punto de vista microscópico, y justificar
la existencia de T para cualquier cuerpo como una consecuencia de la «agitación
cinética» de sus microconstituyentes o subestructura. Si pensamos en un sistema de
partículas como un gas, con interacciones despreciables, la energía cinética media
Eα será proporcional a la temperatura absoluta T multiplicada por una constante
para que las unidades «cuadren». Esta constante es la constante de Boltzmann kB
que hemos encontrado ya en apartados anteriores. La ME y la Termodinámica nos
dicen que la probabilidad de que una partícula tenga estado con energía Eα decae
exponencialmente con energía cinética media, esto es, pα = e−βεα , β = 1/(kBT ).
Como la probabilidad debe normalizarse, i.e., las probabilidades sumadas deben dar
la unidad, la constante de proporcionalidad es el inverso de la denominada función de
partición canónica14 ZN =

∑
e−βEα =

∑
e−βnαεα , y donde

∑
nα = N es el número

total de partículas. Esta función de partición canónica opera de forma similar a las
13Imaginemos un físico o científico alienígena que fuera un torpe analfabeto matemático. Al pare-

cer, se habría encontrado con los números enteros y semienteros porque ¡la propia Naturaleza habría
forzado a hacerle contar o inventarlos para caracterizar los estados de las partículas elementales!
O también enumerar/contar los átomos e isótopos del Sistema Periódico nos lleva inexorablemente
a la aparición de los enteros. La existencia de los fermiones lleva a inventar los semienteros. No es
magia, es Matemáticas, una Ciencia Natural.

14Algo que debería estremecer a todo matemático, lo conozca o no, es la extraña y majestuosa
conexión entre la función de partición canónica y la función zeta de Riemann. Si Eα = E0 lnn,
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funciones generatrices en combinatoria o la función característica en probabilidad.
La energía media puede computarse por medio de la función de partición canónica
de esta forma:

E = U = 1
Z

∑
Eαe

−βEα = − ∂

∂β
logZ.

Cuando el gas no está lo suficientemente diluido, bien porque las interacciones entre
partículas son fuertes debido a cierta energía potencial, o bien porque hay una alta
densidad, o porque el sistema no está aislado sino que interactúa intercambiando
partículas y energía (o masa) con el entorno, en tal caso hay que ponderar la función
de partición canónica con el llamado potencial químico µ, de la siguiente forma:

Q = Ξ =
∑
N

eβµNZN =
∏
α

(∑
α

e−β(εα−µ)nα

)
.

Esto es la denominada gran función de partición. µ es el denominado poten-
cial químico (intuitivamente, hemos visto que está intrínsecamente relacionado con
la variación del número de partículas debido a la existencia de interacciones entre
partículas), y de nuevo β = 1/(kBT ) (donde T es la temperatura y kB es la cons-
tante de Boltzmann). Las siguientes sumas sobre partículas simples (para bosones y
fermiones) son fácilmente evaluables:

∞∑
n=0

e−β(ε−µ)n =
(

1− e−β(ε−µ)
)−1

,
∑
n=0,1

e−β(ε−µ)n = 1 + e−β(ε−µ).

Análogamente al caso de la función de partición canónica, a partir de la gran función
de partición para cada tipo de estadística, usando las sumas anteriores, sabiendo
que la probabilidad de usar cada estado mediante la gran función de partición es
e−β(εα−µ)nα , usando Q para bosones y fermiones,

QB =
∏
α

(
1− e−β(εα−µ)

)−1
, QF =

∏
α

(
1 + e−β(εα−µ)

)
,

se puede obtener el gran potencial Ω para cada tipo de partícula. El gran potencial
es un tipo de energía y se define como

ΩB = kBT
∑
α

ln
(

1− e−β(εα−µ)
)
, ΩF = −kBT

∑
α

ln
(

1 + e−β(εα−µ)
)
,

o bien, en forma «unificada»,

ΩB,F = Ω(T, V, µ) = ±kBT
∑
α

ln
(

1∓ e−β(εα−µ)
)
.

entonces tenemos ZN (β,E0) = ζ(βE0). El hipotético sistema estadístico cuántico que define la
función zeta de Riemann se conoce como gas de primones. ¿Por qué esto debería enamorarnos?
Respuesta y motivación extra: la hipótesis de Riemann. ¿Qué interpretación estadística otorgamos
a los ceros triviales y no triviales en tal imagen?
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Su justificación es sencilla. El número medio o esperanza del número de partículas
resulta ser

N = 1
Q

∑
α

e−β(εα−µ)nα = 1
β

∂

∂β
logQ =

∑
α

(
eβ(εα−µ) ± 1

)−1
.

En la última igualdad, cada sumando está asociado a una energía de partícula εα y es
el número medio de partículas con una energía dada. En el caso de una distribución
continua de energía, cada energía εα posee una medida g(ε) dε, con lo que la densidad
de partículas en un volumen vendrá dada por

ρ = N

V
=
∫ ∞

0

g(ε) dε
eβ(ε−µ) ± 1

,

donde el +1 (−1) corresponde a los bosones (fermiones). Como veremos en la si-
guiente sección, esta integral puede escribirse en forma cerrada por medio de PLOG.
Del gran potencial, por derivación respecto a la energía, se obtienen las distribucio-
nes de la densidad del número de partículas con energía simple (número medio de
partículas con energía dada) y el número total de partículas

〈nα〉 = ∂Ω
∂εα

=
(
eβ(εα−µ) ± 1

)−1
, N(T, V, µ) =

∑
α

(
eβ(εα−µ) ± 1

)−1
.

5.1. Termoestadística polilogarítmica universal

Los PLOG unifican (y generalizan) el tratamiento de la Termodinámica y Es-
tadísticas de gases cuánticos. Véase, e.g., [30], y artículos relacionados. En Física
elemental, la energía total de una partícula o sistema «libre», de masa m y sin in-
teracciones, es igual a su energía cinética Ec = mv2/2 = E. O bien, definiendo el
momento lineal p = mv = ~k, donde k es el número de ondas, E(p) = p2/(2m).
Esta expresión es incluso válida en un espacio de d dimensiones, como Rd, aunque
generalmente d = 1, 2, 3. En d dimensiones, la distribución radial de momentos viene
dada por la medida ωdpd−1 dp, donde ωd es el volumen de la esfera unidad en Rd. Los
físicos, en ME, dividen esta constante por (2π~)d, correspondiente a un reescalado
de unidades. En este modelo de juguete, la densidad de energía viene dada por la
integral

ρ = ωd
(2π~)d

∫ ∞
0

pd−1 dp

z−1eβ(p2/(2m)) ± 1
,

donde z = eµβ . La representación integral del PLOG,

Lis(ω) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1 dt

ω−1et − 1 ,

puede ser demostrada por cualquier matemático y lector de este artículo de forma
trivial (¡ejercicio!), y tras un cambio de variables permite encontrar las fórmulas para
la densidad de partículas en términos de PLOG que veremos a continuación (dichas
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Enrico Fermi y Paul A. M. Dirac, los físicos a los que debe su nombre la función de
distribución estadística de los fermiones. Es importante destacar que los fermiones
son objetos intrínsecamente cuánticos en su comportamiento. (Curiosidad: la fór-
mula de la constante de estructura fina electromagnética de la fotografía izquierda
es errónea, pues debería ser α = e2/(~c). Seguramente Fermi andaba pensando en
su paradoja sobre los extraterrestres, o estaba despistado por el/la periodista que
hacía la fotografía.)

fórmulas son más sencillas de deducir trabajando con unidades «naturales», en las
que ~ = 1). La distribución de Fermi-Dirac (FDD) está definida por una densidad
de número de partículas

ρ = n = N

V
= 1

(2π)d

∫ ∞
0

εd/2−1 dε

exp (β(ε− µ)) + 1 .

Introduciendo una relación de dispersión ε = ~2k2/(2m) y la denominada lon-
gitud térmica de De Broglie λ = ~(2π/(mkBT ))1/2 = ~(2πβ/m)1/2, una especie de
longitud de onda «media» en un gas, con ~ = h/(2π), la integral anterior puede ser
evaluada en términos de PLOG, como hemos visto, por ρλd = −Lid/2(−z), donde
z = exp(βµ) es la denominada fugacidad. Similares técnicas muestran que, para la
misma relación de dispersión no relativista, la densidad de número de partículas y
la longitud térmica de De Broglie están vinculadas a un PLOG en el caso de la
distribución de Bose-Einstein (BED); en este caso

ρ = n = N

V
= 1

(2π)d

∫ ∞
0

εd/2−1 dε

exp (β(ε− µ))− 1 ←→ ρλd = Lid/2 (z) .

Esto sugiere la unificación de los dos formalismos como anticipábamos con la repre-
sentación integral. Definiendo

ζ =
{
z, BED,
−z, FDD,

entonces se tiene que

ρ = λ−dT Lid/2(z) y ρ = −λ−dT Lid/2(−z).
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La gran función de partición se puede expresar como un PLOG,

λd

V
lnQ(ζ) = sgn(ζ) Lid/2+1(ζ) −→

{
Q(ζ) = exp

(
sgn(ζ)V λ−d Lid/2+1(ζ)

)
,

QBED(ζ)QFDD(ζ) = 1.

Las cantidades termodinámicas más usuales15, presión (P ), energía interna (U), en-
tropía (S) y fluctuación en el número de partículas (Y ), pueden también ser compu-
tadas en términos de PLOG. El resultado para el caso de una relación de dispersión
no relativista (la relativista se obtiene con un truco16) es el siguiente:

βρ−1P =
Lid/2+1(ζ)
Lid/2(ζ) , β

U

N
= d

2
Lid/2+1(ζ)
Lid/2(ζ) ,

βT
S

N
=
(
d

2 + 1
) Lid/2+1(ζ)

Lid/2(ζ) − ln |ζ|, Y =
Lid/2−1(ζ)
Lid/2(ζ) .

La presión P es una forma macroscópica de medir la fuerza por unidad de superficie
de las moléculas del gas sobre las paredes del recipiente que las contiene. La energía
interna U es la energía media interna de las moléculas del gas. S es la entropía de
las moléculas del gas, quizás familiar para un matemático porque, salvo un signo
y una constante, en circunstancias de equilibrio suele coincidir con la definición de
Shannon y es una medida de las configuraciones de las moléculas del gas. Finalmente,
las fluctuaciones en el número de partículas Y es lo que el propio nombre indica.
¡Estas cuatro funciones, llamadas funciones de estado por los físicos, son PLOG en
este caso!

5.2. El cuerpo negro en D dimensiones: ζ(z) y W (z)

El problema de la radiación emitida por un cuerpo negro (un gas de bosones
en equilibrio térmico con temperatura T y en un recipiente de volumen V ) es un
viejo conocido de los físicos y matemáticos. Planck fue el primero en darse cuenta
de la necesidad de discretizar la variable energía del oscilador correspondiente para
lograr determinar la ley de Stefan-Boltzmann en el caso general, y no solamente la
ley de Wien a bajas frecuencias. La belleza del formalismo unificado antes es que
nos permite usar, en este caso particular, una función especial como la función zeta
de Riemann, caso particular del PLOG, y que proporciona elegancia y simplicidad
muchas veces al duro problema de recordar algunas expresiones algebraicas rela-
cionadas con el cuerpo negro en D dimensiones (ND). La densidad de energía del

15En particular, U y N se deducen de U = −∂β lnQ y N = 〈N〉 = z∂z lnQ.
16Para una relación de dispersión de tipo ε = νp, donde ν es una velocidad, las expresiones

anteriores deben ser reevaluadas pero son también PLOG, sólo hay que hacer unos reescalados en
la dimensión y en el grado de degeneración de espín y no afecta a la forma global del resultado. Esto
tiene su importancia en Cosmología relativista, donde uno está interesado en calcular la densidad
total de partículas, incluyendo todos los bosones y fermiones. Hay un misterioso factor 7/8 cuyo
origen oculto está en la relación −Lid+1(−1)/Lid+1(1) = 1 − 2−d para d = 3, y que viene de la
proporcionalidad entre las integrales de las BED y FDD en D = d+ 1 dimensiones.
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cuerpo negro en D dimensiones viene dada por la expresión (notar que hν = ~ω)

ρT (ν) dν = 2
(√

π

c

)D
D − 1
Γ
(
D
2
) hνD

eβhν − 1 dν −→ ρT =
∫ ∞

0
ρT (ν) dν = a(D)TD+1,

a(D) =
(

2
hc

)D (√
π
)D−1

kD+1
B D(D − 1)Γ

(
D + 1

2

)
ζ(D + 1).

La radiancia espectral permite escribir la ley de Stefan-Boltzmann enD dimensiones:

RT = σ(D)TD+1 ←→ σ(D) =
(

2
c

)D−1
πD/2−1 k

D+1
B

hD
D(D − 1)Γ

(
D

2

)
ζ(D + 1).

La aparición de la función zeta es conocida [42]. Lo que es menos conocido es que la
función de Lambert tiene también un rol en el cuerpo negro ND: permite generalizar
la ley de Wien a D dimensiones [36]. En particular, para D general, es importante
notar que xd = (d+2)+W (−(d+2)e−d−2). Para el caso d = 3, xd = hc/(kBλmT ) ≡
5 +W (−5e−5) ≈ 4.965. ¿No es esto asombroso? Otras apariciones de la función de
Lambert en Física se pueden ver en [33, 35, 38]. En Matemáticas, es reciente también
el interés por esta función en TEN, en particular su aplicación en la estructura de
los ceros no triviales «grandes» de la función zeta de Riemann. El lector interesado
puede ver, e.g., [18, 44].

5.3. Condensaciones de Bose-Einstein

Los condensados de Bose-Einstein son un estado particular de la materia (dife-
rente al sólido, líquido, gas y plasma) en el que se manifiestan de forma coherente
y macroscópica fenómenos cuánticos. Para un gas diluido no interactuante de boso-
nes, este comportamiento suele aparecer a temperaturas cercanas al cero absoluto
(T ∼ 0K). A esta extremadamente baja temperatura se logra que una gran fracción
de los bosones (partículas de espín entero) ocupen el estado cuántico fundamental,
o de menor energía, donde se manifiestan ciertas propiedades típicamente cuánticas
de forma macroscópica.

Los PLOG permiten estudiar el fenómeno denominado condensación de Bose-
Einstein (BEC) de una forma sorprendentemente general. Nos vamos en centrar en
el caso de un gas «ideal» con masa no relativista (NR), y posteriormente algunas
extensiones divertidas, aunque la discusión es totalmente válida para partículas re-
lativistas con el debido cuidado y complicación en las fórmulas. En el caso bosónico
NR, la temperatura a la que se alcanza la condensación de Bose-Einstein es, en d
dimensiones, igual a la expresión

kBTc(NR) ≡ 2π~2

m

(
n

ζ(d/2)

)2/d
−→ kBTc(3d,NR) ' 3.31~2 n

2/3

m
,

con el valor de la función zeta de Riemann ζ(3/2) ' 2.612. La temperatura crítica
está íntimamente relacionada con el PLOG. El propio lector descubrirá, si es sufi-
cientemente perspicaz, que la temperatura crítica corresponde al valor de la longitud
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Satyendra Nath Bose y Albert Einstein, los dos físicos involucrados en la predicción
del comportamiento de los bosones a baja temperatura.

de onda térmica de De Broglie cuando se anula el potencial químico, i.e., Tc se ob-
tiene de ρλd = Lid/2 (1) simplemente imponiendo T = Tc y despejando. Además, es
importante destacar algo sobre la BEC, fuente de frecuentes confusiones. Algunas
veces se oye que no hay BEC en 2 dimensiones. Eso no es preciso. El fenómeno de la
BEC depende no sólo de la dimensionalidad sino también de la relación de disper-
sión ε = ε(p) que usemos y, como veremos en unas líneas, de la clase de estadística
también. No sin antes destacar que el estudio de gases de bosones (o fermiones) en
D = d+ 1 dimensiones se simplifica con el uso de PLOG y las funciones zeta17.

¿No hay más juegos polilogarítmicos? Hasta ahora, hemos descrito solamente bo-
sones «libres», esto es, bosones que no están «atrapados» cruelmente en un «campo
de fuerzas», o, equivalentemente, no tienen «energía potencial». Si la tuvieran, se
pueden modificar las fórmulas anteriores. Sin entrar en deducciones, me gustaría
citar el siguiente resultado [40]: para un gas de N bosones NR bajo la relación de
dispersión ε = p2/(2m) y el potencial confinante definido por una U = Arα, donde
r =

√∑d
i=1 x

2
i , la temperatura de BEC está dada por la expresión

kBTBEC =
((

2~2

m

) d
2

A
d
2

Γ
(
d
2 + 1

)
Γ
(
d
α + 1

)
ζ
(
d
2 + d

α

)N)( d2 + d
α )−1

.

La observación final es que, en el caso interactuante del potencial isótropo dado ante-
riormente, hay condensación de BE si y sólo si d/2+d/α > 1. ¿Hay más variantes de
este juego? ¡Sí! Entre las muchas generalizaciones posibles involucrando estadísticas
que van más allá de las de Fermi-Dirac y Bose-Einstein, está la estadística no ex-
tensiva de Tsallis [39], o también la variante «simétrica» relacionada con (q, p)-ones
y la llamada estadística de Polychronakos. Los (q, p)-ones están relacionados con un

17Este hecho suele pasar muy desapercibido en muchos libros y textos de Termodinámica y
Estadísticas Cuánticas, especialmente los más antiguos (e.g. [29]), pero también en algunos más
actuales [48]. Una bella excepción es el «reciente» libro [5].
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cálculo diferencial modificado18, en el que las derivadas son «biparamétricas», y se
definen junto a los (q, p)-símbolos como

D(q,p)f = f(qx)− f(px)
(q − p)x , [n](q,p) = qn − pn

q − p
−→ D(q,p)x

n = [n](q,p) x
n−1

y ¡tachán!, ¡habemus (q, p)-PLOG!:

Li(q,p)
s (z) =

∞∑
r=1

[r](q,p) z
r

rs
.

La variante simétrica de los (q, p)-ones, en la que p = q−1 o bien en la que p = 1,
es una de las más estudiadas en Mecánica Estadística deformada y suele llamarse
estadística de q-ones. En el caso simétrico con p = 1/q y una dispersión arbitraria
de tipo ε = apσ, y si se define la función auxiliar

Hn(z, k, q) = Lin(zkqk)− Lin(zkq−k),

la temperatura de condensación para este gas q-ónico simétrico es ([34])

kBTc =
(σ

2

)σ
d ahσ

πσ/2

(
Γ
(
d
2
)

Γ
(
d
σ

) q − q−1

H d
σ+1(q2, 1, q) n

)σ/d
.

Aparte de la relación de dispersión, para el fenómeno de la condensación importa
la función deformación

Υ(d, σ, q) = q − q−1

Hd/σ+1(q2, 1, q) = q − q−1

Lid/σ+1(q3)− Lid/σ+1(q) .

Si q 6= 1, es notable que Υ < ∞ para todo d, con lo que existe condensación
BE para el gas q-ónico simétrico libre en cualquier dimensión. Además, se tiene el
interesante límite ĺımq→1 Υ = 1/Lid/σ(1) = 1/ζ(d/σ), que se anula para d ≤ σ, y
con lo que es posible la condensación de partículas en cualquier dimensión para casos
determinados de deformación en la Estadística Cuántica. Sin embargo, el problema,
desde el punto de vista físico, no es tanto la función polilogarítmica, que da una
bonita forma cerrada del problema, sino la realización física de esta clase general de
sistemas19.

18Aquí, cualquier matemático, físico o persona instruida, pero algo traumatizada, tras aprender
durante años el cálculo infinitesimal y algunos de sus secretos más oscuros debería exclamar ¡Cielos!
¡Las derivadas contraatacan! Sin embargo, se veía venir. Forman ya parte de las Matemáticas y
se usan con más o menos profusión en la Física las derivadas fraccionales, las diferentegrales, el
cálculo de Jackson, la integración de Berezin. . .

19Se piensa que los modelos con deformación son útiles en sistemas compuestos fuertemente li-
gados o interactuantes, aunque experimentalmente, más allá de algunos ejemplos de estadística
fraccional en el laboratorio, los (q, p)-ones y los q-ones son aún pura especulación teórica. Sin em-
bargo, recientemente se ha propuesto usarlos, en el caso de la denominada estadística infinita, como
un modelo para describir la materia oscura [15]. La temperatura de condensación para estadística
infinita NR contiene un factor multiplicativo f(d) = (21−4/d)/(2d/2 − 1)2/d adicional a la del gas
bosónico NR. ¿Son los q-ones o los (q, p)-ones partículas existentes en la Naturaleza?
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6. Conclusiones

¿Es casualidad o hay alguna razón profunda para que los PLOG aparezcan en
lugares tan diferentes como la Termodinámica, la Física Estadística, las amplitudes
de scattering de TCC o incluso de teorías de (super)cuerdas? Posiblemente no lo
sea. El problema más fundamental desde el punto de vista matemático es «contar»
objetos. Es, sin embargo, la forma en que contamos objetos donde hay disparidad
de métodos y formalismos. Así, la aparición de PLOG y sus generalizaciones en Fí-
sica es debida a la necesidad de «calcular procesos» y «contar configuraciones de
objetos». Desde un punto de vista, las Matemáticas y la Física no son ciencias natu-
rales inconexas, sino que forman parte de algo más grande y universal. La «suma»
no trivial de Física y Matemáticas ha sido denominada Fismática por Zaslow [49].
Siendo la TEN algo esencial en las Matemáticas, no es de extrañar su aparición en
la Física. Incluso más, se especula su rol como teoría física definitiva en [45]. Hemos
visto que los PLOG clásicos aparecen en la Termodinámica y Mecánica Estadística
de las partículas conocidas (bosones y fermiones) y algunas de sus generalizaciones.
Sin embargo, existen otras muchas conexiones que aún están siendo exploradas en
estadísticas exóticas o generalizadas. Si el logaritmo (o el PLOG) tiene extensiones,
no es raro que haya interés en nuevas funciones entropía generalizadas y sus propie-
dades o viceversa. Nuevas extensiones de la Mecánica Estadística han llevado a la
introducción de nuevas funciones, nuevos (poli)logaritmos y nuevas entropías. Las
siguientes analogías, conexiones y relaciones son muy útiles:

Cuantos o partículas ←→ Excitaciones de los campos ←→ Ondas/Oscilaciones

Mecánica Cuántica/TCC ←→ Campos y fuerzas ←→ Dinámica y Cinemática

Las interacciones y «equivalencias»20 entre la Termodinámica y la TCC no son nue-
vas. De hecho, la TCC es el límite de la Mecánica Cuántica para sistemas de muchas
partículas (N → ∞), lo que «explica» que tiene nexos profundos con la Termodi-
námica que han sido explotados en los últimos tiempos. Ha sido esencial en, por
ejemplo, el descubrimiento de la radiación de los agujeros negros por Hawking [25],
completando y complementando lo que es hoy día algo más que una mera analogía
entre las leyes termodinámicas, sugerida inicialmente por Bekenstein en [2, 3]. Otras
correspondencias interesantes

Espectro ←→ Funciones (especiales) ←→ Ecuaciones de campo

Teoría de Números ←→ Análisis y Geometría ←→ Álgebra

sugieren que los fascinantes nexos presentes en la Fismática son simplemente un
espejo de la unidad y holismo presentes en la Ciencia.

Vivimos en un mundo complejo, en un Universo complejo y estamos rodeados de
fenómenos complejos21. En un mundo en desequilibrio, sólo localmente en equilibrio,
quizás sería mucho más eficiente «hacer Matemáticas, y no la guerra», colaborar y no

20Quizás un físico teórico contemporáneo las llamaría «dualidades».
21¿Y de números complejos? También. ¿Por qué? Ésa es otra historia curiosa, que no cabe aquí.
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pelear más que con «extraños infinitos» o «partículas virtuales», porque, en el final,
todos estamos hechos de la misma materia: átomos, números y fantasías fismáticas.
Pitágoras, Platón, Fourier y otros lo destacaron ya de una u otra forma. Et ignem
regunt numeri!

Agradecimentos. El autor agradece a Fernando Chamizo su rigurosidad y pa-
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