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Resumen con KIEX en espaifiol de los temas de campos, Fisica de 2° de Bachillerato.
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1. Tipos de campos

Un campo a nivel abstracto es una representacion de la realidad en la que los objetos fundamentales son
sistemas continuos que permean todo el espacio-tiempo. Los campos son simples functores entre ciertos espa-
cios abstractos, y asociados a nimeros de diferente tipo. Hay campos escalares (ndmeros puros), espinoriales,
twistoriales, superespinoriales, supertwistoriales, hipersupertwistoriales, campos vectoriales, campos vectoriales
espinoriales, campos tensoriales, campos de alto espin y algunas otras variantes. Un campo que no depende del
tiempo se le llama estacionario. Un campo de fuerzas, cuyo valor solo depende de la distancia a un punto llamado
centro de fuerza, se llama campo central. Un campo que deriva de una funcién potencial se denomina conser-
vativo, y las fuerzas que derivan de éste, se llaman fuerzas conservativas. Por otra parte, los campos dependen
generalmente de cierta caracteristica o propiedad para ser generados: la caracteristica del campo gravitacional
es la masa (o energia), la caracteristica del campo eléctrico es la carga eléctrica, la caracteristica del campo
magnético las cargas moéviles (o corrientes eléctricas). Los campos de las interacciones nucleares son de corto
alcance, a diferencia de los casos electromagnético y gravitacional, que son de alcance infinito hipotéticamente.
Los campos de la interaccion nuclear débil son cudnticos y estdn generados por campos vectoriales gauge con
masa que intercambian la carga débil o sabor de las particulas. Los campos de la interaccién nuclear fuerte son
cuanticos y estan generados por campos vectoriales gauge sin masa que intercambian el color de las particulas
(aqui color no es color fisico sino una carga cuintica que cambia o transporta el campo nuclear fuerte).

Campos conservativos

Un campo vectorial ¥ se dice que es conservativo si satisface cualquiera de las condiciones equivalentes
siguientes:

fﬁ‘-d?=—AV=Vo—Vf (1)

Y
Sgﬁ-d?:o )
Y

AE, =AE.+E)=0 (3)
E,=E.+E,=const (4)
V=—gradV =-VV (5)

B
f V- d7 no depende de la trayectoria y sino solamente de los puntos A (inicial) y B (final)  (6)
A

o =Vx#=0 (7)

Se puede escribir en términos de fuerzas y el concepto de trabajo o energia de forma general

Fuerzas conservativas

Un campo de fuerzas vectorial F' se dice que es conservativo si satisface cualquiera de las condiciones
equivalentes siguientes:

W = fﬁ- dit = -AE, = E,(0) — E,(f) (8)
Y

W:ggﬁ-dfzo )
Y

AE,, = A(E. + E,) = 0 (10)
En=E;.+E, = const (11)
F = —gradE, = —-VE, (12)

B
W= f F-drFno depende de la trayectoria y sino solamente de los puntos A (inicial) y B (final) (13)
A

rotF = Vx F =0 (14)




Un campo conservativo se dice también irrotacional, sin vortices. Un campo con divergencia nula se dice
solenoidal.

2. Campo gravitacional

2.1. Leyes de Kepler

Hay tres leyes de Kepler: la ley de las 6rbitas, la ley de las dreas y la ley de los periodos, que gobiernan el
movimiento planetario.

Ley de las érbitas

El movimiento de un “planeta” en torno al “sol”, es una elipse con la estrella en uno de los focos. Mate-
madticamente puede expresarse como sigue:

P
r(p) = Tcos(cp) (15)

y donde P es el llamado semi-latus rectum de la elipse, y € es la excentricidad de la elipse. En el periastro
¢ =0°yry =P/1+e, mientras que en el apoastro r,, = P = 1 —&. Con el semieje mayor de la elipse es
a, se tiene que es la media aritmética de periastro y apoastro, que es a = (ry + r,,,)/2. El semieje menor
de la elipse es la media geométrica de perihelio y apoastro, i.e., b = \ryrm = P/ V1 — &2, Finalmente,
el semi-latus rectum es la media arménica de periastro y apoastro, i.e.,

P 2 _ 2rytm :b_2
1 +i (rM+rm) a

M Tm

La excentricidad es la variacién entre ry; y rp,, s decir,

M —T'm
v+ Tm

El drea de la elipse es A = mab.

.

Ley de las areas

El radiovector que une una estrella y su planeta barre areas iguales en tiempos iguales, es decir, la velo-
cidad areolar es constante. Mateméaticamente:

dA 1 ,dp 1,
= —_——= - _— = - 1
va dt 2rdt 2rw (16)

Puede deducirse esta ley de la conservacién del momento angular L. Adems, integrando para un periodo,
si el drea de la elipse es A = mab, tenemos que el movimiento medio n = 2x/T proporciona:
2 dp
n=——
ab dt




Ley de los periodos

El cuadrado de los periodos de los planetas es directamente proporcional al cubo del semieje mayor de la
elipse. Llamada por Kepler ley de las armonias (ley 1-2-3), puede derivarse para orbitas circulares como
sigue. Igualamos fuerza centripeta y gravitacional. Matematicamente:

Fc:—:ma)zr:GN—Z (17)
r r
de donde se tiene que
Pt T 5 GNMT? = 4723 (18)
GyM

Para 6rbitas elipticas, que orbitan el centro de masas de los dos cuerpos, se pude deducir la misma relacién
formal pero con r = a el semieje mayor de la elipse, y M = M, + M), la suma de la masa del planeta y
la estrella.

2.2. Ley de gravitacion universal

Ley de gravitacion universal de Newton

Dos masas puntuales M, m, separadas una distancia r, se atraen con una fuerza

— Mm_, Mm_,
F = —GN—2 €, = —GN—;n r (19)
r r

donde Gy = 6,674 - 107" Nm? /kg* = 6,674 - 10~ kg~ 'm3s72.

\.

2.3. Campo y potencial gravitacional

Campo gravitacional newtoniano

Se define campo gravitacional como la fuerza por unidad de masa de prueba:

F M M
m r

g=
73

con unidades de [g] = m/s> = LT~2. El peso es la fuerza con la que un cuerpo de masa m es atraido por
otro cuerpo de masa M y campo g, P = mg.

Como el campo gravitacional es conservativo, tiene potencial y energia potencial:



Potencial gravitacional

Se llama potencial gravitacional a la funcién

ve-cyM_ 1)

que tiene unidades de J/kg y no es mds que la energia potencial gravitacional por unidad de masa. La
energia potencial gravitacional es

Ep(g) ==

GNMm (22)
r

en unidades de julios (J). Potencial y energia potencial estan relacionados por E,(g) = mV,. El trabajo
del campo necesario para transportar una masa desde un punto inicial A hasta otro final B es igual a la
variacion negativa de energia potencial:

W(A — B) = -AE, = GNMm(i - i) = E,(A) - E,(B) (23)
ra rp

Ast, el potencial en un punto puede ser también definido como el trabajo necesario para transportar una
masa dada desde el infinito hasta ese punto. Una linea o superficie equipotencial son lugares geométricos
donde el potencial gravitacional es constante. Por tanto, no se realiza trabajo para mover una particula a
lo largo de una linea o superficie equipotencial. Las lineas de fuerza del campo gravitacional son siempre
entrantes porque la gravitacion es una fuerza atractiva siempre, hasta donde se entiende.

Para alturas pequenas la energia potencial puede aproximarse por E,(g) = —mgh, ya que

R
E = —GyMm/r = —-GyMm——L—— ~ +GyMmh/R* = mgh
(&) NMm/ N R+ hiRy) N /R, =mg

usando la aproximacién binomial de Newton.

Principio de superposicion

Para un conjunto de masas puntuales m;, i = 1,2,...,N, el campo gravitacional total y el potencial
gravitacional total estdn dados por la suma de los campos gravitacionales y los potenciales gravitaciones
de cada masa separadamente. Matematicamente:

N
V,:ZVi:ZVi:V1+V2+---+VN (24)

i i=1

N
ﬂz=2ﬁi=2ﬁi=§1+ﬁz+“'+§1\1 (25)

i i=1




2.4. Energia orbital y energia de satelizacion

Energia orbital

En una 6rbita circular, la energia mecdnica es constante porque la fuerza gravitacional es conservativa.
Para una Orbita circular de radio R = R), + h se tiene en general que

GyMm 1

Em(Ol"b) = EC +Ep = —T = —5

E.(orb) = % p(orb) (26)

donde R es el radio orbital. Para una 6rbita eliptica general, con excentricidad e, se tiene

GyMm

En(orb) = E.+ E, = -1 (27)

y donde ahora a es el semieje mayor de la elipse.

Energia de satelizacion y de desatelizacion

La energia necesaria para que desde una altura inicial hg y radio ro = R), + ho se ponga en 6rbita (circular)
un satélite de masa m; se calcula mediante la conservacién de la energia mecdanica

E,(ho) + Es = E,(orb) (28)

Sir = R,+hes el radio orbital (nétese que i # ho, y que en la mayoria de ejercios o situaciones tendremos
ho = 0), entonces:

1 1
Es = E,(orb) — E,(hy) = GyMm; (— - —) 29)
ro 2r

Desatelizar requiere una energia E, tal que E,;,(A) + E; = E;(B) = 0, de donde E; = —E,;,(A).

2.5. Velocidad de escape y velocidad orbital

Velocidad de escape

Se llama velocidad de escape v, a la velocidad necesaria para que un cuerpo de masa m abandone la
influencia gravitacional de un objeto de masa M. Matematicamente:

1 M
En =0 = E.ve) + Epg) = 5m2 = Gy — (30)

de donde se tiene que

2GyM
r

€1V

Ve =




Velocidad orbital

La velocidad de un cuerpo de masa m, en 6rbita circular alrededor de un cuerpo de masa M, por fuerza
gravitacional, se obtiene igualando fuerza centripeta y gravitacional. Matemdticamente:

2
M
Fo=Fy—m— = Gy—r (32)
r r

de donde se tiene que, con un radio orbital r = R, + h,

v(orb) = 4| @ (33)

Entonces la energia cinética orbital es igual a

1
EC = Emvz

(34)

2.6. Relaciones binarias en gravitacion

La siguiente tabla, representa las relaciones binarias entre magnitudes en movimiento circular y kepleriano:

Y(X) R T % w f A,
3 [GMT? GM ,[GM ,[GM GM
4n? V2 w? 4 f2 A,
R? 27GM 2 1 GM
T T=2ny—— 1 T=" w=2 T=-= T =21t
GM V3 T f Al
GM 2nGM
1 V= 4/— V=4 ﬂT 1 v=VGMw v=2rGMf v = VGMA,
r
GM 2r V3 Jf A
w w = F w:7 w:G—M 1 (,U=27Tf w = GM
1 [GM 1 v w 1 4f A
= — _— = — = — = — 1 = — ¢
Fos 27 ¥ R3 T ! 2nGM ! 21 f 2r YGM
s[167*GM ,
GM i vt ; Vier*GM f*
Ac Ac = —+ Ac = Ac=— A.=VGMw* A.= 3 1
R? - 2rGM GM 21 2nGM f*
Vg 4
(35)
2.7. Energia orbital (caso eliptico)
Definamos el potencial gravitacional:
D
Ug=—— (36)
r
y el radio orbital
L?/DM
r=—2 - L (37)
l1+ecosf 1+ecosb
donde D = GyM M. Entonces
l:DM(1+ecos0) (38)
r L?
Y 2
DM
Ug = I (=1 -ecosf) = U(cos ) 39)




La energia cinética orbital es
1
T=E=E.=KE.= Emv2

y definiendo el vector
Px L =D +e)

tenemos que

(vx L)?> =v?*L? = D*(7 + ¢)*

y
5 2
v =E(r+e)-(r+e)
D? D?
vzzﬁ(?-?+2?-é+e2):ﬁ(1+2?-é+e2)
Por tanto:

V= IL)—Zz(l +2ecos6+ez)

y la energia mecdnica total orbital serd

E, =1 2+ U MD L c09+12 DZM(1+ cos §)
m = —my = — + eCcos —e€ | — € Cos
2 2 \2 2 L?
Como
_ MD* (1 1,\
E, = P §+ecosé’+§e = E} (cos0)

se deduce que para Orbitas elipticas en gravitacién newtoniana

MD? MD?
E=- 2L2 (1_62): 2L2 (62_1)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(40)

(47)

(48)

y que reproduce la energia de oOrbitas circulares para e = 0. Si ¢ > 1 es de hecho una trayectoria hiperbdlica y
si 0 < e < 1 serd un movimiento eliptico. Para e = 1 el movimiento serd pardbolico (con velocidad de escape

esencialmente). En resumen:

MD? (1 2
E,. =T = (—+ecos9+%)

2 \2

MD?
U,=E, = 12 (=1 —-ecosb)
MD? GMm GMm
En=EctBp=Sm (¢ -1)= 2, CTD= T

2.8. Velocidades cosmicas

El momento angular orbital es
L = mvR = mwR?

para una Orbita circular de radio R y velocidad v. De aqui:

GM —
V= THLorb:m GMR

(49)

(50)

(S

(52)

(53)



y la velocidad areolar es V4 = L/2m, o bien

(54)

La velocidad de escape o la velocidad orbital de distintos cuerpos reciben el nombre de velocidad cdsmica.
Sabemos que generalmente v, = V2v,, y de la misma forma que sabemos el valor del radio de Schwarzschild
o de la energia potencial gravitacional de una esfera de radio R, definimos las siguientes velocidades césmicas:

Primera velocidad cosmica

Es la velocidad necesaria para que un objeto orbite con el radio orbital igual a al radio terrestre o plane-
tario. Por supuesto es un radio orbital ideal ya que generalmente el planeta es sélido y tiene obstaculos:

GM,
Ry

v = (55)

Segunda velocidad césmica

Es la velocidad necesaria para que un objeto escape de la atraccidn gravitacional de un objeto:

2GM,
RP

vy = (56)

| ¢

Tercera velocidad cosmica

Es la velocidad necesaria para que un objeto abandone la drbita del sistema solar donde esta:

(57)

Es la velocidad necesaria para que un objeto orbite una galaxia pueda escapar de su influencia gravitacio-
nal:

yi = |2 et (58)
Rgal

Finalmente, si uno cree en el Multiverso, uno se podria preguntar si podriamos definir la quinta velocidad
cosmica: la velocidad de escape necesaria para abandonar este Universo local, y pasar su horizonte observable...

Vs = /M (59)
Ry

Usando los datos conocidos para la masa y radio del universo, sale aproximadamente vs = 2-108m/s = 2¢/3.
Para la Tierra: vi = 7,9km/s, vo = 11,2km/s, v3 = 42,1km/s, v4 = 518km/s. Sin embargo, las velocida-
des orbitales ayudan a disminuir las velocidades césmicas aprovechando la vectorialidad de la velocidad. Asi,

Quinta velocidad césmica

10



vi(real) = 16,7km/s si lanzamos en la direccién del movimiento orbital solar, y v4 = 230km/s. Ademds, hay
una relacién interesantes entre las velocidades cdsmicas y la orbital:

vy = \/vz +(V2- D22, (60)

Esta ecuacion es para movimiento circular, pero puede generalizarse para movimiento eliptico, lo que da la
tercera velocidad césmica en el perihelio y el afelio:

L (V2= Vl+ep
vi(p) =

R R )
v3(p) = \/ (V2- 1 J\r/lej)z Vorb (62)
En el caso de movimiento orbital:
1p(0rb) = Vorp 1 : (63)
va(orb) = Vorp :—;Z (64)

La velocidad parabélica produce, si la curvatura y el vértice estan relacionados por p = b?/a = a(1 — €%),

Vp(par) = Vorb —e (65)
2
va(par) = vorp m (66)
La tercera velocidad césmica generalizada es
vi(p) = \/vg +(3-2V2cos O} (67)

La velocidad parabdlica respecto de la Tierra es vp = v, = V= ( V2 - DV,p.

2.9. Teorema de Gauss gravitacional

Teorema de Gauss gravitacional

El flujo del campo gravitacional a través de una superficie cerrada X es igual a —4nGy veces la masa
atrapada por la superficie. Matemdaticamente:

¢e = 56 g= 56 g-dS = —4nGyM;(D) (68)
z

El teorema de Gauss permite calcular el campo gravitacional para cargas puntuales y también para distri-
buciones de carga con simetrias mas complicados.

Para una esfera de densidad homogénea, p, el campo gravitacional en el interior es g(r) = GMr/R?, mientras
que en el exterior serd g(r) = GM/r*. El potencial gravitacional serd en el interior

GM [ r?
Vo(r) = —— R [ 3] (69)

11



2.10. Expresiones de varios campos

2.10.1. Variacion del campo de un objeto con la altura

Variacion del campo gravitacional con la altura

GyvM
Mz, (70)

g(r) = —me

El campo gravitacional en la superficie planetaria es igual a

GM,
gx:g(r:Rp):gO: 5 — K (71)
RP

2.10.2. Variacion del campo de un objeto con la profundidad

Variacion del campo gravitacional con la profundidad

Aplicando el teorema de Gauss, se puede probar que el campo gravitacional varia con la profundidad de
la forma siguiente:

L GyM( d
g(r) = R (1 Rp)é’r (72)

2.10.3. Variacién del campo de un objeto con la latitud

Variacion del campo gravitacional con la latitud

En un planeta, con r = R, cos ¢, si PB = PO + PA, PB? = PO? + PA? + 2PO - PA cos(n — ©), permite
derivar la relacién siguiente mediante el teorema de Pitdgoras y que el peso efectivo en la latitud es el
peso mas el peso centrifugo:

1/2
20°R,costp  W'RZcos? g
Ll e (73)

8o =8o|l-
y 80 g(z,

PB? = PO* + PA® + 2POPAcos(180 — @)
(mg')? = (mg)* + (mw®Rcos¢)? + 2mg mw? Rcosg (—cose)
m?g'® = m? g + m?w*R%cos? — 2m* g w?Rcos?yp

4p2 . nc2 2 2
.2 w*R“cos“gp 2 w“Rcos“g
g =g+ 7z,

12



2.104. Campo gravitaciona

Para una esfera maciza de radio R, con densidad de masa constante

del teorema de Gauss:

= Para puntos r > R

1 de una es

fera uniforme

Gy 4

= r—z = 37‘[GNp
G 4

= =g =370




2.11. Teoria gravitacional relativista: relatividad general

La teoria newtoniana de la gravitacién no es coherente con la teoria de la relatividad especial. Einstein la
modificé para que lo fuera. Ademads, us6 el principio de equivalencia de Galileo (igualdad de las masas inerciales
con las masas o cargas gravitacionales), para deducir propiedades relativistas de la gravitacién. Dedujo que la
gravitacion era debida a la curvatura del espacio-tiempo mismo, y propuso las ecuaciones de campo siguientes:

Ecuaciones de campo de Einstein

87TGN
Pod

G + Aguy = T, (76)

donde G, = Ry, + %gw,R es el tensor de Einstein, Gy la constante gravitacional newtoniana y A es la
constante cosmoldgica. g,, es la métrica del espacio-tiempo, y los tensores de Ricci, de Einstein o el
escalar de curvatura dependen de la métrica y sus derivadas hasta segundo orden en el espacio-tiempo.
T,y es el tensor de energia-momento-esfuerzo. La curvatura dice a la materia y energia como moverse, la
materia-energia dice al espacio-tiempo cdmo curvarse.

La teorfa de la relatividad tiene una serie de predicciones clasicas testadas:

2GMmAr .

= Fuerzas de marea: Fy; = 3 implicada en la curvatura espacio-temporal, como fuente de la gravi-
r

tacion.

= Dilatacion del tiempo gravitacional. Comprobada en miltiples ocasiones, es importante en los sistemas

GPS: A
t
A = —— (77)
| 2GyM

c2r

y donde Ry = 2GyM/c?* es el radio de Schwarzschild. Una manera més sencilla de ver el efecto de la
métrica (potencial gravitacional) es mediante la expresion:

At = =t (78)

At es el tiempo que mide el reloj en lo alto, a una altura & respecto del observador que mide ¢. La deduccién
de este resultado puede hacerse mediante el siguiente argumento. Un reloj es un oscilador con frecuencia
v. En dos puntos diferentes, tendra energia

U U
hvy (1 + —21) = hvz(l + —22)
C C

lo que da, ya que frecuencia y periodo son inversamente proporcionales

U>
no_ 1+C_2 :% (79)
%) U, At
1+ —
c2

Si At = Aty — At = At,yAt; = t, se recupera la primera expresién At = ght/c® si suponemos que el
potencial gravitacional es 0 en &) y gh en hy. Para el caso de que la altura no es despreciable frente al
radio, la correccidon GR del tiempo por dilatacién gravitacional viene dada por

At U(rg) — Ul(rg)

s =2 W e) 80
GPS/GR = = (80)

Esto debe compararse a la correccion de la relatividad especial cinemadtica

1
y= ——— =1 +6sz @81)



Ejercicio: hacer los cédlculos para rg = 26561km, y rg = 6370km. El efecto neto es que el reloj orbital
marcha mds deprisa por una cantidad 1+06g, donde 67 = dgr—Jdsg. Se puede ver cudl es el reloj dominante,
la GR. Estimar cudntas veces es mds potente ese efecto que el de SR. Una deduccién mds cuidadosa,
teniendo en cuenta la elipticidad orbital, y los pardmetros orbitales produce la expresion:

VGM. VG,
AL(GPS) = 2 psinE = 2 X294 E — ) (82)
C C

ydonde G, My, a, e, c, E, M son la constante gravitacional universal, la masa de la Tierra, el semieje mayor
de la elipse, la excentricidad, la velocidad de la luz, la anomalia excéntrica y la anomalia media.

Precesion del perihelio de Mercurio y de objetos orbitantes en general. Antes de la teorfa einsteniana, habia
una discrepancia no observada que hasta llevé a inventar un planeta ficticio, Vulcano, para explicarlo. No
existe Vulcano, sino un efecto no trivial de la curvatura gravitacional.

6nGyM 2473 R?
Ad = - 83
¢ 2R(1 —e?)  2T?%(1 - e?) ®3)

En el caso de la presencia de una constante cosmoldgica como en un universo de tipo de Sitter (dS), hay
un efecto de precesion adicional dado por la férmula

nccAa®
App = M V1 —¢? (84)

En el caso de la aproximacién cuasicircular e << 1 puede demostrarse no trivialmente que

mctAa’
Aga ~ (1-e?)’

GM ®5)

Efecto lente gravitacional (comprobado de forma espectacular en la expedicién de A. Eddington en 1919).

4GyM  2Rs D
o, = oM _2Rs _Ds (86)

c2r r r

Prediccién de ondas gravitacionales y radiacion gravitacional de particulas sin masa (gravitones) que se
propagan con velocidad v, = c. Todo cuerpo ademads, perderd energia mediante radiacion gravitacional.
Se observo tal pérdida primeramente en un pulsar binario en el siglo XX(Nobel 1993). El ritmo relativo
de cambio de periodo de un pulsar binario como consecuencia de la emisién de ondas gravitacionales en
Relatividad General es igual a

Lo BB (=) F 7
P 6c5G % o Gr(e) (87)
“on 1 73, 37
_ 2 4
Fer(e) = Ty ( T24¢ T 96¢ )

La deteccién de ondas gravitacionales se predujo por LIGO en 2016 por primera vez. Sin fuentes, la
ecuacién de onda que satisface una onda gravitacional puede escribirse como sigue.

Ol = 0 (88)

Efecto gravitomagnético (testado por GRAVITY probe B), también llamado efecto Lense-Thirring. Hay
dos férmulas principales para el efecto Lense-Thirring. La primera es:

. Rsac 360 2GyM 2R% (21
Q = — y R = —_— = — 89
r3+a2r+R5a2(271) S c? TS\ T (89
y la segunda es
_ 2GJ 360\ 2G*M%y (360 %0
T 231 -e232\ 21 ) T BB -e2)32\ 21 0
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= Existencia de “agujeros negros”, objetos tan densos que ni la luz puede escapar. Una definicién més precisa
es como soluciones a las ecuaciones de campo de la relatividad general.

= Posibilidad de la existencia de la energia del vacio, via A, lo que define una densidad de energia del vacio

Ac?
8 GN

PA = On

= Expansion césmica universal, y teoria del Big Bang, como derivaciones a gran escala de las ecuaciones
de campo. A nivel simplificado, considerado el Universo como un espacio-tiempo en el que se satisface
el principio cosmoldgico, las ecuaciones de campo de Einstein se simplifican en términos de las ecua-
ciones de Friedmann, en el caso de un Universo espacialmente homogéneo e isétropo en el espacio. La
conservacion de la energia cosmica y su conservacién conlleva la ecuacién césmica

ZQ[:QA+QM+QK:1
i

Observaciones cosmoldgicas y astrofisicas/astrondmicas, circa 2020, establecen que
Qp =0,69

Qup =031 =Qpy +Qp + Q, = 0,26 + 0,05 + 0,00

siendo Q; = p;/po la densidad de energia de la especie i-ésima, y po = p. = 3H(2)c2 /8nGy es la densidad
de energia critica del Universo.

= Otros efectos de GR: efecto de Sitter o geodésico, efecto Schiff, igualdad de masas inercial y gravitacional
(principio de equivalencia), retraso de Shapiro (Shapiro time dilation), teorema de la ausencia de pelo (en
Kerr se simplifica enormemente),. . . El retraso de Shapiro es conocido como cuarto test cldsico y adquiere
la forma siguiente alrededor de un cuerpo masivo

oM In(1-R-r) (92)

2
Atg = —

= Posibilidad de la existencia de miquinas del tiempo, agujeros de gusano, warp-drives y TARDIS-like
space-times. Otras soluciones son posibles también, como cuerdas césmicas, defectos y black p-branes en
extensiones de la GR.

= Posibilidad de teorfas multimétricas, de altas derivadas (Lanczos-Lovelock, Finsler,. . .), no métricas, y de
teorias con torsién o teleparalelismo (extensiones no triviales).

Sin embargo, la gravitacién a nivel cudntico no se entiende todavia bien. Ademds, la teoria de la gravitacién
relativista, relatividad general, tiene un grupo de simetrias no entendido y conduce finalmente a la existencia de
singularidades espacio-temporales que nadie sabe como tratar o eliminar. Las teorias cudnticas gravitacionales
mads exitosas son: la teorfa de (super)cuerdas/Teoria M(E,S,...), la teoria de la gravitacién de lazos cudntos (loop
quantum gravity), la teoria de (super)twistores y otras extensiones.

3. Campo eléctrico

El campo eléctrico es generado por cargas eléctricas. En la naturaleza hay dos clases de cargas eléctricas,
denominadas positivas y negativas. Cargas de diferente tipo se atraen, y cargas del mismo tipo se repelen. La
carga eléctrica es una cantidad que estd cuantizada en la Naturaleza, i.e., 0 = Ne. Para cargas puntuales, la
fuerza eléctrica viene dada por la ley de Coulomb:
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3.1. Ley de Coulomb

Ley de Coulomb para cargas puntuales

Dos cargas puntuales Q, g, separadas una distancia r, se atraen o repelen con una fuerza

H
F=Kc—2€r=Kc—l" (93)
r

donde K¢ =9 - 10°Nm?/C?, o bien K¢ = 1/4neg, con gy = 1/4nKc = 8,85 - 10712C2/Nm?.

J

Por analogia con el campo gravitacional, el campo eléctrico es la fuerza coulombiana por unidad de carga,
matematicamente

Campo eléctrico

- el 94)

o1
Il
o |

donde E se mide en N/C.

3.2. Potencial y energia potencial eléctricos

Potencial y energia potencial eléctrica

Se llama potencial eléctrica a la funcién

v:&%:%f) (95)

que tiene unidades de voltios, 1V = 1J/C y no es més que la energia potencial eléctrica por unidad de
carga. La energfa potencial eléctrica es

KcQq

Eplel) = ==

(96)

en unidades de julios (J). Potencial y energia potencial estdn relacionados por E,(el) = qV. El trabajo
del campo necesario para transportar una carga desde un punto inicial A hasta otro final B es igual a la
variacion negativa de energia potencial:

11
W(A — B) = —AE, = KCQq(a - E) = E,(A) - E5(B) 97)

Asi, el potencial en un punto puede ser también definido como el trabajo necesario para transportar una
carga dada desde el infinito hasta ese punto. Una linea o superficie equipotencial son lugares geométricos
donde el potencial eléctrico es constante. Por tanto, no se realiza trabajo para mover una particula a lo
largo de una linea o superficie equipotencial. Las lineas de campo eléctrico son radiales y entran o salen
dependiendo del signo de la carga. Las lineas de campo salen de las cargas positivas y entran en las cargas
negativas.

.
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Principio de superposicion

Para un conjunto de cargas puntuales ¢;, i = 1,2,..., N, el campo eléctrico total y el potencial eléctrico
total estdn dados por la suma de los campos gravitacionales y los potenciales gravitaciones de cada masa
separadamente. Matemdticamente:

N
V,=ZV,-=ZV,-=V1+V2+---+VN (98)

i i=1

N
E,:ZE,-:ZE,-:E1+E2+~~+EN (99)

Dos sistemas de cargas, que se conecten, evolucionaran hasta el equilibrio, momento en el que se igualan los
potenciales en dichos sistemas.

3.3. Teorema de Gauss

Teorema de Gauss del campo eléctrico

El flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada X es igual a 47K¢c = 1/gy veces la carga
atrapada por la superficie. Mateméticamente:

bo = 9§E = 951? dS = 4nKcO(X) = o®) (100)
2

€0

El teorema de Gauss permite calcular el campo gravitacional para cargas puntuales y también para distri-
buciones de carga con simetrias mds complicados.

3.4. Ejemplos de campos y potenciales eléctricos
3.4.1. Campo eléctrico de una esfera uniforme

Para una esfera maciza de radio R, con densidad de carga constante p = Q/V, se tiene que, por aplicacién
del teorema de Gauss:

= Para puntos r > R,

E=E. = = —1kK, _ = — 101
' r2 3 P2 3eg 12 (101)
= Para puntos con r < R,
K.Or 4 pr
E=E. = = —gKror = 4— 102
r= 37 Kerr = 3 (102)

Para el caso de una esfera metélica hueca, se tiene que E; = 0sir < Ry E = KcQ/r?* si r > R. El potencial para
la esfera es similar al de la particula puntual para puntos alejados de la esfera y mayor que el radio de la misma.
Para el caso de una esfera con densidad uniforme se tiene que

= Para puntos con r > R,

KcQ

V(r) = (103)
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= Para puntos con r > R,

(104)

3 r? B Kch2 3 r?
2R 2R3

V(r)=KcQ[——— R -

mientras que para la esfera hueca se tiene que V = KQ/rsir >R,y V = KQ/Rsir <R.

3.4.2. Campo eléctrico de un plano infinito

El campo eléctrico generado por un plano infinito de carga es perpendicular al mismo y constante, propor-
cional a la densidad superficial de carga en el plano.

(105)

El campo entre las placas de un condensador, con diferencial de potencial AV, se relaciona con este campo
de la forma siguiente AV = EAx = Ed, donde d es la separacion entre las placas.
3.4.3. Campo eléctrico de un hilo infinito

El campo eléctrico de un hilo infinito de densidad lineal A se perpendicular al hilo, y su intensidad se calcula
mediante la expresion

A
E=E =E, = (106)
2nreg
a1
El potencial de un hilo es una funcién de tipo logaritmico, dada por V = V + w.
TTEQ

3.4.4. Movimiento de una particula cargada en un potencial

Una particula de masa m y carga g se verd acelerada mediante la accién de un campo electrostatico E, de
forma que

AV
md = —qVV ~ —qEé)x (107)

Una particula positiva, se movera espontineamente de los puntos de mayor a menor potencial.

3.4.5. Energia potencial eléctrica (gravitacional) total de una esfera uniforme

Supongamos una esfera cargada eléctricamente de forma uniforme con densidad p. La densidad eléctrica
proporciona p = dQ/dV,y dQ = pdV. O bien, Q(r) = pV(r). Para el volumen de una esfera de capas de radio
r, V = 47313 /3, y sumamos capas hasta el radio r = R. Entonces, si cada capa tiene dV = 4nr2dr, la energia
potencial eléctrica total seria calculable mediante la integral

R
K
Ep(r) = f V(r)dg(r) = f 4 gnrar (108)
0 r
de donde sustituyendo
R 3 2 R
Kcp 4 167" K
E,(r) = f =PI o andr = — =P f rdr (109)
0 r 3 3 0
luego
16m°Kcp?R5  4np’R°  3KcQ*  30°
Ejr)= ——P2 TP cQ _ 30 (110)
15 15¢¢ SR 20mregR
Ademais, de aqui mediante el cambio K¢ — -Gy, Q — M, se deduce el equivalente gravitacional
16m°Gyp*R>  3GyM?
Ep(r)= ——F = = 2V (111)

15 5R
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4. Campo magnético

4.1. Propiedades generales

La existencia de objetos magnéticos se conoce desde tiempos antiguos. Experimentalmente, se observa que
hay dos tipos de polos magnéticos, llamados polo norte (N) y polo sur (S) magnéticos. Las lineas de campo
magnético salen del polo N, y entran en el polo S. Son lineas cerradas, a diferencia del campo eléctrico o
gravitacional, donde son abiertas. La existencia del magnetismo se atribuy a cargas méviles. La fuerza magnética

se define para una carga puntual g de la forma siguiente

i
Fn=qVxB=gq|v, Vy
B, B,

4.2. Fuerzas magnéticas

Infinitesimalmente, la fuerza magnética de un hilo de corriente es

d?mzldfxﬁefmzsg
C

Idi'x B

La ley de Biot-Savart para cargas es, con K,,, = po/4n = 107"NA~2(Tm/A):

B Mo qv X é,
4 2
mientras que para corrientes es
JB = Ko % e,

4 12

La fuerza magnética entre dos cargas puntuales que se mueven con velocidades vi, v; es igual a

7, o Hoq19 (V3 x (v1 X ¢}))
2= =—

2
4 s

Para corrientes /1, I», 1a fuerza magnética resulta ser

dFi,

. pohL b X (dl x 8n)

2
4 1,

En todos los casos anteriores, 72 = |5 — 7.

4.3. Selector de velocidades. Ciclotréon

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

117)

El campo eléctrico necesario para que una particula cargada no sea desviado por una fuerza magnética en
direccién y sentido es el principio del selectro de velocidades. Igualando fuerza eléctrica y magnética se obtiene

Selector de velocidades

Igualando qE=qvB, se tiene que

(118)
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Andlogamente, una particula cargada que entra en una regién donde hay un campo magnético se curva, y
realiza un MCU (aunque en general seria un movimiento helicoidal). Es el principio de funcionamiento del
ciclotrén:

Principio del ciclotrén

Igualando fuerza centripeta y magnética, F. = F,, se obtiene el radio de giro de la particula cuando se le
aplica un campo magnético:
my
R=— 119
7B (119)
La frecuencia de ciclotrén w,. = 2nR/T, se obtine si v = 27R/T = wR:
B
we =L (120)
m

4.4. Ley de Ampere. Campos de hilos infinitos, espiras y solenoides

Hay una relacion entre corrientes eléctricas y campos magnéticos, que permite ir mas alld de cargas puntuales
mediante la nocién de circulacién del campo magnético.

Ley de Ampeére

La circulacién a lo largo de un camino cerrado del campo magnético es pg veces la intensidad de corriente
que lo atraviesa. Matematicamente

Ip= 9§§- d7 = ol (C) (121)
C

Como aplicacién, permite deducir la expresion del campo magnético de un hilo infinito de forma muy répida.

ﬂOI 3 l’lOI—)
B=B,=— & B=— 122
Y 2nr < 27rre‘0 (122)

donde B, es en la direccién azimutal de &, que define la regla de la mano derecha. Para una espira circular en
su centro, se puede deducir también que

, I
B=B,2, = ‘;iRa (123)

Para un solenoide recto, de n = N/L vueltas por unidad de longitud, se puede probar que el campo de esta bobina
en su interior es paralelo al eje del solenoide o bobina con

B = Byé) = ponle ] (124)

Antiguamente, la definicién de amperio usaba la fuerza entre hilos paralelos de corriente:

_ Hohip

Fi, =
12 27Td12

(125)
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5. Campos electromagnéticos e induccion EM

Faraday descubri6 la ley general de induccidn electromagnética, y el sentido de la corriente lo da la ley de
Lenz, de forma que la ley de Faraday-Lenz da la fuerza electromotriz (f.e.m.) inducida en un circuito:

Ley de Faraday-Lenz

sy

=AV =-
& dt

(126)

El signo menos de la ley de Faraday se debe a Lenz. El sentido de la corriente inducida en un circuito
(o del campo magnético inducido sobre un circuito) es aquel que se opone al aumento o disminucién del
flujo magnético.

Problemas de carriles conductores

Sea un circuto formado por dos carriles largos conductores paralelos, la separacién entre carriles es b.
Una barra se sitia de forma transversal cerrando el circuito, también metélica y conductora. Supongamos
la velocidad incial es vy hacia la derecha, i.e., Vv = vy = vof, y el campo entra en el circuito B = -Bk.
Inicialmente la barra estd con posicién xj respecto del origen y extremo. La aceleracién es d = aim/s?.
El circuito estd en el plano XY. El flujo sera

¢p = B-S = BS cos 180° = —BS (127)

La superficiees S = bx =b

1 . .
Xo + vot + Eatz]. Entonces, la f.e.m. inducida es

d ds
—% = +BE = Bbvy + Bbat = Bb(vy + at) V (128)

La corriente inducida, supuesto el conductor 6hmico de resistencia R, sera:

Bb
he=s ?(vo +at) A (129)

g
R

y su sentido vendrd dado por la ley de Lenz.

J

Las relaciones de influencia mutua entre dos circuitos, por los que atraviesan flujos ¢, ¢>» magnéticos, viene
dada por las relaciones

é1 =Ll + MpaDp (130)
¢2 = Moy ly + Lrln (131)

donde M|, = M, = M es el coeficiente de induccién mutua, y L, L, son los coeficientes de autoinduccion.
Para una bobina larga, L = un’S, y L se mide en henrios (H). 1H = 1Vs/A.
Se llama momento magnético a la cantidad i = 1§, que induce un torque en general 7 = 7 X B.

5.1. Transformadores

Los transformadores son dispositivos que permiten aumentar o disminuir el potencial o corriente eléctrica,
mediante campos magnéticos y arrollamientos. Matematicamente:

L N, Vg

= = 132
L N W (132)
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5.2. Ley de Ohm

La ley de Ohm relaciona corriente y potencial para un dispositivo de resitencia R:
V =1IR (133)

donde R = pL/A = L/ A, con p siendo aqui la resistividad. La corriente eléctrica es I = dQ/dt. Los conductores
6hmicos satisfacen J = oE = nqzﬁ /me = gNV, con o = 1/p. La ley de Ohm generalizada a un generador se
escribe como sigue:

V=IR+r) (134)

Las resisencias en serie se suman, las resistencias en paralelo se suman arménicamente:

R/(ser)=R, + Ry, R, = ZRi (135)
i
RR, 1 1
R - === 136
(pan) = g R R, ZR,- (136)

El efecto Joule es la produccion de energia térmica por el paso de una corriente por un conductor. Matematica-

mente:
VZ
P=IV=IR= = (137)

donde V es la diferencia de potencial (d.d.p.) entre los extremos del conductor.

5.3. Condensadores

La relacién entre carga y potencial viene dada por una magnitud llamada capacidad.

0=CV o AQ =CAV ] (138)

La capacidad se mide en faradios (F). Para un condensador plano-paralelo, C = &S /d, para un condensador
cilindrico C = 2negh/ In(R»/Ry). Para un condensador esférico C = 4negR Ry /R>—R;. La asociacién en paralelo
de condensadores suma capacidades, la asociacion en serie de condensadores los suma de forma arménica:

C(par) = Ci + Ca,  Cilpar)= Y. C; (139)
cC _ 1
C(ser); = CllTéz’ Ci(ser)™ = Z a (140)

Un condensador almacena una energia proporcional a la carga y diferencia de potencial, es decir,

1 1 1 AQ?
E(C) = 50AV = Leave = 122

141
2 2 C (141)

6. Otros campos

6.1. El campo nuclear

Los campos nucleres (fuerte y débil) son complicados. La fuente del campo nuclear fuerte el la denominada
carga de color (hay tres cargas de color, llamadas roja, verde y azul, R, G, B). La fuente del campo nuclear
débil es la denominada carga de sabor. Hay 6 sabores de quarks y 6 sabores de leptones. Los cuantos del campo
electromagnético son como sabemos bosones sin masa llamados fotones. En el caso del campo nuclear, a nivel
fundamental son mediados por bosones sin masa llamados gluones (hay 8 gluones diferentes), y por los boso-
nes masivos W (W*, W™) y Z. Sin embargo, Hideki Yukawa encontré un potencial relativamente simple para
aproximar el comportamiento peculari de las interacciones débiles (a grandes distancias, y a nivel efectivo, la
interaccidn fuerte esta descrita por intercambio de piones, bosones masivos hechos de 1 quark y un antiquark).
Matematicamente, el potencial de los piones viene dado por un potencial a corto alcance de Yukawa:
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Potencial de Yukawa

e—amr
Vy =-g* - (142)
La fuerza de Yukawa se obtiene como sigue
dv —amr —amr 2 ,—amr 1
Fy:—d—Y=—g26 g —amgze = 5 (—+a/m) (143)
r r r r r

6.2. El campo de Higgs

Los campos gauge masivos vectoriales de la interaccién débil plantean otro problema ya existente en las
teorfas originales de Newton o Einstein. ;Qué es la masa? ;Por qué la masa del protén es uns 67° ~ 1836 veces
la masa del electr6n? ;Por qué las masas de las particulas, en particular la de los bosones W y Z, es la que
observamos? En Fisica o Quimica elemental uno define materia y volumen y no se pregunta habitualmente qué
es la masa o qué es el espacio. Eso cambia en las teorfas mds fundamentales. Hoy dia, se piensa que el origen
de la masa tiene 2 fuentes: el campo de Higgs, encargado de dar masa a las particulas que hoy pensamos son
elementales, y la ruptura de simetria quiral de la QCD (Quantum Chromodynamics, cromodindmica cuéntica).
Una particula como un W, Z o un electrén adquiere masa por interaccién con un campo adicional que permea el
Universo, llamado campo de Higgs. El protén y otras particulas compuestas de la interaccién nuclear adquieren
masa por un mecanismo cinético mas complicado de transmutacién dimensional relacionado con la ruptura de
cierta simetria de forma dindmica (y bastante complicada).

Una forma sencilla de entender el campo de Higgs, es suponer que deriva de un potencial que es una funcién
cuadrdtica de un “campo escalar” H(x), via

V(H) = A(H? = v*)? = AH* - 202 H? + v (144)

Este potencial tiene un valor minimo en +v = dH/JdH|, = 0. Este valor minimo del potencial define el “vacio” del
Universo. Una perturbacion ligera del campo de Higgs via H = h + v provoca el proceso de ruptura esponténea
de simetria del campo, lo que dota de masa al propio campo de Higgs y unas autointeracciones:

V) = A[h+ v =2]" = A + 400 + 407K (145)

El dltimo término es un término de masa si identificamos 40> = M%]/2, luego My = 8Av2. Los valores de
v, My no los predice la teoria electrodébil ni de la ruptura espontdnea de simetria. Para el valor medido de la
denominada constante de Fermi G, se obtiene que v = 246GeV,y con My = 126GeV, se obtien que 4 = 0,13.
V(H) puede interpretarse como una densidad de energia del vacio del campo de Higgs. Un método similar aplica
para obtener la masa del W y del Z, mientras que el fotén electromagnético y los gluones no se acoplan al Higgs,

y permanecen sin masa, de forma que
gv

My = > (146)
y
[o2 + o2
M, = % (147)

y my = my = 0 (masa del fotén y de los gluones nula, porque el campo de Higgs es transparente para ellos).
Los fermiones de particulas elementales (no los fermiones compuestos o incluso los bosones compuestos de la
interaccion fuerte) adquieren masa mediante el campo de Higgs via

_ _ gf\/zMWsinQW
V2 e

(148)
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6.3. Inflacién y Cosmologia

Como la energia potencial no es lo relevante, sino las diferencias de energfa, se tiene que v* ~ 4,8 -
108GeV*, que es bastante mds grande que el valor medido cosmolégico de la densidad de energia del vacio
(del orden de meV*). Esto se conoce como el problema de la constante cosmolégica o de la energfa del vacio.
Se piensa, ademds, que al principio del Universo, hubo un campo escalar similar al Higgs que produjo una
expansione exponencial del Universo. El Universo experimento una transicién de fase mediante un potencial
“escalar” desconocido. Una transicién de segundo orden en la inflacién implica un campo inflatén a los 10~!!s
tras el origen cosmico:

V(T,H) = A(H> —V*)* + b’T*H? (149)

Aqui, la temperatura critica es T. = +/2Av2/b. Asi, una correccién de primer orden a la energia del campo
inflaton (Higgs-like) da una transicién de fase de segundo orden en la energia potencial escalar. Una transicion de
fase de primer orden es también posible, lo que implicaria un potencial mas complicado mediante una correccion
extra

V(T,H) = A(H> =v*)? + bT?H? + aTH? (150)

El tipo de transicién de fase puede parecer complicado, pero tiene consecuencias cosmoldgicas. La transicién
de segundo orden estd permanentemente en equilibrio y el sistema pierde memoria de estados previos. En tal
escenario no se esperan remanentes o reliquias de la fase no rota a temperaturas por debajo de la temperatura
critica de la transicién. En cambio, una transicién de primer orden es mds rica fenomenoldgicamente. Podria
producir remanentes o reliquias detectables en Astrofisica o Cosmologia observacionales. La transicién de fase
de primer orden es més atractiva también por otro motivo: permite explicar la asimetria baridénica en la naturaleza.
Esto es, el desequilibrio de materia-antimateria observado en el Universo, y gracias al que que éste existe hoy dia
como lo observamos. Determinar la naturaleza de la transicién de fase inflacionaria es un problema no resulto
transdisciplinar. Y uno requiere también de los llamados métodos no perturbativos. Nueva Fisica serd necesaria
para entender la Naturaleza y la identidad concreta de la transicion de fase inflacionaria o electrodébil que vino
después. No se explica o entiende bien del todo en el marco del Modelo Estandar.

6.4. Y mas alla, mas campos...

Las leyes de fuerza, y el teorema de Gauss o la ley de Ampere, pueden ser generalizados a particulas de
puntuales en espacios de cualquier dimensién. Ademds, el modelo de la particula puntual puede extenderse a
objetos extensos, mediante el dlgebra de Grassmann de formas diferenciales o mediante el cdlculo geométrico
de Clifford en un élgebra de espacio-tiempo. Ademads, sabemos ya que existe otro campo, llamado campo de
Higgs, que es responsable de la masa de las particulas elementales, mientras que la masa de objetos hadrénicos se
debe a un efecto complicado no lineal mecanocuéntico de la cromodindmica cuédntica (QCD). Hay razones para
pensar que la energia oscura, la materia oscura o incluso el campo escalar de la inflacién en el Universo temprano
requieren nuevos campos para la comprension del Universo primigenio y su futuro. Aunque una pregunta atn
persiste: ;cudntos campos realmente hay? Quizds, todos los campos son realmente expresiones de un tnico
campo y fuerza fundamental a muy alta energia. Esa es la idea de las Teorfas de Gran Unificiacion, las Teorfas
del Todo y, en el fondo, la idea de la Teoria del Campo Unificado que fue el problema sin resolver que dejé A.
Einstein en el siglo XX para las generaciones futuras de cientificos.

6.5. Otras mecanicas generalizadas

Ademds, de la Mecénica de Newton, hay otras versiones de la Mecdnica basadas en objetos llamados la-
grangianos y hamiltonianos. Reproducen los resultados newtonianos y son mds generales. De la Mecdnica de
Hamilton, Yoichiru Nambu dio una generalizacion misteriosa que no se entiende. Estas mecdnicas son titiles en
sistemas de particulas y continuos (campos). Ademads, ofrecen una conexién natural entre simetrias y leyes de
conservacion. Por otra parte, la generalizacion del calculo diferencial cldsico a mas variables, o también a lo que
hoy dia se llama célculo fraccional o diferentegral es otro tema moderno de investigacion.
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Particle Mass Spin

t 173 GeV 1/2
b 4 GeV 1/2
c 2 GeV 1/2
5 100 MeV 1/2
d 5 MeV 1/2
u 2 MeV 1/2
T 1777 MeV 1/2
" 106 MeV 1/2
e 511 keV 1/2
vy < 0.6 eV 1/2
Uy < 0.6eV 1/2
v, < 0.6 eV 1/2
w#* 80 GeV 1

Z 91 GeV 1

¥ 0 1

g 0 1

H 125 GeV 0

Table 1.1: Summary of the mass and spin of the Standard Model particles

La nueva Tabla Periddica es el Modelo (o teoria) Estandar:

¢
Y

Higps bosmn

T w

[

Z

Bosan

? ’V_l_ wosa

Figure 1.1: Schematic diagram of the Standard Model of particle physics

Las nuevas fronteras son alin enormes. . .
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Landmark Inventions in Mathematical Physics

17 Geometry (-230 Euclid) the foundation for measurement

7w Analytic Geometry (1637 Descartes)
first integration of algebra and geometry

77 Differential and Integral Calculus (~ 1670 Newton & Leibniz)
* Newtonian Mechanics 1687
Perfected ~1780+ by Euler, Lagrange, Laplace

/~ v Complex variable theory (~1820+ Gauss, Cauchy, Riemann)
* Celestial mechanics and chaos theory (1887 Poincaré)
* Quantum mechanics (1926 Schrodinger)

77 Vector calculus (1881 Gibbs)
* Electrodynamics (1884 Heaviside)

19th < #r Tensor calculus (1890 Ricci)
Century * General Relativity (1955 Einstein)

7r Matrix algebra (1854+ Cayley)
* Quantum mechanics (1925 Heisenberg, Born & Jordan)

77 Group Theory (~1880 Klein, Lie)
* Quantum mechanics (1939 Weyl, Wigner)
\ * Particle physics (1964 Gell-Mann, etc.)
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quantum mechanics spacetime gravity
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