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Potencias multiplo de 10 en el S.1.(2022)

Prefix/Prefijo Scaling factor
100 =1 (: unit/unidad
10! =10 deca (da)

10% = 100 hecta (h)

10° = 1000 kilo (k)

10° = 1000000 mega (M)
109 = 1000000000 giga (G)

10'2 = 1000000000000 tera (T)

10'° = 1000000000000000 peta (P)

108 = 1000000000000000000 exa (E)

10?* = 1000000000000000000000 zetta (2)
10%* = 1000000000000000000000000 yotta (Y)
102" = 1000000000000000000000000000 ronna (R)
10%Y = 1000000000000000000000000000000 | quetta (Q)

Googol=1019, g;oogolplex:l()googOI = 1010""

No symbol/sin simbolo
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Potencias submiltiplo de 10 en el S.I. (2022)

Prefix/Prefijo Scaling factor
100 =1 (: unit/unidad
1071 =1/10=0,1 deci (d)

1072 = 1/10% = 0,01 centi (c)
1073 = 1/10% = 0,001 mili (m)

1075 = 1/10° = 0,000001 micro (1)
1079 = 1/10° = 0,000000001 nano (n)
10~12 = 1/10'? = 0,000000000001 pico (p)
10~ = 1/10' = 0,000000000000001 femto (f)
10718 = 1/10'® = 0,000000000000000001 atto (a)
10721 = 1/10%! = 0,000000000000000000001 zepto (z)
10~2* = 1/10%* = 0,000000000000000000000001 yocto (y)
10~%7 = 1/10%" = 0,000000000000000000000000001 ronto (r)
10730 = 1/10%° = 0,000000000000000000000000000001 | quecto (q)
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Notacién cientifica y cifras significativas

Regla mnemotécnica: PEZYRQ-fazyrq para las iltimas potencias.
Cualquier resultado numérico puro o de una medida, puede darse con la
llamada notacién cientifica:

[ Z = x.abcdef ---10%" ]

donde x # 0, y abcdef - - - son nimeros arbitrarios.

Cualquier magnitud se indica mediante nimeros. Y los niimeros
generalmente tendran exactitud, precisién e incertidumbre. Una manera
estandar de dar la precisiéon es mediante la combinacién de la Se llaman
cifras significativas al nimero e digitos que conozco con seguridad. En la
notacién cientifica, el nimero de c.s. equivale al nimero de digitos delante
de la potencia de 10, siempre con parte entera no nula.
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Componentes de velocidad y fuerza

En 2d, la velocidad se descompone asi
V= Voxl + voyj_": vp cos 0 + vp sin Gf (1)
En 3d, la velocidad se descompone asi
V = Voul + voyf—i— VOZE = v Ccos 017 + V) COS QJ—G— Vv COS 93!? (2)
En 2d, la fuerza se descompone asi
F=F,i+ Foyf: Fo cos 0i + Fysin 0]" (3)
En 3d, la fuerza se descompone asi

F=F.i+ ij_"—&- F,k = Fycosd1i + Focos Vaj + Fo cos U3k (4)
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F=ad+a,, b=bi+b,, |d=a=/a2+a2, |b=b=,/b+ b2

(5)
3= ai+ayj+ak, b= b+ b+ bk (6)
3| =a=/a2+a2+a2, |b|=b=/b2+ b2+ b2 (7)

Producto escalar 2d y 3d:
3-b=(3,b) = (alb) = axby + a b, = |3||b| cosp = abcos¢  (8)
3-b=(3,b)=(alb) = acby + ayby, + a,b, = |3]|b| cos p = abcos ¢ (9)

Vector unitario:
(10)

. I 1
Vector inverso no candénico: 3~ = = = ’ |2
a
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Proyecciones(|)

Proyeccion de un vector 3 sobre b
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Proyecciones(|1)

. R
proy, (& — b) = b —proy(3 — b) =b— —5-b (13)
_— — b

proy (b — 3) = d— proy(b — 3) = 3 — — 3 (14)
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Producto vectorial

Producto vectorial 3d

El producto vectorial de dos vectores 3y b es otro vector c:

i 7 ok
C=ci+cjt+ck=3xb=|a, a a, (15)
be b, b,

There is a relation between cross product and matrices in R3. Define:

A= Aid+Aj+ Ak (16)

B = B,i + Byj + B,k (17)
N N N 0 _AZ Ay BX Asz - Asz CX
C=AB=( A, 0 -A||B|=|AB-AB]|=|C
A, Ao 0 B, AB, — A,B, C,

(18)
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Producto vectorial(ll)

It follows the magic word spell under the mnemonics cyclic XYZZY. Also,
we could write

0 B, —B, Ay A,B, —A;B, Ci
C=B,A=| -8B, 0 B, A |l =1A:Bi—AB, | =|C
B, —Bx 0 A, AB, — A, By C,
1
Note that A x B = —B x A. There is another known mnemonics related to

the cyclic triadic clock:

[ ==
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Producto vectorial(lll)

XYZZY spell for the cross product (3d):

¢« = ayb, — azb, (20)
¢y = asby — ayb, = —(axbz - asz) (21)
c; = axb, — ay by (22)

or using 2 x 2 determinants

a, a
b, b,

ax ay
by b,

)

Ezst:[aﬂ:<

) @

The cross product is a pseudovector, dual of a bivector in 3d. A bivector
exists in any dimension such as

C=3Ab (24)
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Producto vectorial(IV)

El producto vectorial no es conmutativo ni asociativo en general. Permite
definir paralelismo, y, ademas, satisface la relacién

|3 % b| = |3||b|sin (25)
(3-b)2 + |3 x b|? = a*b° (26)
(Exb)xE+(bx&) x3+(Ex3)xb=0 (27)
Fxb=—bx3 (3xb)xe#3x(bxa) (28)

Se puede definir el producto mixto de 3 vectores como el siguiente objeto
[5,5,5]:3x5-8:3~5><5:det(5,5,8) (29)
o equivalentemente
. ax a, ay
[3, b, E} = |bx by, b;|=axb,c,+a,b,cx+a,bic,—a,b,cx—a,byc,—axb;c

& ¢ G
(30)
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Producto vectorial(V)

El producto vectorial es siempre un vector perpendicular al plano que
generan los vectores factores, y tiene sentido dado por la regla de
Maxwell, del tornillo o sacacorchos: el sentido el del avance de un
tornillo o sacacorchos desde el primer factor al segundo por el camino
mas corto (regla de la mano derecha).

El médulo del producto vectorial puede escribirse como sigue:

|3 x b| = |3]|b|sin ¢ (31)

Ademas, el médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo
que generan los vectores 3, b, i.e., |3 x b| = An(3, b).
Por otra parte, eI producto vectorlal no es ni conmutativo ni
asociativo. 3 x b = —b x 3 (es anticonmutativo), y

Fx(bx¢c) #(3xb)x¢e
El producto vectorial de dos vectores paralelos o proporcionales es
nulo.
Por tanto, el producto vectorial: mide paralelismo, areas, y representa
giros en el espacio.
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Producto vectorial 7d(heptadimensional)

El producto vectorial 3d admite una generalizacién Unica excepcional en
7d.

X Xy = (xoys — X4y + X3y7 — X7¥3 + X5Y6 — X6Y5) € (32)
(X3y5 — X5¥3 + Xay1 — X1Y4 + X6y — X7¥6) €2 (33)
(X1Y6 — Xeya + Xsy2 — Xoy5 + X7y1 — X1y7) € (34)
(XsY7 — X7Y5 + X6y3 — X3Y6 + X1¥2 — Xoy1) €4 (35)
(X6y1 — x1Y6 + X7ya — Xay7 + X2y3 — X3Y2) €5 (36)
(X7y2 — Xoy7 + X1¥5 — X5y1 + X3y4 — X4¥3) € (37)
(X1y3 — X3y1 + Xa¥6 — Xey2 + Xay5 — X5y4) € (38)
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Producto vectorial 7d(1l)

Siendo bilineal, este producto vectorial admite una representacién matricial
en la forma siguiente

0 —X4 —X7 X2 —X6 X5 X3
X4 0 —x5 —x1 X3 —X7 Xg
X7 X5 0 —Xg —X2 X4 —X1
TX = [ —Xg X1 X6 0 —X7 —X3 X5 (39)

X6 —X3 X2 X7 0 —X1 —X4

—X5 X7 —X4 X3 X1 0 —X9

|—x3 —Xx6 x1 —x5 xa x2 0]

tal que
xxy=Txy

e X el = e;+3mod(7)
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7d cross product and Clifford products

e; X (e,- X e,-+1) = —€j11 —¢€; X €13
1
B=xny=;(xy-yx)

V = €124 + €235 + €346 + €457 + €561 + €672 + €713

This is combined with the exterior product to give the cross product

xXy=—(xAy) v

x| e | e |[e3|eq | es | e | e

e | 0 | ey e7 | —e e —e5 —e3

€| —€| 0 | es | e [—e3| e7 |—eg

e3|—e7|—es| O | e | ey |—€4| € ° °

ey e |—ej|—es| O | e7 | e3 |—es @

es —es| e3 |—ey|[—e7| O | e | e

€| es |[—e7| ey [—e3|—e | 0 | ey °

€7| €3 | € |—ej| e5 [—e4|—€| O
124,137,156, 235,267, 346,457

Figura 1: Octonion multiplication table and cross product rule.
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7d cross product and octonions

Just as the 3-dimensional cross product can be expressed in terms of the
quaternions, the 7-dimensional cross product can be expressed in terms of
the octonions. After identifying R” with the imaginary octonions (the
orthogonal complement of the real line in @), the cross product is given in
terms of octonion multiplication by

x xy=Im(xy) = %(xy — ¥yXx). (40)

Conversely, suppose V is a 7-dimensional Euclidean space with a given
cross product. Then one can define a bilinear multiplication on R ® V as
follows:

(a,x)(b,y) = (ab—x-y,ay + bx +x X y).

The R & V with this multiplication is then isomorphic to the octonions.
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Geometria de productos de vectores

@ El producto escalar mide ortogonalidad y permite calcular angulos
entre vectores, proyecciones (escalares, vectoriales y ortogonales),
normas y modulos de vectores, angulos entre vectores, vectores
unitarios e inversos no candnicos de vectores.

@ El producto vectorial mide paralelismo, y permite calcular areas entre
paralelogramos de vectores, calcular un vector ortogonal a 2 dados, y
ayuda a medir quiralidad y sentidos de giro o rotacién.

© El producto mixto permite calcular voliimenes de paralelepipedos de 3
vectores, volimenes de figuras geométricas y sirve para comprobar la
coplanariedad.

Estas definiciones pueden ser candnicas en un espacio euclidiano o
euclideo, pero pueden generalizarse a cualquier dimensién (en el caso del
producto escalar) y con cuidado al producto vectorial (el producto
vectorial existe como tal solamente en 3d, aunque existe un producto
llamado exterior que existen en cualquier dimensién). El producto vectorial
binémico solamente existe en dimensiones 0, 1, 3, y 7. Existe un producto
vectorial trindmico en 8d y un (n — 1)-némico en n-d.
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Producto escalar Nd

Si el producto escalar se calcula en la base canédnica, el resultado es

E-B:Za;b;:alb1+alb2+---+anb,, (41)
i=1

En forma intrinseca, el producto escalar es también igual a
3-b=]3||b|cos (42)

y donde |V| = V'V - V es el mddulo o longitud de V, y ¢ es el angulo
formado por los dos vectores. El producto escalar permite calcular
proyecciones sobre vectores, médulos o longitudes, estudiar la
ortogonalidad y también permite calcular vectores unitarios a uno dado V.
Uy = vV/|v|.
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Producto escalar complejo

El producto escalar es una aplicacién lineal que forma un nimero con dos
vectores. Para un producto escalar definido positivo y no degenerado sobre
los reales, se tiene que:

e3-b=b-3

03 (b+28) =3-b+3-2

o (3+b)-¢=3-¢+b-C

@ 3-3>0.

e \a-b=3-(\b)=\(3-b).
El producto escalar es sesquilineal sobre los complejos(XY = 3. X;Y;):

03 -b=b-3

03 (b+28) =3-b+3-2

o (3+b)-¢=3-¢+b-&

e 3-3>0.

@3- Ab=M\3-(b)=(23) b
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Producto escalar Nd(I1)

El producto escalar bilineal generalizado 3- b en R”, si hay una base
é1,...,6y es igual a un nimero basado obtenido de los dos vectores en
dicha base con la expresion formal siguiente:

€€ €6 €1 €n
by
- €€ €262 €9+ € b
(3by = (a1 a2 -+ ap) _ 2
- — — - — — bn
€1 € €p-€E €n - €n
(43)

Matricialmente, se puede escribir como A- B = G,-J-AiBj = A!'GB,
donde G es la matriz de productos escalares de la base, o métrica,
de dichos vectores, Gjj = Gji, G = G".
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Producto escalar complejo generalizado

El producto escalar complejo (hermitico) sesquilineal generalizado 3- b en
C", si hay una base €, ..., &, es igual a un nimero basado obtenido de los
dos vectores en dicha base con la expresién formal siguiente:

€ -6 € & & - &
by
- - _ €€ €262 €2 - €p b
(Eb)= (a1 @ - ) . o
I, L b,
€1 €1 €enh-Ey : €h - €n
(44)

Matricialmente, se puede escribir como A- B = H;A'Bi = A'HB,
donde H es la matriz de productos escalares de la base, o métrica,
de dichos vectores, Hj; = Hj;, H = H*.
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Aplicaciones

Trabajo: dW = F - dF.
Potencia: P = F - V.
Flujo de campo gravitacional: ¢ = [ & - ds.
Flujo de campo eléctrico: ¢g = [ E-dS.
Flujo de campo magnético: ¢ = [ B-dS.
Flujo general: ¢ = f)? -dS.

Flujo de un campo de velocidades: ¢

v-S.

1

Momento angular: [=7x p=7rxmv.
Torque o momento de una fuerza: M=7=7xF.
Fuerza magnética: Frn = qv X B.

Fuerza de un hilo: ﬁm — I xB.

— - =
Gradiente, divergencia y rotacional: V¢, V-V, V x F.
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Coordenadas cilindricas

Otras formas de dar las coordenadas adaptadas a ciertas simetrias en el
espacio son las coordenadas cilindricas (r, ¢, z) y las coordenadas esféricas

(r,0,7):

Coordenadas cilindricas

Sean r € [0,R], § € [0,21] y —00 < z < 00, entonces un punto
arbitrario en el espacio se especifica mediante las coordenadas

X = rcosf (45)
Y = rsinf (46)
Z=1z (47)

La transformacidén inversa estd dada por r = /x2+y2 0 =
tan~(y/x)y z = Z.
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Coordenadas cilindricas(I1)
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Coordenadas esféricas

Coordenadas esféricas

Sean r € [0,00), # € [0,7] y 0 < ¢ < 27, entonces un punto
arbitrario en el espacio se especifica mediante las coordenadas

X =rsinfcose (48)

Y = rsinfsing (49)

Z =rcosb (50)

La transformacién inversa estd dada por r = VX2 + Y2 4 72 0 =
VX2 Y? _q 7
tan — 7 y ¢ = tan X
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Coordenadas esféricas(Il)
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Trazas y determinantes(l)

—

5-b—3-b= gua'b” = a'g, b = al Gb (51)
8w = nabeaeb =e,-€ (52)

det = Z (Sgn H Qo (i) ) = Z(_l)e(a) H Qo (i) (53)
i=1 i=1

€Sy o
det(A) = det (A ) (54)
det(A+ B) > det(A) det(B) (55)
det(exp(A)) = exp(tr(A)), det(AB) = det(A)det(B)  (56)
31023\6“‘ _ AT a;j\tUA = adj(A)j = det(A)(A ) (57)
Al = AT — va(t) = det(tl — A) (58)
A, B] = %(AB _ BA).{A B} = %(AB + BA) (59)
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Trazas y determinantes(ll)

det(A) = = [(tr(A)? — tr(A%))] (60)

DN | =

det(A) = é (tr(A

~—

P = 3tr(A)tr(A?) + 2tr(A%)) (61)
(tr(A)* — 6tr(A?)(tr

—

A))? + 3(tr(A?))? + 8tr(A3)tr(A) — 6tr(A%)

det(A) =
et(A) 4

(62)

1. Ber(aA+ bB) = aBer(A) + bBer(B) (63)

2. Ber(AB) = (—1)P9Ber(BA) (64)

3. Ber(ABC) = Ber(CAB) = Ber(BCA) (65)
where A, B, and C are supermatrices, and a and b are scalars. The
subscripts p and g represent the parities of the supermatrices A and B,
respectively. Ber(X) = det(A — BD~'C) det(D) ™" or, equivalently, by
Ber(X) = det(A) det(D — CA~'B) " Ber(eX) = &%)
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e Cinematica
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Vector de posicién

=2 En sintesis, en 2d la posicién es un vector
F=xi+yj=(xy) (66)
donde 7 = (1,0) y j = (0,1). Mientras, en 3d
F=xi+yj+zk=(x,y,2) (67)
donde ahora 7 = (1,0,0), /= (0,1,0) y k = (0,0,1) es la denominada
base canédnica ortonormalizada. Mas generalmente, en Dd se tiene que
D
F:ZX;@;ZX151+X2§2—|—-"—I—XD§D:(Xl,...,XD) (68)
i=1
donde €, i =1,...,D, es la base ortonormal formada por un solo 1y el
resto ceros permutados un sitio segiin el avance del indice.
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Desplazamiento

El desplazamiento es la diferencia entre dos vectores de posicidn respecto
a un mismo punto de origen. Matematicamente, en 2d

AF=TFg—Fa=7r—Fy = Axi+Ayj = (x—x0,y —y0) = (x5 —xa, Y8 — ya)
(69)
En 3d tendremos

AP =F —Fy=Axi+ Ayj+ Azk = (x —x0,y — yo,z — z0)  (70)

y en Dd sera

D
AF =" Axi8 = Axi 8 + Axpa + -+ Axpép = (Ax1, ..., Axp) (71)
i=1
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Movimiento(l)

El modelo de la particula o punto material, el que se toma o aproxima la
descripcién de un cuerpo o sistema por un punto matematico abstracto,
con dimensién cero, es habitual:

Vector de posicion 2d y 3d

El vector de posicién con una dimensién del tiempo en nD, es

Vector de posicién nD
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Movimiento(Il)

Para el caso en el que el nimero de dimensiones espaciales es infinita
D = oc:

Vector de posicién dD y coD

Estas representaciones son (tiles en Mecéanica Cuantica(con la condicién
de normalizacién para conservacién de probabilidad), redes neuronales
(y = >, wix;) o sistemas generales arbitrarios de tipo vectorial.

[} [ =
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Movimiento(lll)

El médulo del vector de posicidon es

|7l =r=1+/x2+y2, enelplano
|7l =r=+/x2+y?+ 22, en el espacio

= en el espacio de d-dimensiones

Se denomina trayectoria al conjunto de puntos por los que pasa un mévil u
objeto/punto durante su movimiento. Se denomina hoddgrafo a la
trayectoria que sigue el vector velocidad vV en su movimiento. En
coordenadas polares (en el plano):

x = Rcosp, y=Rsingp

-

F = Rcos p(t)i + Rsinp(t)] = x(t)i + y(t);
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Movimiento(IV)

El vector desplazamiento es:

AF = Axi+ Ayj

A7 = Axi+ Ayj+ Azk

o infinitesimalmente

d7 = dxi + dyj + dzk

dF = dx'& + dx?& + dx3& + - - - + dx"&,

Vector velocidad media
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Movimiento(VI)

Vector aceleracién media

Vector jerk medio

También podemos definir los vectores velocidad, aceleracién y jerk
instantaneos:
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Movimiento(VII)

Vector velocidad instantanea

AP ke
V=— = — ... = v ... v
dt  dt dt " 2 d
s d0_d(dN _dF_ A e et qame
T dt dt \dt) d2 dr ! gt "< f

Vector jerk instantaneo

—_»_dé’_ﬁ_ﬁ_dialé,_’_ +£"_‘1é’+ +'”é’
I T T der T ds T dr gt " Jcn
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Movimiento(VIII)

Las unidades de la velocidad son m/s, de la aceleracién m/s2, y del jerk

m/s3. Pueden seguirse definiendo las sucesivas derivadas temporales
también para el jerk, siempre y cuando estén matematicamente bien
definidas. También podemos definir el denominado “absement”:

A(t) :/F(t)dt

B:Agz/Adt://F(t)th

- fan fffro

e o[ o
An= [ [Fe)ane

Autor (JFGH)
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Movimiento(IX)

g
dt

\Abseleration‘_’\Absity | |Ab. [ Velocity Acceleration|
i ~— -~ <—| (Distance) }(_l (Speed) L_‘

12 12 Ja 12 I

—fa B, NG =

Integration Differentiation

< WO WO < i
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MOV|m|ento

Para r(t) = constante, se tiene
A=7-At=7-(t—ty)

Las unidades de A, son m - s". La generalizacién del modelo de la
particula puntual a miltiples dimensiones es como sigue:

Vector de posicion multitemporal

Pt to,. . ty) = P(E) = Xi(t), i=1,2,....D;k=1,2,....N

Campo multitemporal

dX, T =¢(P,F), i=1,2,....0;k=1,2,...,N

Autor (JFGH) 42/192



Movimiento(XI)

Generalizacién: el modelo de la particula puntual generaliza a objetos
extenso, p-branas (o membranas de dimensién p).

Campo de la p-brana 1T

Campo de la p-brana multitemporal NT

También se podria pensar en otra generalizacién, denominada
multivectorial, para los grados de libertad de las p-branas. En ese caso se
define X#1Hp = XH (X, 7). Esto lleva a cierta generalacién “tensorial”
(multivectorial, polivectorial) o “multiforma” de las magnitudes fisicas.
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Movimiento(XII)

Movimiento

Se denomina movimiento al cambio o desplazamiento del vector de
posicién de un objeto respecto de un sistema de referencia. Se dice
que un objeto esta en reposo cuando el desplazamiento es nulo, y en
movimiento en caso contrario.

A7 =0 — r(tg) = r(ta), reposo

AF # 0 — r(tg) # r(ta), movimiento

\.

Esta definicién es extrapolable a un conjunto arbitrario de puntos
materiales r;. Extendida a mdltiples dimensiones del tiempo, es posible que
las diferentes proyecciones sobre los diferentes vectores del tiempo puedan
diferir. En tal caso, el concepto de reposo esta restringido a subvariedades
de tiempo o “ciertas ventanas” o ejes del tiempo.
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Movimiento(XIII)

Movimiento multitemporal
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Movimiento(XIV)

@ La extensién de este concepto de movimiento a particulas u objetos

extensos, lleva a también considerar la variacién o fluctuacién de las
dimensiones espaciales.

Es importante notar que la nocién de velocidad es sutil con
dimensiones miltiples o sin ella. De hecho hay generalizaciones en el
calculo del concepto de derivada como la diferenciacién fraccional o la
diferentegracién que hacen tal concepto mas complicado y sofisticado,
ademas de que para cierta clase de niimeros importa el tipo de
“nimero” que soportan las magnitudes.

Asi, aunque consideramos el tiempo “real”, éste podria ser complejo o
hipercomplejo en general, o incluso ser multivectorial.

En general, el ritmo de cambio del desplazamiento respecto del
tiempo es la velocidad, el ritmo de cambio de la variaciéon de la
velocidad es la aceleracién y asi sucesivamente.

La posicién puede considerarse el ritmo de cambio del “absement” o
“ausicion” respecto del tiempo.
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Velocidad media e instantanea

La velocidad media es el ritmo de cambio de la posicién en un intervalo o
cambio de tiempo, y la velocidad instantdnea es el limite de la velocidad
media cuando el cambio de tiempo y de posicidén se vuelven infinitesimales
pero no nulos. Matematicamente, en 2d la velocidad media es

_AF_AX—_» Ay—_»_ Ax Ay
Vm—m—m’+mf—<m’m> (72)
En 3d tendremos
_AF_AX—_» Ay~ Az—»_ Ax Ay Az
"’”_At_m”rm“m_(m’m’m) (73)
y en Dd sera
. 7giﬂé+%é+ +AxDé, _ (Ax1 Axy Axp
™At At At At P \UAt At AL
(74)
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Velocidad media e instantanea(ll)

Matematicamente, en 2d la velocidad instantanea es

. L dr  dx- dy- dx dy
e 1 m=—— = — —_— = —_, =
VA T g T a T a (dt dt> (75)

En 3d tendremos

. R dr dx- dy- dz- dx dy dz
= U m= - = e —k = T2 g . 76
A T d T T T (dt dt dt) (76)
y en Dd sera
Lo drodq, dxo dxp_,  [dx dx dxp
VEAm e = G T gt g et T 0= (dt’dt"”’dt
(77)

Las dimensiones de la velocidad es LT !, y las unidades habituales el m/s
6 cm/s.
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Aceleraciéon media e instantanea

La aceleracion media es el ritmo de cambio de la velocidad en un intervalo
o cambio de tiempo, y la aceleracién instantanea es el limite de la
aceleracién media cuando el cambio de tiempo y de velocidad se vuelven
infinitesimales pero no nulos. Matematicamente, en 2d la velocidad media

es
. AV Avee Ay Avy, Ay,
= = 7
= AT A T AT (At’At> (78)
En 3d tendremos
AV Av Avy Av, - Avy Av, Av,
- o K — y
m=Ar - At T A T A (At’At’At) (79)
y en Dd sera
5 AV AVX15+AVXQ§+ +AVXDé, [ Avy Avy, Avy,
T At At A P At P At At At
(80)
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Aceleracién media e instantanea(ll)

Matematicamente, en 2d la aceleracidén instantanea es

dv  d?F  dveo dv, (dvx dv,

_’: 1/ 3 = —= — = — _— = = s 1
AT g T de T e e dt’ dt) (2x,3y) (81)

En 3d tendremos

dv  d?7  dvg- dvy dv, » dx dy dz
- E7E7E :(aX7ayaaz)

-

CwTde ~d T el
(82)
y en Dd sera
L dvg deD_, [ dvy dvy, dvs, \
ST D_<dt’ dt 77 dt = (@, 30)
(83)

Las dimensiones de la velocidad es LT 2, y las unidades habituales el
m/s? 6 cm/s%.
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Compo

La aceleracién en una curva plana usa componentes intrinsecas:
d=api+ a 7 (84)

ad=a2+a’ (85)

donde la aceleracién centripeta o norma es

ac=ap=—=wr (86)
r
y la aceleracién tangencial es
ar =ar (87)

Si r = R es constante, tenemos un movimien to circular. R es el radio de
curvatura que serd kK = 1/r en general para movimiento no circular. w es
la velocidad angular.
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Componentes intrinsecas(I1)

Para magnitudes angulares

27 rad
60 s

360° = 27 rad = 4008 ] lrpm=

Dimensionalmente
[9] = (Z)’ v[w] = T_17 [a] =T

Existen equivalencias genéricas entre magnitudes lineales y angulares:

As=AGR ¢+ s =R & v = wR (88)

Av = AwR < a; = aR (89)
AN 0 Aw A de
W= A T Y T A0 A de YT At aAltrEoAt%léo)
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Componentes intrinsecas(l11)

Definido el vector binormal b = 7 x i, pueden calcularse también las

o on o) _
ds’ds’ ds |

O Se puede demostrar que las definiciones de los vectores 7, 1, b implican
las ecuaciones siguientes, denominadas ecuaciones de Frenet-Serret:

cantidades:

(91)

I
|
(=TT

&l25 %S
Q.

—

A0 &0\ (7 7 = ki
il =(-x o T|[d]|e{i=—s+TE (9
b o -7 o/ \b P _1a
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Componentes intrinsecas(IV)

Q@ La versién multidimensional de estas ecuaciones se escribe a
continuacién en forma matricial:

, 0 Xl(S) 0
€ ) . el
= | e ; | (93)
e; T 0 anl(s) én
0 _Xn—l(s) 0

La curvatura K y el radio de curvatura R de una curva parametrizada por
un elemento de arco ds mediante 7(s) se calcula con la expresién:

o 1 [ (L ()
R ds? ds? ds2 )

También puede calcularse si parametrizamos con el tiempo mediante el
tiempo F(t) con la férmula equivalente:

ds?
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Componentes intrinsecas(V)

Curvatura y radio de curvatura para r(t)

| | d?deF
1 Vxa dtr © de2
K:—: =
R v d7|’
dt

La torsidén T vy el radio de torsién 7 de una curva parametrizada por un
elemento de arco ds mediante 7(s) se calcula con la expresién:

T_l_R2
T

dr d2? d37
ds ds2 ds3

— R? det( i(s), ﬁ(g),ﬁf(s))
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Componentes intrinsecas(V1)

También puede calcularse si parametrizamos con el tiempo mediante el
tiempo 7(t) con la férmula equivalente:

Torsion y radio de torsién para r(t)
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MRU

Ecuaciones del M.R.U.

En el plano 2d, se tiene que vV = Vol + vyf, y que también, en 3d, es

V = Vi + vy j + v k. En ecuaciones paramétricas, para r = (x,y,z,...):

x = xp + vk (t — tp)
Y =yo+ vy (t — to)
z=12y+ vy(t — tp)
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MRUA

Ecuaciones del M.R.U.A.

M.R.U.A.: Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado.

Caracteristicas: 3 = constant = axi + ayj + a,k m/s>.

av —
= = constante = ax? + ay7> +a, k #0m/s* (97)

dr
7=V1?1+V2?2+'“+Vn?nzﬁ

T(t)=To+ VoAt + %?AtQ m (99)
v2 — 2 = 23 AH100)

=Vo+ dAt m/s (98)
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Para un arco de circunferencia se tiene: s = 8r. También:
As = Afr (101)

A nivel diferencial en la circunferencia, dv = dwR, luego a nivel

incremental
Av = AwR

de donde dividiendo por AT:

a=a=aR

En un MCU no hay aceleracién tangencial pero si una aceleracién ligada al
hecho de la variacién de la direccién de la velocidad lineal: la aceleracién
centripeta a. = v2/R = w?R. Las ecuaciones del MCU seran pues:

o Aceleraciones: a; = 0m/s?, a = Orad/s?, a. = w?R = v?/R.
@ w = constant.
® v = g+ wALt < A = wAt.
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MCU(II)

En el plano, se puede escribir la ecuacién del MCU en forma vectorial
como sigue:

7(t) = Rcos(wAt + 00)i + Rsin(wAt + 0o)j m

La velocidad lineal y la aceleracion resultan ser:

V = —Rwsin(wAt + )i + Rw cos(wAt +6y)] m/s

3= —Rw? cos(wAt + 0y)i — Rw?sin(wAt + 0y)j m/s*> = —w?7

Autor (JFGH)
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MCU(IIN)

En el MCU también se definen los siguientes conceptos:

o

Q

Periodo T: Tiempo que tarda en dar una vuelta completa u
oscilacion. ‘ T=271/w= 1/f‘.

Frecuencia f: Nimero de vueltas dadas en cada segundo.w = 27f,
f =1/T. Las unidades de la frecuencia (no confundir con frecuencia
angular w) son los s~! o hertzios (Hz).

Ndmero de vueltas N general. N = Agp/2r.

Nidmero de onda (variable de movimiento arménico simple,
proyeccién sobre una linea del MCU): k = 27/ (unidades m—1). La
longitud de onda A es el periodo espacial de un MCU que sea
periddico en el espacio y no solamente en el tiempo como el MCU
(movimiento ondulatorio sinusoidal o arménico). También se define

k=7v= I\ como el reciproco de la longitud de onda, o el niimero de

vueltas u oscilaciones por metro (no angulares).
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MCUA(I)

Caracteristicas: trayectoria circular, o = constant.rad/s?, y aceleraciones
tangencial y centripeta no nulas, con valores dados por las relaciones
usuales a; = aR = constant # 0, a. = Ww’R = v2/R.

Ecuaciones del MCUA
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MCUA(II)

Para el MCUA, las componentes intrinsecas y la aceleracion total resultan

ser igual a

Aceleraciones del MCUA

2 _ 2 2 — /224 32
a“=a.+a, <ra=+/a:+ a;

ac = w?R no constante
a; = aR constante

o = constante rad /s>

a=+/(w2R)2 + (aR)2 = RV a2 + w*

Autor (JFGH)
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Composicion 2 MRUs

Autor (JFGH)

Eje X :
ax=0 m/s?
Vx = const. = v, m/s

(X = Vet
(Eje Y:
a,=0 m/s?

v, = const. = v, m/s

X = vpt
\ n

Vectores

T m/s’
Vet Vo= vei+va m/s
ti + vatj = x(t)i + y(t)j m

~UOSL L
I
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Composicién 2MRUs(11)

Si el ancho del rio es D, entonces el tiempo en cruzar sera:

D

teruzar = —
Vn

Y tras este tiempo, en y = D, el punto donde llega en el eje X serad

ve.D
X =
Vn
luego
D- -
F(te) = Ve i+Dj m
Vn
D
Espacio horizontal en cruzar: Ax = vt = VC.
v
Punto de llegada: "
Dv.- o
F=—C7+Dj (111)
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MRUA y caida libre

Caida libre: En el campo gravitacional terrestre, supuesto
a=—g=-98m/s% que es una aproximacién de baja altura al caso mas
general posible de una teoria de campos, se puede resolver el problema del
tiempo que tarda un objeto en llegar al suelo desde una altura

H = hy = yp arbitraria, dejandose caer (con velocidad inicial cero, vy = 0).
Ecuaciones (Sistema de referencia en el suelo): a= —g m/s>.

1
v=y —gt=—gt, h:ho—ith

[2h
Tiempo en llegar al suelo ts (en h=10, t = t5): | ts = 79 | La velocidad
g

cuando llega al suelo es | vs = —gts = —v/2hog
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MRUA: Tiro vertical

Lanzamiento vertical:
La velocidad cuando llega al suelo es

‘Vs = —g8ts = —/ 2h0g‘

Notad que si hubiera inicialmente una velocidad inicial hacia abajo, hay
que cambiar un par de ecuaciones y resolver:

1
a=-g v=-w-gt y=H—wt- gt

mediante 1
—§gt2 —wt+Hy=0

Si lanzamos un objeto desde el suelo (hy = 0) con velocidad inicial vy,
podemos calcular su altura maxima hp,ay, €l tiempo en alcanzar dicha
altura méaxima t,, y el tiempo que tarda en volver al suelo t; = 2t,, (que
sera el doble por simetria de t,, y despreciando el efecto de rozamientos y
otros detalles).
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Tiro vertical(ll)

En la altura méxima h,, la velocidad es nula, por lo que tardara

Sustituyendo y operando en la ecuacién de la altura proporciona la altura
maxima y el tiempo en llegar al suelo

v

2g

2
to = 2, = -2
g

Ym =

Velocidad al llegar al suelo igual y de sentido opuesto que la inicial
Vs = —\

El espacio recorrido es por tanto s = 2h,. Si la altura inicial es hg, se
rompe la simetria y debemos calcular para el tiempo de llegada al suelo:

—\ + \/ Vg +2gh0 W + Vg —|—2gh0
—8
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MRU+MRUA(tiro horizontal)

Las ecuaciones de movimiento son:

Eje X : Eje Y :

ax=0 m/s? a, = —g, g=9,8m/s*(Earth)

vx = const. =V m/s vy = _gtl m/s

X =vwt=Vt y:H_ith
Vectores
i=—gj m/s? oH oH
V=vi—gtj m/s t(Xm) =4/ — | [ Xm=V

1 g g
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Tiro horizontal(lll)

La velocidad justo en el instante de llegada al suelo del objeto lanzado es

%
Ve=Vi—gt(Xnm —/2gHj m/s

cuyo médulo es

v=+/v2+2gH

y forma un angulo de entrada en el suelo de

2gH vV2gH
tanp = W_ —\/\;T — = tan~! (—\‘/g >
Vx
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Encuentros: 2 MRUs

MRU1: a; =0, v = cte., xy = vit.

MRU2: a3 =0, v = cte., xo = d + wt.

Estos MRUS son sincronos o simultdneos t; = to = t, pero puede
resolverse el caso asincrono no simultaneo si to = t; + C.
Condicién de encuentro: x; = xo.

d
Supongamos v; > v» > 0, entonces te = ——
Vi — W2
. d
Sivg <0, te=——
vi+ v
Punto de encuentro: 4
v
S1 = X1 = X9 = 17 (112)
Vi — W
. . , ng
Espacio recorrido por segundo vehiculo: s, =xg —d = ——— en la
Vi — Vo
misma direccién los dos, y en el opuesto
vod ~ vo — vi)d
S5=— A= 2= v)d (113)
Vo +vp Vo +vp
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Encuentros: 2 MCUs

MCUL: a1 =0, wy = cte., 81 = vy t.

MCU2: as = 0, we = cte., O3 = @y + wat.

Estos MCUS son sincronos o simultaneos t; = ty = t, pero puede
resolverse el caso asincrono no simultaneo si ty = t; + C.

Condicién de encuentro: @1 = s.

. 2T
Supongamos wy > wo > 0, entonces, si g = 27 te = v _
W1 — Wy W1 — Wy
¥0

. wi + w2
También se puede escribir

SiWQ<0, te =

2w 1 T1 75
te = = = 114
€ w4+ wy i n i T+ To ( )
. T
o bien ) ) )
S 115
te T * T2 (115)
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Tiro parabdlico u oblicuo(l)

O Aceleracion a, = —g m/s?, en el eje Y.

@ Velocidad inicial constante con valor vy de médulo e inclinacién ¢
respecto la horizontal (positiva).

© Altura inicial hg, que podemos tomar nula por simplicidad en un
anélisis desde el punto de lanzamiento (suelo).

Eje X : Eje Y :
ax=0 m/s? a,=—g, g=9,8m/s?(Earth)

vy = const. = vycosp m/s | Vy = Voy — 8L =V sinp —gt m/s
X = Vxt = vt cos }/:ho+vosing0t—%gt2
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Tiro parabdlico u oblicuo(ll)

Podemos calcular la altura méaxima, si hy, (v, = 0):

Vvp sin ¢
g
Si la altura inicial es cero, el tiempo del alcance maximo X, es:

vy =0 — t(hm) =

2vg sin ¢
g
Si la altura inicial no es cero, el tiempo del alcance méximo se calcula con

t(Xm, yo = 0) = = 2t(Ym)

1 1
(yo + vtsinp — 2gt2) = 0, es decir, ith —vpsinpt —yp =0

vpsin g + \/VO2 sin? ¢ + 2gyp
g

t(Xm7 _yO) -
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Tiro parabdlico u oblicuo(lIl)

El alcance maximo y la altura maxima para yg = 0 resultan ser:

X, = 2v§singpcosg0 _ Vgsin2cp 1y, -

g g 2g
y el alcance maximo se da para ¢ = 45° = x/4 rad, y si hyg = 0:

2 qin2
vy sin® ¢

— - - — —
Vs = v (t(Xm))i + vy (t(Xm))j = vocos pi — vysingpj m/s
tan fs = tan W tan(—p) = tan(—p) — 0s = —¢
Vx

Si la altura inicial no es cero, el alcance y altura maximos son iguales a

vg cos @ sin ¢ £ vg cos 90\/vg sin? o + 2gyo
g

Xm(Yo) = vy cos pty =

2 (32 2

v sin X
07(’0, trayectoria:y = yg + xtan ¢ — £

Ymlo) =0+ 22 coly
0
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Centro de ma

Un sistema de particulas se puede estudiar como un sistema de una sola
particula en su centro de masas. El centro de masas tiene una posicién

dada por
D_imif;

rCM = z m; (116)

donde

n
M=>"m=Y m=m+m+--+m, (117)

es la masa total de las particulas con posicién 7;. En cierta forma es algo
similar a medir una concentracién total (en masa o volumen) de una
disolucién mezcla al combinar i = 1,..., n disoluciones con
concentraciones ¢;:

M C; Vici
Cm:Z,mf’ c, — 2 Vi€

A7 (118)
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Centro de masas(ll)

Para un sistema continuo

. [ p(F)FdV
Rey = —+-—F— 119
donde
M = / pdV = / pd3x (120)

aunque la definicién es vélida en cualquier dimensién D. Para 3d, las
componentes serian

XpdV

Xem = ff p/;/v (121)
Y pdV

Yeu = ff va (122)
ZpdV

Zey = ff p’; . (123)
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© Dinamica
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Dindmica y fuerzas

La Dindmica es la parte de la Mecanica que estudia el movimiento

atendiendo a las causas que lo producen. Esas causas o interacciones son
las fuerzas:

Fuerza (The Force)

Fuerza es todo agente o causa que es capaz de modificar el estado
de reposo o movimiento rectilineo uniforme de un cuerpo.

Inercia (Inertia)
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Dinamica e impulso

Impulso

Se llama impulso, impetu, cantidad de movimiento, simplemente mo-
mento lineal (este dltimo término es el mas frecuente actualmente,
circa 2020) o momento, a la magnitud vectorial

p=mv, unidades: kg-m-s '(N-s). [MLT ']

L
Reposo: A¥ =0,Av =0,A3=0,... La importancia del impulso o
momento es que B es una magnitud conservada en cuerpos aislados, o
invariantes bajo traslaciones en el espacio segun el teorema de Noether (la
invariancia traslacional espacial implica la conservacién del momento).
René Descartes sobre los movimientos de cuerpos libres: el movimiento es
perpetuo y en linea recta.

Newton: sobre los cuerpos libres indica que se quedan en MRU o en
reposo solamente si no hay fuerza externa neta. 3 leyes de la Dindmica.
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Leyes de Newton(l)

Primera ley de Newton (Ley de inercia de Galileo).

Es una reformulacién del Principio de Inercia de Galileo. Segtin la
primera ley de Newton, todo cuerpo o sistema que estd en reposo,
o en movimiento rectilineo y uniforme, permanece en reposo o en
MRU mientras no actiie ninguna fuerza. Equivalentemente, se puede
enunciar como sigue: en un sistema de referencia inercial (MRU)
son validas las leyes de Newton de la Dinamica. También, existe al
menos un sistema de referencia (inercial), donde el objeto o sistema
se mueve “en linea recta” conservando el momento.

Autor (JFGH)
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Leyes de Newton(Il)

Comentario: algunas veces se “deduce” la primera ley de Newton de la
segunda ley de Newton. Es incorrecto.

Sin la primera ley antes enunciada, no se puede deducir a priori que
de F = 0 no haya aceleraciones. De hecho, en sistema de referencia
no inerciales aparecen fuerzas “ficticias”.

Ademas, la primera ley dice algo mas que simplemente esa
implicaciéon. Indica que si estd en reposo permanece en reposo, y si
estd en MRU, queda en MRU si no hay fuerzas.

Un cuerpo podria experimentar no fuerza instantanea, ni velocidad, y
aln asi empezar a moverse (por ejemplo, si aplicdsemos un jerk
continuo y no nula en un instante).

La primera ley elimina esa opcién porque por su enunciado implica
que la constante de movimiento debe ser la misma para el cuerpo o
sistema.

Algunas veces, el primer principio acttia de forma que el jerk seria no
continuo.
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Leyes de Newton(lll)

@ La descripcidon de todo movimiento depende del observador vy el
sistema de referencia elegido.

@ Pero en una clase especial de sistemas de referencia, valen las leyes de
Newton (las 3).

© El movimiento tiene en cuenta que los objetos cambian. Los sistemas
de referencia en reposo o con velocidad uniforme (constante) se
[laman sistemas inerciales.

@ Otros sistemas de referencia, denominados no inerciales, estan en
rotacién y poseen aceleracién de algin tipo.

@ Se usa también como sinénimo de sistema de referencial la palabra
referencial.
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Leyes de Newton(IV)
Segunda ley de Newton (Ley fundamental de la Dindmica).

La segunda ley de Newton o Ley fundamental de la Dinamica sefiala

F = Z Fi = , Si la masa es constante E— Z Fi = m3;

i

Tercera ley de Newton (Principio de accién-reaccién).

La Tercera ley de Newton, o principio de accién-reaccién, seiala

F(152)=—-F(2-1)
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Fuerzas(l)

@ Las fuerzas fundamentales conocidas, exceptuando la actual (circa
2020) desconocida fuerza ligada a la energia oscura y constante
cosmoldgica, son 4: fuerza gravitacional, fuerza electromagnética,
fuerza nuclear débil y fuerza nuclear fuerte.

@ A nivel cuantico, estdn mediadas por particulas mensajero o bosones
gauge llamadas gravitones, fotones, bosones W y Z, y gluones.

@ Se puede considerar que el campo de Higgs, o dador de masa de las
particulas elementales (el protén y los nucleones obtienen su masa de
objetos compuestos por un mecanismo diferente debido a la
interaccién fuerte) puede considerarse otra interaccién fundamental
que da origen a la masa de particulas.

@ Por tanto la masa puede entenderse también como interaccién entre
campos cuanticos.

@ De hecho, para cualquier particula, podemos escribir que su valor de
masa es el valor de su acoplo de Yukawa y el campo de Higgs por el
valor del campo de Higgs en el vacio, que no es nulo, en la forma
m = gy (H).
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Fuerzas(I1)

Las fuerzas fundamentales, entonces, tienen unas constantes de fuerza
caracteristicas:

e Fuerza gravitacional: Gy = 6,674 - 10" Nm? /kg?.

e Fuerza eléctrica: Kc = 1/4meg = 9 - 10°Nm?/ C2.

@ Fuerza magnética: K, = 2Ks = é%or' permeabilidad magnética
po =47 -107"T - m- A~! (unidades equivalentes N/A?, H/m, donde
H es el henrio). Aparece en la ley de Ampére Tm = 2KA%.

Kce?

@ Electromagnetismo: o = ~ 1/137, donde la dltima igualdad es

a escalas de energia ordinarias. La constante de estructura fina « es
renormalizada a altas energias (distancias pequefias).
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Fuerzas(IIl)

@ Interaccion nuclear débil: constante de Fermi
G Vi
(hc)3 8/\/]3VC4 N 8E|3V0

@ Valor esperado del campo de Higgs en el vacio, v.e.v.:

G2 = =1,166-10"°GeV/ 2

“1/2
(H) = v = (\/562) = 246,22GeV
A nivel de arbol, en el Modelo Estandar (ME/Standard Model,SM),

0 T
Gf ~ e,
2
V2M3, <1 - M2>
Esta expresidn se simplifica usando el angulo de Weinberg
0 T

\fMW cos? Oy sin? Oy

g
@ Interaccién nuclear fuerte: gs 6 == = ag ~ 1.

hc
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EI MAS(1)

El movimiento de cuerpos bajo una fuerza recuperadora o elastica, tipo ley
de Hooke:
Fe = —kr

produce un tipo de movimiento llamado movimiento arménico simple
(MAS) que ya hemos comentado previamente en estos apuntes y notas. La
descripcion de un MAS en una dimensién espacial y temporal es
relativamente simple. Se determina la elongacién x(t) de tipo sinusoidal

x(t) = Asin (wt + ¢g) = Beos (W't + ¢{)

Se puede ver que, el MAS, es en realidad la proyeccién sobre una recta de
un MCU, donde A = B es la maxima elongacion, que se llama amplitud.
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EI MAS(II)

Podemos calcular la elongacién sobre el eje X o el eje Y (x(t),y(t)), o
mas generalmente, la proyeccién sobre cualquier eje o recta en un espacio
multidimensional arbitrario X,(t). w es la velocidad angular o pulsacién,
constante en un MAS, t es el tiempo (generalmente unidimensional), ¢g
es la fase inicial, ¢ = wt — ¢ es la fase, T = 27/w es el periodo y

f =1/T la frecuencia. Recordad que para el MCU teniamos:

x = Rcos(wt + ¢o)

y = Rsin(wt + o)
de donde se sigue la semejanza y dualidad entre el MAS y el MCU. El
MAS es un movimiento periddico, ya que x(t) = x(t + T) = x(t +nT),
con n entero. Para ver el origen del MAS derivado de la ley de Hooke, en
una simple dimensién, se tiene que:

ma = —kx

por tanto
ma+ kx =20
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EI MAS(11)

k 2
at+—x=a+wx=0
m

de donde se sigue que w = \/k/m, o k = mw?. La resolucién de la
ecuacién diferencial ordinaria
d?x 9
— 4 wx=0
dt2
produce efectivamente
X(t) — Cleiwt iwt

+ e 't = acoswt + bsinwt = Asin(wt + o)

Derivando respecto al tiempo
d d
v(t) = d—); = Awcos(wt + ¢g), a(t) = d—‘; = —Aw?sin(wt + o)
lo que efectivamente satisface a + w?x = 0. La fase inicial se puede fijar
mediante condiciones iniciales del MAS:
x(0) = xo = Asin(ig), v(0) = vy = Awcos(p), a(0) = ag = —Aw?sin(yy)
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El MAS(IV)

La elongacién, velocidad y aceleracién (y realmente cualquier derivada
temporal del MAS) se encuentran acotadas superior e inferiormente:

—A<x(t) <A
—Aw < v(t) < Aw
—Aw? < a(t) < Aw?

n
—Aw" < d"x < Aw"
dtn
La energia cinética de un MAS es la cantidad:
1 1
E. = imv2 = gmA%J2 cos®(wt + o) J

La energia potencial elastica (la fuerza recuperadora es conservativa y
deriva de una funcién energia potencial) es
1 1

E, = §kx2 = §mw2A2 sin?(wt 4+ ¢o) J
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El MAS(V)

La suma de energia cinética y potencial es la energia mecanica:

1 1 1
Em=E.+E,= imv2 = imAQW2 cos?(wt + o) + imA2w2 sin?(wt + ¢p)
de donde ) .
E.,= imoﬂA2 = §/<A2 = constant

Que la energia potencial elastica es E, = kx?/2 puede deducirse de un
simple argumento geométrico del MAS. La fuerza recuperadora es
proporcional a la cantidad de deformacién o estiramiento x producido. Por
tanto, el trabajo realizado es el drea bajo la curva F = F(x) = kx, que no
es mas que un tridngulo en la representacién F — x. El area es

W = F(x)x/2 = (kx)x/2 = kx?/2 = E,,.
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El MAS(VI)

Este argumento es visible en la figura adjunta.

E’PD
Method A
g 1 1
5 W=_— bh=— kxx
Ul.l. 2 2
_1
g W= = kx?
K]
3
B Fopp = 5 KX fmmmmmmmm e e e e F=kx
§ Method B
W= f-x:[% kx](x)
W=l kx?
x T - = kx

Displacement = x

Figura 2: Derivacién geométrica de la energia potencial para la ley de Hooke.
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Fuerzas de rozamiento

En reposo, hay que vencer una fuerza de rozamiento estatico Fe para
lograr que un cuerpo en contacto con otro empiece a moverse. La fuerza
de rozamiento estatica es Fo = ueN donde N es la fuerza normal a la
superficie de contacto con el cuerpo. Una vez iniciado el movimiento, el
rozamiento disminuye un poco (debido a las interacciones entre superficie
y cuerpo/objeto) En taI caso, se habla de fuerza de rozamiento dinamica,
y se escribe Fd ,udN ,uN Habitualmente, en Dindmica, se suele
considerar con mayor frecuencia el rozamiento dindmico, y no el estatico,
aunque los dos conceptos son relevantes e importantes. Ademas, se tiene
que
0<pg=p<pe<l
En general, pues
I? = —uNég,
donde e, es un vector unitario (médulo unidad) en la direccién y sentido
de la velocidad V. También, en médulo, por tanto,
|Fa| < |Fel
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Fuerzas de rozamiento(ll)

En fluidos (liquidos y gases), se tiene

Fr= —kv"é,
donde n=10,1,2,... es un entero generalmente. En fluidos viscosos, se
obtiene habitualmente

F, = —Knvé,

donde K es una constante de viscosidad geométrica, n es la viscosidad, y v
es el médulo de la velocidad. Las unidades de |a viscosidad son

m=[F/V=J-s- m*=MT '=kg s
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Fuerzas de rozamiento(lll)

Un caso particular de esta ley de viscosidad es cuando hay friccién en
esferas fluidas. En tal caso la expresion anterior se reexpresa mediante la
forma denominada Ley de Stokes

F, = —6mRnvé,
Si [R] = L, entonces 1 cambia la dimensionalidad previa a
m=J-sm?=M"'T!

Por lo tanto, hay que tener cuidado con el coeficiente K (R) de viscosidad
geométrica porque a veces lleva unidades de longitud.
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Fuerzas centrales

Usando la ley de Stokes, se puede calcular la velocidad terminal o limite en
el aire (despreciando el empuje y otros factores) como sigue:

F =ma= mg—6mRnv

Si a = 0, entonces la velocidad limite es

mg
= 6mRn

Vectorialmente se puede escribir también
. mg
"'~ 6rRn

Una fuerza se dice que es central si

F=F¢é&
Es decir, una central es aquella que solamente depende de la direccién
hacia un punto C, en un linea, y se denomina centro de fuerzas. La

definicién de fuerza conservativa es més sutil (intimamente relacionada
con la tercera ley de Newton y la primera ley también en dltima instancia):
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Fuerzas conservativas

Se dice que una fuerza F es conservativa si cumple cualquiera de las
condiciones equivalentes siguientes (véase el apartado de trabajo y energia
mas adelante):

e F=-VE,=-VU. Aqui V es el operador de derivadas parciales
V = 0;, en componentes cartesianas y 3d:

V= (axa ay7 az)

o V x F =rotF = curlF =0. Aqui el rotacional es un producto
vectorial (en 3d). En dimensiones superiores a 3, hay que usar el
producto exterior A o la derivada exterior F = dA, en ocasiones con el
operador estrella de Hodge *, para generalizar este concepto de
rotacional y producto vectorial. El producto vectorial esta restringido
dimensionalmente, como operacién binaria, a espacios de 3y 7
dimensiones; como operacién n-aria hay restricciones también. El
producto exterior se define para espacios de cualquier dimensién
p<n.
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Fuerzas conservativas(|1)

El trabajo para llevar una particula desde un punto inicial A a otro B
no depende del camino sino solamente de la posicién de Ay de B.

W, (A, B) = W,/ (A, B) =

El trabajo anterior se puede escribir como menos la variacién de la
funcién energia potencial:

B
W, (A, B) = —AE, = E,(A) — E,(B) = —/ F.dr
A

El trabajo para ir y volver al mismo punto no depende del camino y es
igual a cero:
W, (A,A) =0, Vy

Wv—j{ dr=0 Vy

La variacién de energia mecanica es nula AE,, = 0J.
La energia mecanica permanece constante, i.e., E,, = constant J.
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Fuerzas conservativas(lIl)
Fuerzas elasticas/césmicas

Para muelles, osciladores, que no superar el limite de elasticidad de
su estructura atémico-molecular:

Fo = —kAF, Fp = +AAF

Dimensiones: [k] = MT~2 = [A].

Fuerza gravitacional y peso

Fn = ~Gn-5 & = —Gn

. J
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Fuerzas conservativas(IV)

Fuerza eléctrica

Para el espacio euclideo tridimensional (o el espacio-tiempo

para masas y cargas puntuales valen respectivamente
Gy =

cuadridimensional), las constantes de gravitacién universal y de Coulomb
drgy

= 6,674 - 107" 'Nm? / kg?

Kc=-— =2899-10°Nm?/C?
471'80
1

Ep =

=8,85-1072C?/N
4K ’ /Nm
Autor (JFGH)
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Fuerzas conservativas(V)

1
4w Gy
Igualando la fuerza eléctrica coulombiana a la gravitacional newtoniana,
para @ = g y M = m, a igual distancia, se sigue que

Q\> Gy (Q\ |6y ., . [Kc
() % <M>—\/KaM—Q\/GN

De la relacién habitual entre las permitividades eléctrica y magnética en el
vacio

g0 =1,19-10%g?/Nm?

CT = — = = —
H0EQ Ho Km
si usamos la cuantizacién de Dirac Qe Q@ = 27N, se sigue que un

monopolo magnético N = 1 tendria una masa

K
M = 21gecy| 27 = gecy | TH0 1,17 10 %kg
Gn Gn
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Fuerzas conservativas(VI)

Esta masa es similar a la masa de Planck, que también se obtiene por otro
camino: igualando la escala de longitud cuantica dada por la longitud de
onda de de Broglie/Compton (fotén o cuanto de energia con momento
Mc) con la mitad (por comodidad) del radio de Schwarzschild

h GyM hc -8
— = ———, Mp =4/ — ~10"%k
Mc cz P Gn g

La longitud de Planck, distancia fundamental a las que se espera la
unificacién de la gravitacién con la teoria cuantica sale con

h GyM Gnh | Gyh
2 N 2 2 N N -35
LCLG_LP_)VC C2 —LP%LP—?—)LP— ?Nlo m

El tiempo de Planck es igual a

Gnh 43
Tp = LP/C = ? ~ 10 S
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Algunas expresiones (tiles

Adema3s, el absement o ausicidén de Planck es
A=L,T,~107®m-s
Algunas expresiones de energias potenciales para fuerzas habituales son:

M
e Energia potencial gravitacional E,(g) = —GN—m. A baja altura,
r
adopta la expresion E, = mgh = (—mg)(—h).
Qq

e Energia potencial eléctrica Ep(el) = Kc—.
r

2
e Energia potencial elastica E,(elas) = <0 mas generalmente se

escribe también AE.(elas) = %kAxQ.
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Torque y momento angular

(124)

(125)

q [
d (126)

(127)

n
= g mjr? = E mjr? <> Momento de inercia
i i=1

.
105 /192
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Conservacion del momento lineal y angular

Si > F =0, entonces P se conserva para un sistema de particulas (o una
particula simple):

Z F=0—P= Z p; = constant (128)

Si > 7 =0, entonces L se conserva para un sistema de particulas (o una
particula simple):

ZF =0—L= Zﬁ} = constant (129)
i
Si V = w X F, entonces
Z:ZE;:ZF,fxm;\Z:Zm,-F,fx((D’xF,f):Zm,-r,?w (130)
i i i

es decir
L=lw (131)
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Analogias de traslacion-rotacion

Velocidades: v = s/t, w = 0/t.

Aceleracién: a = v/t, a = w/t.

Fuerza y momento: F = ma = dp/dt, 7 = la = dL/dt.
Trabajo y energia: W = Fx, W, = 76.

Energia cinética: E. = mv2/2. E.(r) = Iw?/2.

Potencia: P = Fv, P = Tw.

Momento lineal y angular: p = mv, L =7 x p.
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@ Trabajo. Potencia
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Trabajo, energia y potencia

dE:dW:F‘-dF—>W:/F‘-dF (132)
C

AW o AE_dE_ -
m=Ar TP T AN AT T ar =k (133)

Unidades: energia se mide en julios(J) en el S.1., ergios (erg) en C.G.S., o
incluso kWh 6 eV. Potencia se mide en vatios (a veces en C.V.). El calor
es una forma de transferencia de energia, y 1 caloria (1cal) es 4,186J
(equivalencia mecanica del calor).
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Teorema generalizado de la energia mecanica

Teorema de la energia mecénica (generalizado)
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Energia de rotacién

Energia cinética de rotacion

Para una particula simple, si usamos v = wR, se tiene una energia
cinética de rotacion:

1 1 1
E.(rot) = —mv? = —mw?R? = = Iw?
2 2 2
es decir
1 1.3 1
E.(rot) = §/w2 = S0l = S ljwiw; (134)
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Sistemas de particulas

Cuando hay no una sino varias particulas, tenemos un sistema de
particulas. La masa total de un sistema de particulas es la suma de las
masas de las particulas:

N
M=me=> =m+m+--+my
i=1

Se llama sélido rigido a un sistema de puntos materiales cuyas posiciones
relativas permanecen constantes. En un sélido rigido, el equilibrio se
alcanza cuando la suma de fuerzas y momentos externos son cero. Se
llama momento de inercia / de un sélido rigido, respecto de un eje, a la
cantidad / = md? para una particula, y | = > m;d?, para el sistema de
particulas. el teorema de Steiner sefiala que el momento de inercia de un
sélido rigido respecto de un eje paralelo que pase por el centro de masa
estan relacionados mediante la ecuacién Ig = l. + Md?.
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Momentos de inercia sencillos

Algunos momentos de inercia sencillos:

o Esfera maciza: | = %/\/IRQ.

e Cilindro por su eje: | = %MRz.

e Cono circular por su eje: [ = 13—0/\/IR2.

o Varilla alargada por eje perpendicular a su centro: [ = %MLQ.

1
o Caja paralelepipedo: | = EM (32 + b2).
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Momento de sistemas de particulas

La resultante de fuerzas externas satisface R = M3g. Para un punto
material

[=Fxp=mPxVv (135)
M=7xF=mrFx3 (136)
El momento de un sistema de particulas es aditivo:
P=Mig=> my (137)
i
En cambio, el momento angular de un sistema de particulas es una
cantidad mas complicada de relacionar con el centro de masas
L:ZL;:Z(F;xﬁ,) (Fo x P)+ > (% x b)) (138)
donde 7 =1 — 1y, y pr = m;v.

. El impulso y el impulso angular de una
particula se definen como las cantldades

rz/ﬁdt:Aﬁ, TM:/th:/FxI?dt:AM

Autor (JFGH)
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Fuerzas y campos(l)

Para las fuerzas gravitacional y eléctrica, el campo gravitacional y eléctrico
se define como

= —GNr—Agé', N/km(m/s?)

C Fe Q-,
E(r):;:KCﬁer N/C

g =—>

El potencial es una definicién analoga para energias:
E I\/I

7Epe)7 Q
V, = 7 _Kcr V(J/C)

Vg =

Asi, se definen también las variaciones de energia en funcién de las
variaciones de potencial y viceversa:

AE,(g) = mAV,
AE,(el) = gAV.
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Fuerzas y campos(Il)

El concepto de campo subyace a toda la Fisica. El suefo de todo teérico y
cientifico que quiera estudiar el Universo/Multiverso y explicarlo es la
construccién de una teoria unificada del campo. Los campos son objetos
que podemos imaginar de tipo “fluidico” que llenan el vacio o
espacio-tiempo. Los campos tienen propiedades caracteristicas que lo
generan: el campo gravitacional la masa(energia), el campo eléctrico la
carga eléctrica, el campo magnético las cargas en movimiento, la fuerza
nuclear débil el sabor, y la fuerza nuclear fuerte el color. La carga eléctrica
y también la energia sabemos desde el siglo XX que estdn cuantizadas:

E = Nhf
Q = Ne

La carga eléctrica y la energia son magnitudes generalmente conservadas
en la Naturaleza:

D AE=0,) Q7 +> @ =) AQ=0
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Fuerzas y campos(|Il)

La materia se organiza en distribuciones de carga y masa discretas y
continuas. Existen materiales aislantes, semiconductores y conductores.
También existen superconductores y aislantes topolégicos (conducen en la
superficie pero no lo hacen en el “bulk”). La ley de Coulomb vale para
cargas puntuales (para cargas distribuidas en volimenes hay que usar un
teorema denominado teorema de Gauss):

= 1 Qq
Fc = —-§
¢ dreg r2

La permitividad eléctrica de un material es
€ = €,€0

Para un conductor, dentro, no hay campo (el potencial es constante en el
interior de un conductor eléctrico estandar).
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Fuerzas y campos(IV)

Tanto el campo eléctrico como el campo gravitacional obedecen un
principio denominado principio de superposicidn (aunque en el caso de la
gravitacién relativista y electromagnetismo en medios no lineales, no es
cierto en general dicho principio), que indica que el campo total de un
conjunto de cargas o masas en un punto es igual a la suma de campos de
cada carga y punto:

Et(P):ZEI:El+EZ++EHZZKC,2?;D)€,(P)

=1 i=1 i

- n . . o . n M,- )

gt(P):Zgi:g1+g2+'”+g”:_ZGNmei(P)
i=1 —

1
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Fuerzas y campos(IV)bis

El principio de superposicién también vale para potenciales

Z Viel) = Vi(el) + Va(el) + - + Valel) = 3

ZV (g) + Va(g) + ~+Vn(g)=—2i%’

Es importante no confundir el simbolo de campo eléctrico con el de
energia. El trabajo eléctrico se relaciona con el potencial si hay suficiente
simetria de la forma siguiente:

We = QEr = QEd

Como el campo eléctrico es conservativo AE. = —AE,, i.e. AE, = 0.
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Condensadores

Los condensadores eléctricos son dispositivos que almacenan carga:

Q
C==
%4
o en general
Q
C=——
AV

Las unidades de la capacidad o de los condensadores eléctricos son los
faradios (F), 1F =1C/1V.
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Fuerzas y campos(V)

La resistencia eléctrica disipa calor por efecto Joule, y es responsable de la
pérdida de eficiencia en el transporte de electricidad o carga eléctrica.
Matematicamente, la ley de Ohm relaciona la resistencia eléctrica de
materiales usuales con el potencial y la corriente

V=IR

La corriente eléctrica es la magnitud que mide el flujo de carga por unidad
de tiempo, es decir, la variacién de carga por unidad de tiempo (media o
instantanea) es la corriente eléctrica:

_AQ ,_dQ

= =X =X
At dt

La corriente eléctrica se mide en amperios A (1A = 1C/1s) y la resistencia
eléctrica se mide en ohmios (£2), 122 = 1V /1A. La asociacién de
resistencias en paralelo o serie da lugar a dos férmulas:
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Fuerzas y campos(VI)

@ Resistencias en serie. Se suman:

=Y R=R+R+ - +R,

@ Resistencias en paralelo. Se hace el recfproco:

1
R ZR Rl '+ﬁn

Para condensadores es al revés:
@ Condensadores en paralelo. Se suman:

S G=Ctot G
@ En serie. Se hace el reciproco:
1 1 1 1
c-2c ot
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Resistencias y generadores

La relacién entre resistencia, longitud y drea de un conductor viene dada
por la férmula de la resistividad pe

L
R:peg

Para un generador de corriente, el trabajo se calcula
Wy =clt

en donde ¢ es ahora el voltaje del motor o generador. La potencia de un
generador viene dada por la ley de Joule

P=cl=/I’R
donde R es la resistencia del generador. Para un generador realista o real
e,=¢e—1Ir

donde r es una resistencia interna del generador.
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Fuerzas y campos(VII)

Con un motor intercalado, de voltaje €’ y resistencia r’, esta definicién
produce la ley de Ohm generalizada

e—¢
R+r+r
Demostracion: Por el circuito total circula una corriente /.La resistencia
interna es r y la interna r’, estando todas en serie, luego Ry = R+r +r'.

El voltaje del circuito es es del generador menos el del motor interno, i.e.,

V = ¢ — ¢’. Igualando se obtiene la ley de Ohm generalizada de arriba.
Factores que afectan a la resistencia:

@ Temperatura.
@ Naturaleza del material.
© La longitud del material.

@ La seccién o area del material.
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© Dinadmica y sélido rigido
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Dinamica(l)

Las 3 leyes de Newton son las leyes fundamentales de la Dinamica de
particulas y sistema de particulas a bajas energias y grandes objetos.

Ley fundamental de la Dinamica

F= Z’; m3 (140)
La resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual
a la variacién del momento p = mv. Las unidades de las fuerzas
son los newton (N), o las dinas. 1N = 10°dinas. También existe el

kilopondio (kp). 1kp =9, 8N.
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Dindmica(ll)

Supongamos un sistema de puntos materiales formado por n masas,
mi,mo,..

., my,. Se define el centro de masa como el punto con vector de
posicién:
- > mif; > mif;
re = = 141
o=l = =0 (141)

La velocidad del centro de masas se define derivando:

o § : m;v; § : 5/
Ve > mj M ( )

y la aceleracién similarmente:

3 _Zm,-?:,-_Zf,-_
TSm0 M

(143)

T
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Dinamica(lll)

La resultante de fuerzas externas satisface R = M3¢. Para un punto
material, también se definen el momento angular y momento de una
fuerza(torque), respectivamente, como:

L=rFxp=mrxv (144)

M=7xF=mrFx3 (145)

El momento de un sistema de particulas es aditivo:

P=Mig=> my (146)
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Dinadmica(IV)

En cambio, el momento angular de un sistema de particulas es una
cantidad mas complicada de relacionar con el centro de masas:

L= L=) (RxB)=(TcxP)+) (7 xp)  (147)

donde ¥ =1 — ry, y p; = m;Vi. El impulso y el impulso angular de una
particula se definen como las cantidades

Tz/ﬁdtz Ap (148)

HM:/?dt:/Fx Fdt = AM (149)
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Dinédmica(V)

El trabajo o energia se define como la cantidad

dW = F . d7 — W:/

B
dW:/ B f (150)
07 A

La energia de una particula libre esta relacionada con su momento. Es la
llamada energia cinética (no relativista o relativista). Una particula de
masa m que se mueve con velocidad constante satisface

L . dp

p=mv i (151)
Multiplicando
L dp dp? d [P PPl
P gt = at ~de\am) =07 gy = gmv = constante = £ (152)

Autor (JFGH) 130 /192



Dinadmica(VI)

@ La energia cinética fue introducidad originalmente por Descartes bajo
el nombre de vis viva.

@ La energia cinética de un sistema de particulas se puede relacionar
también con la energia del centro de masas y la energia de las
particulas alrededor de éste, o simplemente la suma de las energias de
cada particula, ya que es una cantidad aditiva (Ec(tot) =, Ec(i)).

Potencia
Se llama potencia a la energia por unidad de tiempo:
dw -
P = =F. 153
v (153)

La potencia se mide en vatios (W). 1W = 1J/s. 1kWh = 3,6 MJ es unidad
de energia.
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Dinadmica(VII)

Si W =0, la energia cinética del punto permanece constante.

En un sistema de particulas, si el trabajo total(fuerzas interiores y
exteriores) es nulo, la energia cinética del sistema se mantiene
constante.

En choques o colisiones de particulas, estas ideas son muy
importantes.

Si el choque es elastico, se conservaran el momento lineal y la energia
cinética de las particulas.

En un choque ineldstico, el momento lineal se conservard, pero no se
conservara la energia cinética de las particulas.
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Dinadmica(VIII)
Sélido rigido

@ Se Illama sdlido rigido a un sistema de puntos materiales cuyas
posiciones relativas permanecen constantes.

@ En un sélido rigido, el equilibrio se alcanza cuando la suma de fuerzas
y momentos externos son cero.

Momento de inercia
Se llama momento de inercia / de un sélido rigido, respecto de un eje, a la
cantidad / = md? para una particula, y / = >, m;d?, para el sistema de
particulas. el teorema de Steiner sefiala que el momento de inercia de un
sélido rigido respecto de un eje paralelo que pase por el centro de masa
estan relacionados mediante la ecuacién Ig = I. + Md?.
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Dinédmica(IX)

Algunos momentos de inercia sencillos:

o Esfera maciza: | = %/\/IRQ.

e Cilindro por su eje: | = %MRz.

e Cono circular por su eje: [ = 13—0/\/IR2.

o Varilla alargada por eje perpendicular a su centro: [ = %MLQ.

1
o Caja paralelepipedo: | = EM (32 + b2).
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Dinamica(X)

@ El momento de inercia permite simplificar la Dinamica de rotacion.
@ Asi, el andlogo de F = m3 es T = |, donde L = Jw.

@ Ademias, podemos definir la energia cinética de rotacién como

1 1
E.(rot) = ilw2 = §Lw.

o El trabajo realizado por las fuerzas externas cuando el sélido ha
girado un angulo se puede determinar mediante la integral del
momento de fuerzas o torque sobre el dngulo:

f f
W:/ /\/Idcp:/ Tdp (154)
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Relatividad(l)

X =X X —x inh
sinh x = i, coshx = i, fanh x = (155)
2 cosh x

cosh? x — sinh? x = 1 (156)

En relatividad especial, se define la “rapidity” ¢
2

E
v =coshp, — = < (157)
p v
E = myc® = mc®y = mc® coshp, p=myv = mc'y% = mcyf = mcsinh
(158)
E? = (pc)? + (mc?)?, By =sinhyp, B =tanhe (159)
’Y2 —1 v -1
B = 5— = — = tanh ¢ = tanhcosh™" v (160)
v c
1 -1
v = N cosh ¢ = coshtanh™" (161)
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Relatividad(Il)

h h
p _= m’yv’ A = = —
myv p

E = mc?y, E.(r) = E-mc? = (y=1)mc?* = \/p2c? — m2ct—mc?

E.(r)? = E? — 2Emc? 4 (mc?)?
hc hc

:\/E2+(mc2)2 \/E2 + 2E.(r)mc?

N\ =
\/2Ec(r)mc2 <1 + gnfg)

pc _ .1 mc2\?
e —p s=\1-("F)
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Mecénica Cuantica(l)

2
1
H:2p—m+V:§mv2+V, U=0U(x,yzt)eC  (169)
pPj = —ih8j, E= Ihat (170)
p; = -9}, E> = —h*0; (171)
|U(x,y,z, t)|> =0 = P(x,y,z,t) = Prob(x, y, z, t) (172)
Ondas planas (1d):
PX px—Et
eh =e 7 ~WU, PX=px— ppxx = px — Et (173)
0" = ip/h, O = —p/H’ (174)
D7 = —iE/h (175)
2
HY = E¥ — 2”7’\1; — —p? /K = —iE/h — (—ih)?0xT = EU  (176)
7:12 p2
——— 0¥V = —V=FEV¥ 177
2m 2m (177)
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Mecénica Cuantica(ll)

Particula en una caja, con

00, x < 0,x > L W(0) = U(L) =0 (178)

\/:
{o,ogng

2mE

2mE

hz 2 2

Soluciones:

2
U,(x) = \/:sin (?) ,n=1,2,...,00 (180)

e Ly (181)

139 /192
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Mecénica Cuantica(lll)

Particula en una caja 3d:

Kv?2
B 2m

U =EV(x,y,zt)

\IJ(an7Z> = q’(Lvavz) = 0
U(x,0,z) =¥(x,L,,z) =0
\P(Xayao) = \I/(X7y, LZ) =0

U(x,y,z) = LXL8yLz sin <nXL7:X> sin <nyL7;x> sin <

w2 (n2  n
E(ne,ny,ny) = —— | X+ -2+
oy 2m (L)% L2
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Mecénica Cuantica(lV)

Atomo de hidrégeno:

R _, Ke?
———V = — | U=EU 1
< 2uv r ) (188)
V(x,y,2) = Ra(r)Pi(0)Om,(¢) (189)
(n—1-1! 72 ° 2 121+1
mm 2n(n+ 1! \ naj /=1
2r K2 mpMme
— £ _ = = 191
p na*B’ dp Ke2,u,’ K m, + me ( 9 )

ydonde n=1,2,...,00, /=0,1,...,n—1, m= —/ ..., +/. Incluyendo
espin, ¥ (nlms) = W(nlm)ys.

efr/as
W(1,0,0)(r) = o (192)
0
1

Tag



Mecénica Cuantica(V)

Oscilador armdnico cudntico:

ﬁ—2v2 +imet) o= Fo (194)
2m g x"
Funciones de onda:
1 mw\1/4 _ mux2 mw
Vo) = 5o () &% P ( r,X> (195)
Ha(z) = (—1)7e=* 2 (e*z2> (196)
n a dzn
1
E, = hw <n + 2) = hwn+ Ey, Ey = hw/2 (197)
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Mecénica Cuantica(VI)

mw

a= |5y x+i/mop), al = /mw/2h (x — i/ mwp) (198)

% = 2:7w(aT +a)p=iy/ h”;”(aT —2a) (199)
allny =vn+1|n+1) (200)
alny =+/nln—1). N=a'a (201)
N|ny = n|n). (202)
Na'|n) = <aTN+ [N, aT]) |n) = (aTN+ aT) |n) (203)
= (n+1)a'|n), (204)
fo  hw ~(ah)"
H0) = =10}, |n) = N 0) (205)
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Computacién cuantica y

i Qué es un ordenador cuantico? Los conceptos basicos de QM necesarios
son: qubit, qutrit,...,qudit,quit, superposicién cuantica y entrelazamiento
cuantico.

@ Tradicionalmente en Fisica Clasica localimos una particula con una
posicién bien definida, e.g., en 2d, por ¥ = ai + bj, donde a, b son
niimeros reales definidos (no indefinidos).

e Ejemplo: una particula esta en posicién (3,4) = 3i + 4/.

@ En un ordenador usual, una instruccién eléctrica estd basada en bits,

que son vectores digitales que se obtienen al combinar 0's y 1's, paso
o no de corriente, en una sucesién dada.

@ Parand, ¥ = a161 + - -+ + an€,, ai € R nlmeros reales definidos.

@ El principio de superposicién estad clasicamente permitido como en
mecanica cuantica, solamente que los observables existen incluso si no
miramos los objetos, no como en mecdnica cuantica.
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Computacién cuantica y QM(II)

i Qué es un ordenador cuantico? Los conceptos basicos de QM necesarios

son:

qubit, qutrit,...,qudit,quit, superposicién cuantica y entrelazamiento

cuantico.

En Mecénica Cuantica W € C, y debido a la naturaleza ondulatoria de
la materia y la energia, no hay posiciones bien definidas hasta que no
observamos.

Para z = a + bi, tenemos un qubit
\If:ZOIO>+Zl‘1>,‘ZO‘2+‘21‘2 =1. (206)

Los niimeros complejos no estan bien definidos sino indeterminados
(salvo una fase), pues son esencialmente oscilaciones.

Un estado cuantico puede quedar bien definido si se mide o se prepara
previamente.

Bits clasicos (0,1), trits (0,1,2),...,dits(0,1,...,d-1) son sustuidos por
equivalentes cuanticos indefinidos.
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Computacién cuantica y QM(II1)

@ Segln los postulados mecanocuénticos, mientras no se mide, un
estado cuantido estd en combinacién lineal de todos los estados
intermedios superpuestos posibles. Cuando se mide o se prepara un
estado, cesa esta superposicién por proyeccién del estado a la
“realidad”.

@ Segln los postulados cuanticos, todo estado tiene una probabilidad:

PW)= Y [(..cba|¥)[? (207)

a,b,c,...

En el caso més dramético, tenemos un gato u otro objeto macroscépico en
una caja con un dispositivo cuéntico (e.g., un dtomo radioactivo que
puede o no desintegrarse). O también una novia que nos ama o nos odia,
seglin midamos o no la caja. En tal caso:

V) = Cog |®) + Cp |¥) & 1) =y |#)+Cy [R) (208)

by

Autor (JFGH) 146 /192



Computacién cuantica y QM(II1)

En casos extremos tenemos el quit

) =) ali), > lal* =1 (209)
i=0 i=1
)= wiliy, > wif* =1 (210)

También podemos tener suma de estados discretos y continuos cuanticos
mixtos

mz/wwwm %z/WWWQ (211)
=3 aliy+ / dpd(x) (212)
i=0
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© Relatividad
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Relatividad(l)

La teoria de la relatividad especial estd basada en vectores de cuatro
dimensiones (tetravectores) en su versién mas simple (puede generalizarse
a cualquier dimensién espacial y temporal).

La Relatividad Especial senala que las leyes de la Fisica son invariantes
bajo transformaciones de Lorentz

VX
X' =qyx—vt),y =y, 2 =2, t/:v(t—g) (213)
2
donde v = (1 — % , B=v/c,y c eslavelocidad de la luz en el vacio.
A baja velocidad 5 << 1:
v2 4
~1—-—+40 214
usando la aproximacién binomial de Newton ((1 + x)" ~ 1 + nx):
2 2,2 2
9 v o vimct  mv?
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Relatividad(Il)

Entonces, las variantes SR del momento, energia cinética y energia total,

usando la energfa en reposo Ey = mc? son

p = myv (216)
E.=E—-mc®>=E—Ey=(y—1)mc? (217)
E = myc? (218)

A veces, se introduce el confuso y poco conveniente concepto de masa
relativista

M = my (219)
que es solamente la llamada masa transversal. La masa longitudinal es
M, =~v*M = ~+*m (220)

Es mas natural el concepto de energia desprendida en una desintegracién
radioactiva
AE = AMCc? (221)
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Relatividad(I1)

X = (7 ct) = (x',x%) = (x%, x, x%, x3) (222)
3
X =xte, = Zx“eu = Zx“éu (223)
=0 e

. i E
P=(5,p°) = (p'.p") = (b’ p", P, p°) = (C,p> (224)

3
P = pte, = Zp“e# = Z p'é, (225)
pu=0 I
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Relatividad(IV)

Vemos que el tiempo puede imaginarse como una cuarda coordenada si
x¥ = x* = ct, y la energia es en realidad la cuarta componente del

tetramomento. Adema3s, definimos la masa invariante

Masa invariante

P = p'p, = p* — m*y*c? = —m*c? = —(mc)? (226)

Esto permite clasificar las particulas o sistemas atendiendo al signo de P:

@ Si la masa invariante es cero, tenemos luxones o particulas con v = c,
E = pc.

@ Si la masa invariante es positiva m > 0 (o negativa), P < 0, v < c.
Son los tardiones.

@ Si la masa invariante es imaginaria m=im, P >0y v > c. Son los
taquiones (generalmente no fisicos por lo que se cree no existen).
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Relatividad (V)

El tetravector espacio-tiemo une espacio y tiempo, y el tetravector
momento une momento lineal y energia. También se definen los conceptos
de longitud y tiempo propios:

X = xtx, =x* - ?t? = — 1§ = —c*7? (227)
El tetravector potencia-fuerza une las nociones de fuerza y potencia 3D:

Tetravector potencia-fuerza

F = Fre, = (F°,F) = (F°,F', F?, F?) (228)

dP dE dp dE -
F=2" —(Z Py _ (L F 22
dr 7<cdt’dt> 7<co/t’ ) (229)

donde
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Relatividad(VI)

Tetravelocidad

V=vle, =9(c,v) = —— = (c7,7V) = (. V) (230)

La relatividad especial permite condensar conceptos, produce:
Unién espacio-tiempo.

Unién velocidad de la luz-velocidad.

Unién momento-energia.

Unién fuerza-potencia.

con adecuados factores de conversién. La relacion de dispersion

Relaciéon de dispersion relativista especial

E2 = (pc)® + (mc2)? & E(p,m) = 1/ (pc)? + B2 (231)
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@ Teoria cuantica
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Teoria cuantica(l)

Para solventar el problema de la radiacién del cuerpo negro, Max Planck
introdujo la cuantificacion de la energia, que es el analogo de la teoria
atémica de la materia para la radiacién:

E = hf = hw (232)

Esta hipétesis permite deducir correctamente la [lamada ley de
Stefan-Boltzmann para el cuerpo negro

P=0oT* (233)
usando que

8whf3df >
ur(T)df = - - / ur(T)df = o T* (234)
c3 <e_kBT — 1) 0

donde
270 ké B 2 ké

T 153 GORPC2
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Teorfa cuantica(ll)

En cuantica, toda particula tiene una longitud de De Broglie asociada

h h
A= — — (236)
p  myv
E hf
E=pcep=—=— (237)
c c
Ecuacion de Einstein del efecto fotoeléctrico
1
hf = hfy + E.(max) < hf = W + 5mv2 (238)

donde W = hfy es el trabajo de extracciéon o funcién de trabajo,
E.(max) = eVf es la energia cinética maxima de los electrones, y V¢
es el potencial de frenado. f > f; para que exista efecto fotoeléctrico.
Experimentalmente, el cambio de la intensidad de la luz no afecta a la
energia cinética maxima de los fotoelectrones (pero si la frecuencia),
pero si al nimero de electrones o corriente eléctrica.

\ J
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Teoria cuantica(lll)

El fracaso de los modelos clasicos o semiclasicos del atomo originé la
creacién del modelo mecanocudantico del &tomo. En éste, las particulas son
descritas por funciones de onda o vectores de estado que son generalmente
nimeros complejos. Se satisface la ecuacién de Schrodinger

72

(—V2 + v) U =EV=HU (239)
2m

Para el atomo de hidrégeno, la funcién de onda del estado 1s resulta ser

_r
e

VTag
La Mecanica Cuantica introduje la idea de que el observador altera el
estado de las particulas, y, que, mientras no se observa, la funcién de onda
estad superpuesta sobre todos los estados posibles admisibles. Esto lleva al
concepto de principio de indeterminacion

(240)

Uigo =

W

AxAp > g AtAE > g AAAB > qu, B))  (241)
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Teoria cuantica(lV)

Para particulas subatémicas de tipo fermidnico,
(70 — e Au %) U =0 (242)

En algunas teorias, hipotéticas alin, modernas, se generaliza el principio de
Heisenberg a

h Ap
AxAp><1+a+,3L2 +7L2> (243)
Para el modelo de Bohr del atomo de hidrégeno:
(Kce?)?
E,= 244
2h%n2 (244)
ro = aon’ (245)
1 1
ny N
K h
R:Ry:@_ms 07" =136eV, h=o=  (247)
m
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Teoria cuantica(V)

Estas expresiones se derivan sencillamente de las siguientes hipétesis:
@ lgualar la fuerza centripeta a la fuerza electrostatica de Coulomb.

@ Suponer la cuantizacién de la accién o momento angular
L = mvr = nh.

@ Suponer que en érbitas estacionarias, los electrones no radian ondas
electromagnéticas.

Para dtomos de un electrén, basta hacer el scaling
e? — Ze? (248)

Y para sistemas binarios cuanticos, se puede hacer la correcciéon de la masa

m—s = —rele MM (249)
me + mp my + mo

que consiste en reemplazar la masa por la masa reducida, convirtiendo el
sistema de 2 cuerpos en uno de 1 cuerpo, reducido al centro de masas.
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© Ley de desintegracién radioactiva
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Desintegracion radioactiva

Un sistema que se desintegre, posee al final un nimero de particulas
N = N(t) = Noe ™t = Noe /™ = N2~/ T1/2 (250)

donde A = 1/7 es la constante radioactiva, 7 es la vida media y el periodo
de semidesintegracién es igual a

In 2
Ty = DT — In2r (251)

La rapidez con que se desintegra un nicleo o dtomo (o particula
subatémica inestable) es la actividad

A= Aje M = “2’;’ = Age /T = A2t/ T2 (252)

cuyas unidades son los becquerel (Bq), o desintegraciones por segundo.
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© Matemagia divergente y oscura
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Artes oscuras y matematica(l)

Normalmente, uno pensaria que la suma
o0
S=14+2+3+--=> n (253)
n=1

es divergente y no da un resultado finito. Sin embargo, uno puede recurrir
a ciertas técnicas sublimes matematicas, lo que podriamos llamar artes
matemagicas oscuras, para regularizar o dar un valor finito a esa suma
infinita. Esto puede dar problemas de multivaluacién. Por ejemplo:

S=1+243+4)+B+6+7)+--- (254)
S=1+9+18+27+--- (255)
S—1=9(1+2+3+--+) (256)

S$—1=9S (257)
1
5__§ (258)
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Artes oscuras y matemagia(ll)

Sin embargo, podriamos hacer en su lugar

S=1+4+2+3+4+- (259)
C=1-141-14--C=1-C—C=1/2 (260)
S=1+4+2+3+4+5+6+7+8+ - (261)
—35=-3-6-9—12.-- (262)
—35=1-(2-34+4-54+6—---) (263)
X=1-(2-3+4-5+6—---) (264)
X=1-(1-2+3—4+---)—(1—1+1—1+---) (265)
—35=1—(=35)—C (266)

—65=1-C (267)

S=-1/12 (268)
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Artes oscuras y matemagia(ll)bis

También podriamos usar “tramposamente” la serie

S=1+2+3+4+--- (269)
AS=4+8+124 - (270)
1
—35=1-243-445-6+- 271
(1+1) (271)
S=-1/12 (272)

Parece que es natural (sorprendentemente) que la suma de los naturales
sea —1/12. Usando la funcién zeta de Riemann

o

=> n (273)
n=1

Autor (JFGH) 166 /192



Artes oscuras y matematica(lll)

1—s 1—s
T T2
((s) = ¢(1-5) ( : )5/2 (274)
r(5)m
1 1 2

se tiene que la ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann
proporciona el valor

g(_1):1+2+3+~'=<<2)p(1:(11/););1/z (276)
2 a1 1
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Artes oscuras y matemagia(lll)bis

Este hecho fue también descubierto por Srinivasa Ramanujan

Z /f )dt + Cg + = f +ZB" (k=1)( (278)

y la constante regularlzada de la serie dlvergente

oo

1 B (k-1
Cr=—5f(0) - > o (279)
k=2
= 1
Zl:loo+CR+2 (280)
n=1
y también recuperar el resultado anterior dando —1/12, puesto que
1
Zn—/ tdt + Cg + — 5+ 5 (281)

y donde By son los ntimeros de Bernoulli (By = 0, By = 1/6), y ("

denota derivacion.
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Artes oscuras y matemagia(lV)

Otra manera de obtener finitos es introducir reguladores. Por ejemplo:

> k= (=1)k lim ike—fn (282)

Demostraremos la férmula para k = 1.
PASO 1. Serie geométrica:

N N+1

Y X" = -y (283)

con x = e °.
PASO 2. Uso de serie de Taylor y aproximacién binomial de Newton:
1 1 1
l—e< N = — Q== (284)
—€ 1—(1—6—1—‘22—!—%4-...) e—Sr+ 5+
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Artes oscuras y matematica(V)

! LGS G S PO )
6(1—%4-%2'4- ) 2! 3! 21 3!
(285)
1 1 e & £ 1 €
1—e—€_5(+2_3'+4+ ) *+§+E+ (286)
Y por tanto, aplicando la férmula del Iimite
> d (1 1 d (1
- _Y == -1 287
HE_:I Oe <5> 12 Oe <6> ¢=1) (287)
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Artes oscuras y matemagia(VI)

Nétese que podemos aproximar

“e(iNH)S ~ (N+1) —g(’\’;l)Q (288)
zNjn:— lim a((N+1)€+s(N+l)2>:N(N+1) (289)
o e—0+ Oe 2 2 2
Mas generalmente tenemos un resultado mas poderoso:
Z pke—en — )ka‘z <1> +C(—k) (290)
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Artes oscuras y matemagia(VIl)

Para k = —2 se obtiene que

N

Zn_2:/ln5ds+g(2):51ns5+C(2) (291)

n=1

Para k = —1 se obtiene que

N
» nt=—Ine+¢(1) = ve +In(N) (292)
n=1

Z% =((1) = ve + In(Ne) = 0 (293)

Es poco conocido que una suma infinita puede regularizarse a valores
finitos, aunque el punto es que no una una regularizacién dnica. Sin
embargo, hay regularizaciones mas “naturales” que otras, en el sentido que
pueden producir interpretaciones fisicas o matematicas profundas que una

regularizacién arbitraria no tendra en general.
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Contenido

@ Consideraciones cuénticas oscuras
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Densidad cuantica y materia oscura

La densidad de energia cuantica es formalmente
E hf hc mic

PESVT BT 10T R (208)

Un campo de materia oscura arménico universal podria tener la forma

20dm . mc?
U(x, t)= 2 [ —t 295
(x,6) = 220 s (2 (7 (295)
Si pdm ~ 0,4GeV /cm?. Dimensionalmente la amplitud es
2GNpdm h

= = \/2G, 296
A w2z mc? NP/ (296)

También es posible la expresion

©(x, t) = o cos (2 fgmt + Odm) (297)
y donde
E mc?
f m=-—=— 2
dm =7 = (298)
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Densidad cuantica y materia oscura(ll)

Una fascinante posibilidad es que haya interacciones superdébiles de
neutrinos esencialmente sin masa, oscuros, dando interacciones residuales
a lo Van der Waals

1\? G2 1
_ . 2 F
Vee = (2 sin @W + 2> Rﬁ (299)
tal que
Gr=1,17-107° (GeV) ? 13 (300)
Notese que para el campo de Higgs
—-1/2
vo = (V2Gr) " =~ 246Gev (301)

es el valor del campo en el vacio de nuestro Universo observable. Para un
campo cuantico
1 . dPk hwy
0[H|0) = = [ dPx(0[T1? 2o_v/ 302
OH0) = 5 [ aPxi+ (Vo)) = v [ S5 (@0

con & = 0.
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@ Ondas gravitacionales: una introduccién
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Ondas gravitacionales: lo basico

@ En electromagnetismo, la radiacién electromagnética se produce por
la presencia de cargas eléctricas aceleradas.

o Similarmente, en gravitacién, la radiacién gravitacional se produce por
masas aceleradas. Mas precisamente, las ondas gravitacionales se
producen por la variacién temporal de momento cuadrupolar de masa.

@ Esto es debido al hecho de que la conservacién de la masa evita la
radiacién gravitacional monopolar, y la radiacién gravitacional dipolar
(el analogo electromagnético si existe no nulo) tampoco existe por la
conservacién del momento.

@ El denominado momento cuadrupolar es el origen de la radiacién
gravitacional. Se esperan fuentes astrofisicas de diferente tipo:

e Ondas gravitacionales continuas de palsares y el fondo estocastico.

e Ondas gravitacionales no continuas, por ejemplo de sistemas
coalescentes binarios compactos, o de bursts de ruptura de cuerdas
césmicas, defectos topoldgicos, transiciones de fase, explosiones de
supernovas,. . .
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Ondas gravitacionales: lo basico(ll)

Para sistemas binarios, con componentes puntuales, las formas de ondas
adopta una forma seductivamente simple

h(t) = Acos ®(t) (303)
C2A0GMYB (o P
=20 (5w (304

G es la constante gravitacional, ¢ es la velocidad de la onda gravitacional
y velocidad de la “luz”, r es la distancia luminosidad al sistema binario y
Pgv es el periodo de la onda gravitacional. La masa chirp es

(Ml M2)3/5

M =)

Ademas, ®(t) es la fase de la onda gravitacional, y representa el ciclo de la
onda en un detector, permitiendo el seguimiento de la amplitud de la onda

t dt/
P(t) =9 —|—27r/ —_—
) ° 0 Pew(t)
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Ondas gravitacionales: lo basico(lll)

Para ondas gravitacionales de un sistema binario de 2 estrellas de
neutrones en nuestra galaxia, se tiene

A—102(-M PN (Pe T (307)
N 1,22M,, 8 kpc 103 s

Las ondas gravitacionales transportan energia y momento angular, de
forma que un sistema binario perdera distancia, aumentara frecuencia, en
el transcurso del tiempo, hasta la coalescencia. Las ondas gravitacionales
tienen 2 estados de polarizacién (al menos, si uno se restringe a la teoria
gravitacional relativista minima, la relatividad generalizada). Ademas,

53 8 3/8
Pgw(t) = | Py — gkt (308)
donde Py es el periodo inicial, y
96 GM\ 3
k=~ (2m)%/3 <C/;/l> (309)
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Ondas gravitacionales: lo basico(IV)

La relacién del periodo y frecuencia orbitales keplerianos con el periodo y
frecuencia de la onda gravitacional es

Porb(t) = 2Pgu (t) (310)
faw (t) = 2fomp(t) (311)

El factor 2 puede entenderse como el hecho de que el orden del momento
multipolar mas pequeno para la radiacién gravitacional es el cuadrupolar
(o segundo orden), aunque también puede verse como el hecho de que el
espin de los hipotéticos gravitones es dos. Recordemos que para un
sistema binario, la tercera ley de Kepler da

) 2
G(M; + My) = <P7Tb> R® (312)
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@ Astrofisica y Cosmologia elemental
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Astrofisica basica(l)

El Universo conocido observable tiene una masa del orden de

2 -10°%kg y un radio de 100Ym = 10%6m.

Las estrellas generalmente tienen una clasificacién espectral
OBAFGKM. El sol es una estrella de tipo G.

Las estrellas pueden ser menos masivas y frias, como las enanas rojas
de tipo M, o ser gigantes azules como las de tipo O.

La luminosidad de una estrella se mide en vatios, pero en el estudio
astrondémico de las estrellas se introducen las llamadas magnitudes
aparentes y absoluta m, M, relacionadas por

d(pc)
10

Las galaxias también se clasifican en diversas categorias. Por
morfologia:

e Galaxias elipticas.

o Galaxias espirales.

o Galaxias irregulares.

m — M = 5log,, (313)
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Astrofisica(ll). Cosmologia

Por tamaiio, las galaxias pueden ser normales, enanas o grandes. Y
también pueden tener brazos y una estructura barrada. El movimiento de
las galaxias sugiere que hay materia no visible que no podemos observar
electromagnéticamente. Es la denominada materia oscura. Ademas, desde
1998, se sabe que el Universo se expande de forma acelerada como
consecuencia de una substancia que se ha denominado energia oscura.
Las mediciones del desplazamiento Doppler

Af v AN v

— =, —— = (314)

f c’ A c

y se observa que salvo las galaxias ligadas gravitacionalmente, la mayoria
de las galaxias se alejan unas de otras. Se tiene asi la ley de Hubble

v = HoR \ (315)

Ho ~ 70km/s/Mpc, ty=-—=—7 (316)
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Cosmologia(ll)

El principio cosmolégico enuncia que el Universo es igual por todas partes
(existe una versién descartada llamada principio cosmoldgico perfecto que
sefialaba que no solamente era igual en todas partes, sino en todos los
momentos del tiempo). La Teoria del Big Bang postula que el Universo
pasé por una fase muy caliente y pequefia que se expandié y se enfrid. La
Teoria del Big Bang caliente tiene un nimero independiente de evidencias
confirmadas. Como base de la Teoria del Big Bang se tiene al Modelo
Estandar de Fisica de particulas subatémicas y al Modelo Cosmolégico
Estandar LCDM dado por la Teoria General de la Relatividad. Las
evidencias son:

Medidas del fondo césmico de microondas y sus anisotropias.
Estructura a gran escala césmica y simulacién computacional.
Medidas de supernova tipo IA.

Medida de la antigliedad de ctiimulos globulares.

Bullet Cluster.

Curvas de rotacién de galaxias espirales y dispersion de velocidad en

galaxias elipticas.
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Cosmologia(lll)

@ Se especula que en el principio del Universo, todas las fuerzas
fundamentales estaban unificadas.

@ Poco después del “principio” del tiempo, ocurrié una fase de inflacién
0 expansion exponencial cdsmica.

@ Luego se formaron los hadrones, se produjo la separacién de los
neutrinos(y creacién de su fondo césmico), y tras varias transiciones
de fase, a los 3 minutos, se forman los nicleos atémicos.

@ Cuando el Universo tenia 380000 anos, se produjo la creacién de los
atomos de hidrégeno, helio y litio primordiales, y la formacién del
fondo césmico de microondas.

@ Tras cientos de millones de afios, y tras la formacién y desaparicién de
las primeras generaciones de estrellas, se formaron las galaxias hasta
el tiempo presente.
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Cosmologia(1V)

Para conocer el destino del Universo, sabiendo que la gravedad ralentiza el
Universo Y la energia oscura lo acelera, es necesario conocer la llamada
densidad critica

M
Pc = e
El Universo puede ser plano (es lo que se observa), o podria tener una
pequefia curvatura positiva (tipo esfera) o negativa (tipo silla de montar).
@ Actualmente, el modelo LCDM indica que la energia oscura domina la
expansion del universo (aceleracién positiva en un universo tipo
Friedmann-Robertson-Walker).

~ 10" kg/m? (317)

El universo parece ser espacialmente plano.
Las particulas de materia conocidas son leptones y quarks.

Las particulas de campo o fuerza conocidas son el fotén, los bosones
W'y Z, el bosén de Higgs, los gluones y el hipotético graviton.

®© 6060

La materia visible del universo es solamente un 5% de éste al parecer.

El resto del Universo es oscuro. Podria existir un Multiverso.
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@® La Tierra y la atmésfera
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Geologia(l)

La Tierra tiene 3 capas:

Corteza.

Manto. Parte superior, cuya parte mas superficial se llama litosfera.
Astenosfera es la parte media, y luego estd el manto interior.

Nicleo. El nicleo exterior se cree fundido de hierro y niquel. El nicleo
interior se cree sélido de hierro y niquel.

Las placas terrestres se mueven, de acuerdo a la teoria de la deriva
continental.

Las placas flotan por isostasia.

Los terremotos se producen por movimientos bruscos de las placas,
que hacen vibrar o romperse éstas.

Las ondas sismicas son generalmente de dos tipo: P(longitudinales) y
S(transversales).
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Geologia(ll)

La atmésfera terrestre se extiende hasta unos 500 km y el espacio exterior
en una serie de capas:

Troposfera.
Estratosfera.
Mesosfera.

Termosfera.

lonosfera incluye las capas mesosfera y termosfera.

La presién cambia por la altura mediante p = p(h) = poe k.
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@ Circuitos eléctricos basicos
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Circuitos(l)

Los 3 elementos de circuitos mas simples son
@ Resistencias. R. Unidades € (ohmios).
e Condensadores (capacidades). Unidades F (faradios).
@ Inductores (inductancias).

Un circuito RC tiene una carga
Q = Qe t/RC (318)

donde RC = t,. es la constante de tiempo del circuito RC. La ley de Ohm

es
V=IR (319)

y la ley de Joule da la disipacién de energia en un circuito, mediante

P=1IV=PR=V?R (320)
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Circuitos(II)

Hay varios tipos de resistencias (resistores, redstatos, termistores),
condensadores e inductancias. Para corrientes eléctricas, |la corriente es

AQ
=5 (321)
| = nAev (322)

donde v es la movilidad de los electrones o cargas. La densidad de
corriente seria J = //S = neV. Para conductores usuales, la resistividad es

A—LR, en Q-m (323)

Un superconductor es un sistema que a cierta temperatura no ofrece
resistencia al paso de corriente eléctrica. Un superfluido es un fluido que a
cierta temperatura no posee viscosidad. La energia que almacena un
condensador es

p:

_Qv_ v @
2 2 2C
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