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6 CAPITULO 1. PHYSICS/FISICA

1.1. Meétodo cientifico

1.1.1. Fundamentos del método

(Qué es el método cientifico? En este curso tomamos como definicién la siguiente:

Es un PROCEDIMIENTO para la adquisicion, organizacion, comprobacion y conservacion (preser-
vacién) del CONOCIMIENTO. Esti basado en la INTUCION, la LOGICA, el PENSAMIENTO, la RAZON
Y LA EXPERIENCIA.

En cualquier momento, dicho procedimiento o método comunica o es capaz de comunicar sus resultados, de
forma que se revisan y corrigen los posibles ERRORES.

La correccidn de errores y de los resultados (o del método) requiere la REPRODUCIBILIDAD y COMPRO-
BACION DE LOS DATOS o conclusiones de forma INDEPENDIENTE.

En cualquier momento del proceso puede producirse la PUBLICACION Y COMUNICACION DE LOS RE-
SULTADOS EN FORMA DE DATOS, o DESCUBRIMIENTOS, Y/O MODELOS/TEORIAS/LEYES/PRIN-
CIPIOS, incluso AXIOMAS en Matematicas, O BIEN nuevas hipdtesis o CONJETURAS.

En su versién moderna, comenzé con Galileo Galilei: “(...)Egli ¢ scritto in lingua matematica(...)”
El método cientifico utiliza las Matematicas desde entonces pero se fundamenta en la observacién de la Na-
turaleza, los fendmenos naturales, las regularidades y anomalias que en ellos se producen. Estd originado por la

CURIOSIDAD.

En general, podemos considerar que el método cientifico estd formado por una serie de etapas o pasos. A
saber:

1. OBSERVACION DE LOS FENOMENOS NATURALES, sus PATRONES LOGICOS/TE()RICOS y
las anomalias en los mismos.

= 2. ELABORACION DE HIPOTESIS CIENTIFICAS, por inferencia o induccién 1égica, en ocasiones por
pura intucién o sentido comun, que se pueden comprobar/verificar o refutar/invalidar, mediante SIMU-
LACIONES COMPUTACIONALES Y TEORICAS (en ordenadores, computadoras,...),mediante “expe-
rimentos mentales”/“thought experiments”/gedanken experiments.

= 3. Disefio y REALIZACION DE EXPERIMENTOS CIENTIFICOS, que nos proporcionan DATOS expe-
rimentales en laboratorios. Los datos son habitualmente NUMEROS (cantidades) y las magnitudes fisicas
de los datos son PROPIEDADES(cualidades) que pueden ser medidas o cuantificadas.

= 4. ANALISIS E INTERPRETACION DE LOS DATOS EXPERIMENTALES mediante pensamiento 16-
gico, matematico y razonado o intuitivo. Esto nos lleva a la refutacién/invalidacion de la/s hipétesis o la
COMPROBACION/VERIFICACION de la/s hipétesis o conjeturas.

= 5. ELABORACION DE UN MODELO.

= 6. FORMULACION DE UNA TEORIA.

= 7. ESTABLECIMIENTO DE LEYES Y PRINCIPIOS.
= 8. ENUNCIADO DE AXIOMAS Y POSTULADOS.

Comentario: Los pasos o etapas del método cientifico no siguen necesariamente el orden anterior. Por
ejemplo, uno puede comenzar con una teoria y estudiar posibles nuevos fendmenos a observar en vez de elaborar
la teorfa a partir de la sintesis de unos fenémenos u observaciones.
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1) Una conjetura es un modelo incompleto, o una analogia (comparacién) con otro dominio. Ejemplos: el
llamado desplazamiento hacia el rojo cosmolégico estd causado por la luz que pierde energia cuando viaja a
través del espacio (conjetura de la “luz cansada”), las leyes de la Fisica son constantes en el tiempo y el espacio
en todo el Universo (hipdtesis de universalidad o uniformizacion), las especies evolucionan a estadios superiores
(evolucidn).

2) Una hipétesis (o conjetura verosimil) es un modelo basado en todos los datos de un determinado do-
minio, sin contraejemplos e incorporando una nueva prediccién que debe ser validad por hechos empiricos o
experimentales (o bien l6gico-formales en un sistema axiomatico usado en las Matematicas). Ejemplos: el enve-

29 (13

jecimiento mental puede ser retrasado mediante el uso del “dsalo o piérdelo”, “el desplazamiento hacia el rojo
es un desplazamiento Doppler”.

3) Una teoria es una hipétesis refrendada o validada con al menos un dato, idea o prediccién no trivial.
Ejemplos: relatividad, Cosmologia del Big Bang, teoria de la Evolucioén, teoria cinético-molecular, teoria del
caos,....

4) Una ley es una teorfa que ha recibido validacion en todas las posibles ramificaciones y formas, y que es
conocida y valida hasta cierto nivel de exactitud o aproximacién. Ejemplos: Mecdnica newtoniana, gravitacion
universal, ley de Henry, leyes de la Termodindmica.

5) Un principio es una ley verificada que usamos, sin demostrar, en la deduccién de nuevas hipétesis o con-
jeturas, de nuevos fenémenos, por el método 16gico-mateméatico-formal.

6) Un axioma es una regla matemdtica aceptada como universalmente cierta o verdadera. Ejemplo: la pro-
piedad conmutativa de la suma, la propiedad distributiva, la existencia de un elemento neutro, el axioma de
eleccidn,. ..

7) Un modelo es una representacién o “imagen”, o aproximacién simplificada, simplificacion de un sistema
(real o imaginario) que usamos para explicar su funcionamiento real (fisico) o virtual (imaginario). Ejemplos:
Modelo Estandar, Modelo Cosmolégico Estandar, Modelo de Capas, Modelo de Bolas, Modelo de Cuerdas, Mo-
delo de Thomson, Modelo de la particula puntual. ..

8) Ciencia es cualquier drea del saber que usa el método cientifico (y no un suceddneo) para obtener conoci-
miento. jRechaza imitaciones! No son ciencias ni la Astrologia (si lo es en cambio la Astronomia), ni la religién,
ni sectas como la Cienciologia y muchas otras “pseudociencias”. Atencién: esto no significa que la Ciencia pue-
da explicarlo todo, ni que ésas otras dreas de la Humanidad como la Religién, la Mitologia, o la supercheria no
puedan tener aplicaciones, en ocasiones bastante terribles. Generalmente las ciencias se dividen en exactas o
naturales e inexactas o sociales (aunque es una division algo ad hoc y tal vez obsoleta ya en los tiempos en que
vivimos, cada vez mas matematizados).

1.1.2. Normativas de seguridad. Pictogramas de laboratorio

En todo laboratorio hay unas normas de seguridad que hay que aplicar para evitar accidentes o peligros
mortales. Es similar a un trabajo con riesgo por lo que hay legislacién al respecto. Ademads, internacionalmente,
hay unos pictogramas de laboratorio que advierten de diferentes peligros a sustancias o situaciones.

A continuacion una seleccion de pictogramas usuales en la vida cotidiana y los laboratorios/trabajos usuales
(hay més que estos, como ejercicio pueden buscarse otros pictogramas):
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Radiacion Laser

Materias Tdxicas

Materias Comburentes

Materias Corrosivas

Radiaciones No
lonizantes
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En determinadas
condiciones, incluso sin
presencia de oxigeno,
la sustancia puede
detonar o, bajo un calor

Gases a presion en un recipiente (gases comprimidos, licuados o disueltos).
bombonade | Algunos pueden explotar con el calor. Los licuados refrigerados pueden
gas producir quemaduras o heridas relacionadas con el frio, son las llamadas
quemaduras o heridas criogénicas.
Toéxicos: susiancias y preparados que, por inhalacion, ingestion o
% Calavera con | penefracion cutanea en pequefias cantidades producen efectos adversos
tibias para |a salud, Pueden provocar nauseas, vomitos, dolores de cabeza,
pérdida de conocimignto e, incluso, la muerte.
. Corrosivos: Pueden causar dafios irreversibles a la piel u ojos, en caso de
ﬂ Corrosion contacto o proyeccion.
Producen efecios adversos en dosis altas. También pueden producir
Exclamacién | irritacion en ojos, garganta, nariz y piel. Provocan alergias cutaneas,
somnolencia y vértigo.
Pueden ser. Cancerigenos (pueden provocar cancer); Mutagenos (pueden
Xn Nocives Beli | modificar €l ADN de las células); Téxicos para la reproduccion; Pueden
Xi Iritantes g | modificar el funcionamiento de ciertos 6rganos, como el higado, el sistema
nervioso, efc_, provocar alergias respiratorias o enfranar graves efectos
sobre los pulmones..
Peligroso para el medic ambiente: presentan o puedan presentar un
Medi peligro inmediato o futuro. Provocan efectos nefastos para los organismos
amhie|:le del medio acuatico (peces, crustaceos, algas, ofras plantas acuaticas, etc.).
Simbolo en el que no suele existir la palabra de advertencia pero, cuando
existe, es siempre: “Atencion”
E E
Explosivo: Comburente:

Productos quimicos
que en contacto con
sustancias inflamables
producen una
reaccion fuertemente

intenso, explotar. exotérmica.

F+ F

By Facilmente inflamable:
E 2 Productos que pueden
inflamable:

Sustancias que

a temperatura y
presién normales son
inflamables con &l aire.

inflamarse con aire a
temperatura ambiente o
s6lidos que gquemen con
un contacto breve con
una llama.

T+

Muy téxico:
Productos que por
inhalacion o ingestion
en cantidades muy
pequenas pueden
producir efectos graves
0 Cronicos.

T

Toxico:

Productos que por
inhalacion o ingestion
en cantidades pequefias
pueden producir efectos
graves o Cronicos.

Xn

Nacivo:

Productos que por
inhalacion, ingestion

0 penetracion cutanea
pueden producir efectos

Xi

Irritantes:

Productos que en
contacto con la piel
o la mucosa pueden
producir una reaccion

graves o Cronicos. inflamatoria.
C N
Corrosivo: Peligroso para el

Productos que en
contacto con tejidos
vivos, como la piel
humana, destruyen el
tejido.

medio ambiente:
Sustancias que pueden
producir un efecto
nocivo al medio
ambiente.
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1.1.3. Instrumentos de laboratorio

Un laboratorio de Fisica hoy dia es muy variado, ademds de poder ser también virtual. Instrumentos posibles
de medida: telescopio, microscopios (incluso los electrénicos), mandmetro, barémetro, teslémetro, multimetro
digital, balanzas, osciloscopios, material de Electrénica y circuiteria, klystrons, termémetros, calorimetros, cro-
németros, cintas métricas, calibradores, y otros varios son instrumentos usuales y populares en los laboratorios
de Fisica convencionales. En los laboratorios de Quimica, también en los usuales, podemos encontrar probe-
tas, mecheros Bunsen, pipetas, matraces, reactivos quimicos, ...Este dibujo ayuda a entender la tipologia de
materiales en laboratorios de Quimica:

Probetas
Erlenmeyer
Gradilla
con tubos Vaso de &
de-ensap precipitado o & Matraz de

fondo redondo

Termametro

e v e

Vidrios de relgj Mortero Capsula de
parcelana

Espatula
Pinza de soparte e
0 h PFinza
v rejilla de de madera

Tripode
amianto Mechero Bunsen Doble nuaz

( y
F> Bureta
-
Matraz Embuda Fipata Embuda
aforado A de Gibson s

. §

Cuentagotas
Balanza r

Pinza con nuez

-

Soporte
¥ aro con nuez

1.2. Herramientas fismaticas

La Fisica usa las Matematicas como su lenguaje formal, aunque no es reducible solamente a éste. La Fisica
tiene diferentes dreas con interseccién mutua no vacia en varios casos. Una lista no exhaustiva es la siguiente:

= Mecdnica. Puede ser Mecdnica de particulas y sistemas. Mecéanica de fluidos y campos son lo que junto a
la de particulas forman la Mecdnica clésica.

= Astronomia, Astrofisica y Cosmologia. La Radioastronomia, neutrinologia y otras ramas recientes como
la astronomia de ondas gravitacionales o de rayos césmicos estdn incluidos aqui.
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= Mecanica Cuantica.

» Optica.

= Fisica de ondas.

= Geofisica.

= Fisico-Quimica.

= Fisica bioldgica/Bioffsica.

= Fisica de los sistemas complejos.

= Fisica no lineal.

= Electrénica.

= Electromagnetismo (parte de la Mecanica Cl4sica).
= Termodindmica.

= Fisica relativista.

= Fisica matematica o fisica tedrica.

= Mecdnica estadistica.

= Fisica nuclear y de particulas (altas energias).
= Fisica atémica.

= Fisica molecular.

= Espectroscopia.

= Radiofisica.

» Teoria de (super)cuerdas y p-branas.

= Relatividad General.

Del estudio del movimiento se encargan dos partes de la Fisica: la Cinematica y la Dindmica. Juntas forman
la Mecdanica Clasica de particulas y sistemas de particulas. El modelo de la particula puntual es usado habitual-
mente en Fisica. Aunque hoy dia se pueden usar otros modelos (cuerdas y membranas) hasta cierto punto de
sofisticacién y entendimiento.

1.2.1. Magnitudes, dimensiones, y sistemas de unidades: S.I., C.G.S, y otros.

Magnitudes

En Ciencia, se llama magnitud a todo aquello que se puede medir. No toda variable matemética o fisica
es necesariamente una magnitud a priori. Ademads, una magnitud, incluso aunque sea medible y cuantifi-
cable, puede NO ser directa o indirectamente observable. Observabilidad no equivale a medibilidad.
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Tipos de magnitudes

Las magnitudes pueden estar cuantificadas solamente por un nimero. En tal caso se habla de magnitudes
escalares. También se pueden definir aquellas magnitudes orientables, llamada magnitudes vectoriales.
Mais alld de los vectores existen magnitudes tensoriales (multidireccionales), de tipo polivectorial/multi-
vectorial, multiforma/poliforma y de tipo (super)(hiper)complejo (espinores, superespinores, twistores,
supertwistores, hipertwistores, superhipertwistores,. . . ).

Los tensores son generalmente tablas, cubos/prismas, hipercubos/hiperprismas de niimeros con ciertas
propiedades. Cuando a cada punto en un “espacio” abstracto o espacio “target” se le asocia un nimero,
vector, tensor,. .., hablamos entonces del concepto de campo escalar, vectorial, tensorial, ...Existen
diferentes clases de nimeros: naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, imaginarios, comple-
jos, cuaternidnicos, octonidnicos (de Cayley), de Grassmann (nimeros cldsicos anticonmutativos o
c-nimeros), nimeros p-adicos, nimeros adélicos (idélicos), nimeros surreales, nimeros transfinitos, y
algunos otros. Los campos ¢(X) son generalmente un functor (o incluso un functor de alto orden) entre
categorias: ¢ : X — Y, cony = ¢(X).

En el afio 2019, se redefinieron las unidades del S.I. en busca de una mejor y mayor precisién, también para
resolver algunos problemas relacionados con la Metrologia y las medidas de ciertas cantidades y magnitudes
fundamentales o bésicas. Las magnitudes fundamentales o basicas pasaron en 2019 a estar definidas en base a
una “constante fundamental universal”. Se eligieron las 7 cantidades o constantes siguientes:

» La velocidad de la luz en el vacio (¢).
s La constante de Planck (h).

= La frecuencia de la radiacién de la transicion hiperfina del estado fundamental no perturbado del dtomo
de Cs-133 (Af(Cs — 133)).

s La constante de Boltzmann (kp).

= La carga eléctrica elemental del electron (e).

= La constante de Avogadro (Nga).

m La eficacia luminosa K4 de la radiacién monocromatica de 540 T Hz.

La constante de Planck 4, y la velocidad de la luz en el vacio ¢, son ambas propiamente constantes funda-
mentales que definen propiedades cudnticas y espacio-temporales que afectan a todas las particulas y campos
en todas las escalas y entornos. La carga elemental del electrén e, corresponde a la fuerza de acoplamien-
to de la fuerza electromagnética mediante la cantidad adimensional denominada constante de estructura fina
@ = €2/2ceph = €*/4nticey = Kce?/hic. La constante de estructura fina varia con la energia segun la ecuacién
del (semi)grupo de renormalizacién. Algunas teorias predicen que la constante de estructura fina puede variar en
el tiempo. Los limites experimentales sobre la mdxima variacién son sin embargo tan bajos, que para propdsitos
estandar cualquier efecto puede ser despreciado. La constante de Boltzmann corresponde al factor de conversion
entre temperatura y energia. En Fisica Estadistica y teorfa cinética, la constante de Boltzmann conecta la entropia
con el nimero de microsestados accesibles mecanocudnticos mediante S = kg In Q. La frecuencia A f(Cs — 133)
corresponde a la frecuencia de la transicién de los niveles hiperfinos del nivel fundamental no perturbado a su
primer estado excitado del 4&tomo de Cs-133 (de cardcter atdmico, puede ser afectado por el ambiente, pero la
transicion subyacente es suficientemente estable para considerarse de frecuencia fija). La constante de Avogadro
corresponde al factor de conversion entre la cantidad de sustancia y el nimero de entidades o particulas, y final-
mente la eficacia luminosa K., de la radiaciénde 540 THz es una constante técnica que da una relacién numérica
exacta entre las caracteristicas puramente fisicas de la potencia radiante que estimula un ojo humano en vatios
W, vy su respuesta fotobiolégica definida por el flujo luminoso debido a la respuesta espectral de una observador
estandar, medido en limenes /m, a una frecuencia de 540 THz.
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Magnitudes base en el S.1.

Se define el S.I. como el sistema de unidades en el que hay las siguientes 7 unidades base definidas en funcién
de factores de conversién con las 7 constantes fundamentales anteriores: tiempo, longitud, masa, intensidad de
corriente eléctrica, temperatura absoluta, cantidad de sustancia e intensidad luminosa. Se relacionan con las
constantes fundamentales en el S.I., de la forma siguiente (el S.I. es el sistema métrico en el que se definen las
siguientes constantes fundamentales y magnitudes bésicas):

Tiempo(Time)

Tiempo es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es 7. La unidad base es el segundo, definido
como 9192631770 ciclos de la radiacion de la transicién hiperfina no perturbada fundamental del 4tomo
de cesio-133. Matemadticamente:

A - 133 192631770

= 1.1
9192631770 g Av(Cs —133) (LD

Longitud(Length)

Longitud es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es L. La unidad base es el metro definido
como la distancia que recorre la luz en 1/299792458 segundos. Equivalentemente, se define como el
valor numérico fijo de la velocidad de la luz en el vacio, expresando la velocidad en metros por segundo,
y el segundo definido relativo a la definicion de la frecuencia A(Cs — 133). Esto da como valor exacto
¢ = 299792458m/s, mientras que la longitud del metro queda definida en funcién de ¢ y de Af(Cs —133)
como sigue:

c 9192631770 c c
- - ~30,663319—— < 12
"= 299792458° T 299792458 Af(Cs — 133) Af(Cs— 133) (1.2

Masa(Mass)

Masa es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es M. La unidad base es el kilogramo definido
usando la constante de Planck & = 6,62607015 - 1073* como fija en unidades de J - s 6 J/Hz, o bien
kg - m*/s. Esto da como valor exacto de un kilogramo:

2
_ h S 299792458 hAf 14755214 1040hAsz
6,62607015 - 1034 m?>  (6,62607015 - 10734)(9192631770) ¢? &

(1.3)

lkg

Intensidad de corriente eléctrica(Electrical current intensity)

Intensidad de corriente eléctrica es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es /. La unidad base
es el amperio A definido usando la constante definida por la carga elemental del electrén Q(e) = e =
1,602176634 x 1071°C (1C = 1A - s5) como fija. Entonces, el amperio se define mediante el factor de
conversion:

e -1 eAf(Cs—133)

A= st= ~ 6,789687 - 10%eA fc,
1,602176634 x 1019 (1,602176634 x 10-19)(9192631770)

(1.4)
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Cantidad de sustancia(Amount of substance)

Cantidad de sustancia es magnitud base del S.I. Su simbolo dimensional es n. La unidad base es el mol
(mol), definido como la cantidad de sustancia que contiene exactamente una cantidad igual a la constante
de Avogadro Ny, fijada al valor Ny = 6,02214076 - 102 mol™!. De aqui, un mol se define mediante el
factor de conversion siguiente:

_6,02214076 - 10%

1mol
Ny

(1.5)

La cantidad de sustancia es una medida del nimero de entidades elementales en cualquier pedazo de
materia. Puede ser de 4tomos, moléculas, iones, electrones o cualquier otra particula o grupo de particulas
que se especifique.

Temperatura absoluta(absolute temperature)

Temperatura absoluta es una magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es 7 6 ®. La unidad
base es el grado kelvin K definido usando la constante de Boltzmann, expresada en J/K como kg =
1,380649 - 10723 como fija, o bien en unidades dimensionales del S.I. como kg - m? - s> - K~!. Entonces,
el kelvin (grado kelvin) se define mediante el factor de conversion:

1,380649 - 10723 1,380649 - 10723 hA hA
== kg-m?- 52 = i S« 22666653 21Cs
kg (6,62607015 - 10-34)(9192631770) kg kg

(1.6)

1K

Intensidad luminosa(luminous intensity)

| r

La intensidad luminosa en una direccién dada es una magnitud base del S.I. Su simbolo dimensional es
I;, o también I, 6 /. La unidad base de intensidad luminosa es la candela cd, definida como la cantidad
que, tomando como valor numérico fijo la eficacia luminosa de la radiacién monocromatica de frecuencia
540THz, K.4, ésta es 683 expresada en unidades de limens por vatio, Im - W1, 0 bien en candelas por
estereoradidn entre vatio cd - sr- W', o también cd - sr - kg~' - m™? - 53, donde el kilogramo, el metro,
el segundo se definen mediante las constantes £, ¢, A fcs. Con esta definicidn, tenemos que la candela es
igual, usando K 4, h, ¢, Afcs a:

Keakg-m* Keah - [Afes)?

_ - ~ 2,61483010 x 109K 4h[Afcs )
683 53-5r  (6,62607015 - 10-34)(9192631770)2683 ahlAfcs]

led

1.7

En el sistema C.G.S. o cegesimal, la unidad fundamental de longitud es el centimetro y la de masa es el
gramo. Se mantiene el resto de unidades basicas en general. La dina es la unidad de fuerza, siendo el producto
de 1 gramo por lcm/s* (galileo), dicha unidad de fuerza (1 dina). En el sistema técnico, el kilogramo-fuerza o
kilopondio es la unidad de fuerza, manteniéndose el resto de unidades también en general.

Dimensiones fisicas, otras unidades y ecuaciones de dimensiones

A continuacion una lista amplia de magnitudes (basicas y no basicas o derivadas), junto con dimensiones
fisicas y otras unidades:

= Longitud L, metro, 1A=10"% o angstrom, 1 pc o parsec=3,26afios-luz (lyr)=3,086 - 10~ 9%, unidad
astronémica (1UA = 1,496 - 10“m), milla, milla ndutica, pulgada,. ..

= Masa M, lutm = 9,8kg, 1g = 10~kg, 1u ~ 1,66 - 10~*"kg.
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= Tiempo T': afos, décadas, lustros, siglos, milenios, Gyr, Myr,. ..

= Intensidad de corriente eléctrica A (mA,...)

= Temperatura absoluta ®, kelvin K. Otras: grados oemer, grados celsius, grados rankine, grados fahrenheit.
» Intensidad luminosa /,: candela.

= Cantidad de sustancia o materia n: el mol.

= Angulo plano 6 (adimensional): radianes (rad). También: grados sexagesimales °C, gradianes (grados
centesimalese). 2nrad = 360° = 4008.

= Angulo s6lido Q: estereoradian (sr).

= Superficie: L?. Metros cuadrados. Hectdreas ha. 1ha = 100a = 10000m?* = 100dam® = 1hm?.
= Volumen: L3. Metro ctibico. Relacionado con capacidad: 1L = dm?, 1m® = 1kL, 1mL = lcm?.
» Densidad (voltimica) de masa M/L3.

= Densidad (superficial) de masa M/ L.

» Densidad (lineal) de masa M/L.

= Densidad (volimica) de carga Q/L*. Q=IT.

= Densidad (superficial) de carga Q/L*>.Q=1IT.

= Densidad (lineal) de carga Q/L. Q = IT.

» Densidad de particulas (por volumen, superficie o longitud, respectivamente): L=3, L=, L.
» Velocidad L/T = LT~!. m/s 6 km/h 6 m.p.h.(anglosajones).

» Aceleracién: LT 2. m/s*. Los galileos o gal 1gal = lcm/s>.

» Jerk: LT3,

= Absement/absition: L- T = L/T~! (m/Hz).

= Velocidad angular: T~!. rad/s 6 r.p.m.

» Frecuencia: hertzios 7~! (vueltas por segundo, c.p.s.). 1Hz = 157\

= Aceleracién angular: rad/s*. Dimensiones 772,

» Fuerza: IN = lkg - m/s*, newton N. Otras: dina 1dina = 107N, kilopondio o kilogramo-fuerza lkp =
9,81N. Dimensiones: MLT 2.

» Cantidad de movimiento, momento lineal, impulso: p = mv, MLT™ !,
= Momento de una fuerza M = Fd, ML>*T~2. INm.

= Trabajo o energia: W = Fd, ML’T %.1kg - m*> - s> = 1J, julio. Otras: foes, IFOE = 103'erg, ergios
1J = 107ergs, 1kWh = 3,6MJ, 1eV = 1,602 - 1071°J ~ 160zJ.

= Momento de inercia ML?.
= Momento angular ML>T~!.
» Potencia ML*T73. Vatio: 1W=1J/s. 1 C.V.=735,4W.

» Presion ML~ 'T72.S.1.: 1 pascal=N /m?2. Otras: bar, mmHg, atmdsfera (atm), hPa, psi.
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Tension superficial M/T?.

Coeficiente de viscosidad n, ML™'T~!. Pa - 5. 1 poisex 0, 1Pa - s.

Nimero de onda k, L~!.

Intensidad de ondas MT =3, vatio por metro cuadrado.

Convergencia o potencial focal: dioptrias D. 1D = Im™'. C = L™\

Flujo luminoso, limenes Im. ¢;. Dimensiones ¢; .

Luminancia B: ¢; L. cd/m?, 1 stilb=10%cd /m?.

Tluminacién E: ¢ /L*. lux. Otras: 1phot = 10*lux.

Médulo del campo gravitacional g. LT 2.

Potencial gravitacional V,, [*T~2, cuadrado de una velocidad.

Flujo del campo gravitacional (aceleracion volumica): ¢, = L3)T?.

Coeficientes de dilatacién: @', en K.

Calor especifico: L’T207!, J/(kg - K).

Calor latente o de cambio de estado: L>T~2. Julio por kilogramo.

Conductividad térmica o calorifica: MLT @', Vatio por metro y kelvin.

Energia interna, entalpia, funcién de Gibbs, funcién del Helmholtz (U, H, G, F): julios MIL2T2,
Entropia S: ML>T~20!: julio por grado kelvin.

Permitividad eléctrica &: L* M~!T*I?. Faradio partido (por) metro. F/m.

Carga eléctrica: culombio C. Q = IT. le ~ 1,602 - 1071°C.

Médulo del campo eléctrico: MLT 317!, N/C, newton partido (por) culombio.

Potencial del campo eléctrico: MIL*T=3171. Voltio. 1V = Nm/C = 1J/1C.

Flujo del campo eléctrico: Nm?/C, dimensiones ®r = ML3T 317!,

Capacidad de condensadores o carga: L~>M~!'T*I?. Faradio F.

Moédulo de la densidad de corriente j: IL™2.

Resistencia eléctrica: R = L>MT 3172, Ohmios Q.

Resistividad eléctrica: p, = L>MT 3172, Q - m, ohmio por metro.

Conductividad eléctrica o, = L3M T3 12. Q71 - L.

Permeabilidad magnética u. LMT~>I~2. H/m, henrio por metro.

Moédulo del campo magnético o induccién magnética B: MT 217!, tesla 1T. 1 gauss=1074T.
Flujo del campo magnético ¢pg = ML>T2I7'. 1 weber=1T - m?. Otras: 1 maxwell=103Wb.
Coeficientes de autoinduccién e induccién mutua (L, M): L2MT 2172, henrios H.

Moédulo del campo de desplazamiento eléctrico D: IT L2, culombio partido (por) metro cuadrado.

Médulo del campo magnético o desplazamiento magnético H: IL~!, amperio partido (por) metro. 1 oers-
ted= 10 /47 A/m.
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= Impedancias y reactancias: mismas unidades que resistencias eléctricas.

» Actividad de muestras radioactivas: n7~!, mol partido por segundo. También mds frecuentemnte: 1 curio=
1Ci~x 3,7 - 1010desintegraciones/s, o también 1Ci = 6,14 - 10_14mol/s.

Otras constantes universales

» Constante de gravitacién universal: Gy = 6,674 - 10~'' Nm? /kg?.

= Constante de Coulomb y permitividad del vacio: K¢ = 9-10°Nm?/C? = 1/4neg. €9 = 8,85-10712C% /Nm?
6 F/m.

= Constante universal de los gases R = 8,314J/Kmol=0.082atmL/Kmol.

» Permitividad magnética del vacio g = 47107’ Wh/Am, o también K,, = uo /4.
= Masa del electrén m, = 0,511keV/c? ~ 9,11 - 1073 kg.

» Masa del protén m,, = 6m°m, ~ 1,673 - 107*"kg = 1836m,.

= Masa del neutrén m, = m, = 1,675 - 107*7kg = 1839m,.

= Aceleracion en la superficie terrestre de la gravedad go(®) = gg = 9, 81m/s>.
= Radio terrestre Rgy = 6400km.

= Densidad del agua a 4°C, 10%kg/m> = 1g/cm?.

= Calor especifico del agua: ¢, = 4180J/kgK = 1cal/gK.

= Indice de refraccién del agua liquida (media): 1.33.

= Masa molar del aire: 2,89 - 10‘2kg/mol. Densidad del aire 1.3kg/L.

= Constante de Stefan-Boltzmann: 5,67 - 1078 Wm 2K~ = og3.

= Constante de la ley de Wien: Cyy = 2,88 - 103K - m.

= Carga de un mol de electrones o constante de Faraday de la electrélisis: 1F = Nae = 96485C/mol.
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En el S.I,, hay unso prefijos universalmente aceptados a nivel internacional de miiltiplos y submultiples de

cualquier unidad en cualquier sistema de unidades:

Prefix/Prefijo Scaling factor
100 =1 0: unit/unidad
10T =10 deca (da)

10?2 = 100 hecta (h)

10° = 1000 kilo (k)

10° = 1000000 mega (M)

10° = 1000000000 giga (G)

10" = 1000000000000 tera (T)

10™ = 1000000000000000 peta (P)

10" = 1000000000000000000 exa (E)

102" = 1000000000000000000000 zetta (Z)

10%* = 1000000000000000000000000 yotta (Y)
1027 = 1000000000000000000000000000 ronna (R)
10°° = 1000000000000000000000000000000 | quetta (Q)

Googol=10'" googolplex= 10g00gol — 1910™ | No symbol/sin simbolo
Prefix/Prefijo Scaling factor
100=1 0: unit/unidad
107" =1/10=0,1 deci (d)

1072 = 1/10° = 0,01 centi (c)

1073 = 1/10° = 0,001 mili (m)

107 = 1/10° = 0,000001 micro (1)
10=° = 1/10° = 0,000000001 nano (n)
1072 = 1/10™ = 0,000000000001 pico (p)
1075 = 1/10" = 0,000000000000001 femto (f)

10~ = 1/10™ = 0,000000000000000001 atto (a)
10721 = 1/10?" = 0,000000000000000000001 zepto (z)
10~2* = 1/10°* = 0,000000000000000000000001 yocto (y)
10727 = 1/10%” = 0,000000000000000000000000001 ronto (r)
107%% = 1/10°° = 0,000000000000000000000000000001 | quecto (q)

Regla mnemotécnica: PEZYRQ-fazyrq para las dltimas potencias. Cualquier resultado numérico puro o de
una medida, puede darse con la llamada notacién cientifica:

Z = x.abcdef --- 10" ]

donde x # 0,y abcdef - - -

1.2.3. Cifras significativas (c.s.)

son numeros arbitrarios.

Cualquier magnitud se indica mediante nimeros. Y los nimeros generalmente tendran exactitud, precision
e incertidumbre. Una manera estdndar de dar la precisién es mediante la combinacién de la Se llaman cifras
significativas al nimero e digitos que conozco con seguridad. En la notacidn cientifica, el nimero de c.s. equivale
al niimero de digitos delante de la potencia de 10, siempre con parte entera no nula.
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1.2.4. Analisis de datos estadisticos. Teoria, graficas e informe de resultados (avanzado)

Here, we will review formulae to handle them with experimental data.

Errors can be generally speaking:
1st. Random. Due to imperfections of measurements or intrinsically random sources.

2nd. Systematic. Due to the procedures used to measure or uncalibrated apparatus.

There is also a distinction of accuracy and precision:

Ist. Accuracy is closeness to the true value of a parameter or magnitude. It is, as you keep this definition, a
measure of systematic bias or error. However, sometime accuracy is defined (ISO definition) as the combination
between systematic and random errors, i.e., accuracy would be the combination of the two observational errors
above. High accuracy would require, in this case, higher trueness and high precision.

2nd. Precision. It is a measure of random errors. They can be reduced with further measurements and they
measure statistical variability. Precision also requires repeatability and reproducibility.

1. Statistical estimators.

Arithmetic mean:

Xi
T = ; _ (Sum of measurements) (1.8)
n (Number of measurements)

Absolute error:

(19)

Relative error:

SRS

-100 (1.10)

Average deviation or error:

5m:M (1.11)
n

Variance or average quadratic error or mean squared error:

n

PNE TS

N (1.12)

This is the unbiased variance, when the total population is the sample, a shift must be done fromn — 1 to n
(Bessel correction). The unbiased formula is correct as far as it is a sample from a larger population.
Standard deviation (mean squared error, mean quadratic error):

(1.13)

This is the unbiased estimator of the mean quadratic error, or the standard deviation of the sample. The
Bessel correction is assumed whenever our sample is lesser in size that than of the total population. For total
population, the standard deviation reads after shiftingn — 1 — n:



20 CAPITULO 1. PHYSICS/FISICA

(1.14)

— 2 _
Op = \/ Oxn =

Mean error or standard error of the mean:

(1.15)

If, instead of the unbiased quadratic mean error we use the total population error, the corrected standar error
reads

Ox

i (x; — %) J Z (x; — %)
i=1 N

o= k= n2 - (1.16)
Variance of the mean quadratic error (variance of the variance):
2(2)_ 2 _ 2( 2)_ 20* (1.17)
o\s) =0 =0t (07) = .
Standard error of the mean quadratic error (error of the variance):
0'(s2)= o2 =0'(0'2)=0' ) = o2 2 (1.18)
o? o n—1

2. Gaussian/normal distribution intervals for a given confidence level (interval width a number of
entire sigmas)

Here we provide the probability of a random variable distribution X following a normal distribution to have
a value inside an interval of width no-.

1 sigma amplitude (10).

XE[)_C—O',)_C+O']—>P%68,3%~% (1.19)

2 sigma amplitude (20).
xX€[x-20,x+20] — P~954% ~$ (1.20)

3 sigma amplitude (30).
xe[}—3o-,§+30]—>Pz99,7%~% (1.21)

4 sigma amplitude (40).

X—40,x+4 P ~ 99,994 % ~ 1.22
X€[x—4o,x+40] — 99,994 % 5787 (1.22)
5 sigma amplitude (50).
X € [x=50,x+50] — P ~99,99994 % ~ 744278 (1.23)
6 sigma amplitude (60).
XE[X—-60,Xx+60] — P =~99,9999998 % ~ (1.24)

506797346
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For a given confidence level C.L. (generally 90 %, 95 %, 98 %, 99 %), the interval width will be:
1,6450, 1,960, 2,3260,2,5760.

3. Error propagation
Usually, the error propagates in non direct measurements.

3A. Sum and substraction.
Let us define x + 6x and y + dy. Furthermore, define the variable ¢ = x + y. The error in ¢ would be:

129

Example. M| = 540 = 10g, M, = 940 + 20g. M| = m; + liquid, with m; = 72 + 1g and M, = my + liquid,
with my = 97 £+ 1g. Then, we have:

M = M, —my + My —my = 1311g as liquid mass.

OM = 6M; + omy + M, + émy = 32g, as total liquid error.

My = 1311 £ 32g is the liquid mass and its error, together, with 3 significant digits or figures.

3B. Products and quotients (errors).

If

then, with g = xy you get

5q ox &
9 _ 9% 9 _ \yiox + |6y (1.26)
lgl  1xl Iyl

If g = x/y, you obtain essentially the same result:

o o 0
o _ 2% O _ yisx + |6y (1.27)
lgl  Ixl Iyl
3C. Error in powers.
With x + 6x, ¢ = x", then you derive
o o
X =) = il o (1.28)
l4] |x]

and if g = f(x), with the error of x being dx, you get

d
of = Id—iléx (1.29)

In the case of a several variables function, you apply a generalized Pythagorean theorem to get

n g 2 P 2 g 2
5q = 6f(x;) = Jz(a_){éxf) - \/(a_;{l&“) +"'+(5;{ 6xn) (1.30)

i=1

or, equivalently, the errors are combined in quadrature (via standard deviations):

2 2
0q =6f(x1,...,%,) = \/((?Tfl) 02x +---+(af) 0%x, (1.31)
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since

T(X) = 0(x) = | Y 07 = Aot 4+ 02 (1.32)
P

for independent random errors (no correlations). Some simple examples are provided:

Ist. g = kx, with x + dx, implies | g = kox |

2nd.q:J_rxiyi---,withx,-i(ix,-,implies‘éq:6x+6y+~~ ‘

3rd. g = kx{" - - x;," would imply

oq 0x] 0xy|
— =)=+ + | —
lql |x1] |,
When different experiments with measurements X; + o; are provided, the best estimator for the combined

mean is a weighted mean with the variance, i.e.,

n —
Xi

o2

Xpost = (133)

n

1
2
i=1 Y

The best standard deviation from the different combined measurements would be:

1 = 1
—— :Z; (1.34)

Opest =19

This is also the maximal likelihood estimator of the mean assuming they are independent AND normally
distributed. There, the standard error of the weighted mean would be

(1.35)

1.2.5. Linear fits, least squares

Least squares. Linear fits to a graph from points using least square procedure proceeds as follows. Let (X, ¥;)

fromi =1,...,n be some sets of numbers from experimental data. Then, the linear function ¥ = AX + B that is
the best fit to the data can be calculated with ¥ — Yy = A(X — X{), where
— X;
Xo=X= L
n
— Y;:
m:Y=§4
n

oA 2X=0F-T)
2(Xi - X)?

Moreover, B = Yy + AX).
We can also calculate the standard errors for A and B fitting. Let the data be

yi=a+pxi+&

2

We want to minimize the variance, i.e., the squared errors tors i.e., we need to minimize
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2

@mm=ié=§mwﬂ—mf
i=1

i=1
£ =Yyi—a—px;
Writing y = @ + Sx, the estimates are rewritten as follows
&=y-px (1.36)
b= 2 (i =i =)
i — %)

where sy, s, are the uncorrected standard deviations of x,y samples, s%, sy, are the sample variance and
covariance. Moreover, the fit parameters have the standard errors

Sx,y Sy
=2 (1.37)
Sx Sy

(1.38)

S 2 ! O o) T
sa—sﬁJHin = Jn(n—Z)[Zgi]Zﬁzl(xi—i)z (1.39)

i=1

1 ¥ &2
sﬁ: -+ al — 2i€] (1.40)
n Yixi—x)¢*|n-2
1 &7
55 = - 2i €] (1.41)
Yi(xi=x)?*n-2
Alternatively, all the above can be also written as follows. Define
S, = Z X; (1.42)
Sy= > i (1.43)
Sy = Z XiVi (1.44)
Se= ) X7 (1.45)
Sy= )3 (1.46)

then, for a minimum square fit with y = & + Bx + &, we find out that

nSy=S.Sy 1. 1

e A

52 = n(%_z) [nSyy = 87 = BP(nS « - S| (1.48)
2

2= # (1.49)

3= s[%%s” (1.50)

and where the correlation coeflicient is

n
0SS5, 3 (6= 00 -9

(1.51)

r = _
\/(nSxx - S%)(nSyy - S}z,) (n— I)sty
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or equivalently
n

¥ (5 = i — )
F= 2! (1.52)

56— 97 300 -5

and where sy, s, are the corrected sample standard deviations of x, y. To know what s, is in a more general
setting, we note that the sample mean vector X is a column vector whose j-element x;; is the average value of the

N observations of the j-variable:

_ 1
xj:ﬁ

1

N
xij, j=1,...,K.
=1

and thus, the sample average or mean vector contains the average of every variable as component, such as

]
R :
X = N;xiz x, (1.53)
x|
The sample covariance matrix is a “K”-by-“K” matrix
Q= [61 jk]
with entries
1 & ] ]
Ak = Sxy = 7 2 (Xij - Xj) (xik — Xi)

where g is an estimate of the covariance between the j-th variable and the k-th variable of the population
underlying the data. In terms of the observation vectors, the sample covariance is

1 N
Q=15 = N_1 Z(Xz’- —-X)(x;. —X)"
i=1

Finally, you can also provide a calculation with confidence level of the intervals where 3, & are. The t-vallue
has a Student’s t-distribution with n — 2 degrees of freedom. Using it, we can construct a confidence interval for

B:

—

B e [,3 - Sﬁt;_z’ ’ﬁ\-l- SEIZ—Z]

at confidence level (C.L.) 1 —y, where 77, is the (1 - %) -th quantile of the #,_, distribution. For example,
v = 0,05, then the C.L. is 95 %.
Similarly, the confidence interval for the intercept coefficient & is given by

@€ |@ - st;_y @+ sat;, |
at confidence level (C.L.) 1 — vy, where as before above

1< 1 n . n x2
5o = soa| — ng _ =2 #
A\ PSR n(n-2)\& ) B (x - 02

=1
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1.2.6. Escalares, vectores y mas alla

= [as magnitudes se pueden clasificar en escalares o vectoriales.

= [as magnitudes escalares quedan totalmente especificadas si aparte de la unidad correspondiente, damos
un nimero. Por ejemplo, son escalares la temperatura, la densidad, la masa, el tiempo,. ..

= [as magnitudes vectoriales necesitan, aparte de un niimero, especificar una direccién, un sentido y un
punto de aplicacion. Matematicamente, las magnitudes vectoriales son vectores con ciertas propiedades y
fisicamente pueden visualizarse como segmentos orientados en el espacio. Son vectoriales, exempli gratia,
la posicién (o el desplazamiento), la velocidad, la aceleracion, la fuerza, ...

Curiosidad: existen, ademds de las magnitudes escalares y vectoriales, otras magnitudes mas complicadas. Son
los denominados pseudoescalares, los pseudovectores, los tensores y los pseudotensores. También en ciertas
teorias se usan cantidades de tipo “espinorial”, “twistorial” y otros tipos mds sutiles de magnitudes de tipo
matematico que no entran en este curso.

Propiedades y operaciones basicas con vectores en el plano. Los vectores, en un sistema cartesiano rec-
tangular de coordendas, se pueden representar por segmentos orientados de tipo

CoNn vy = VCOSY, vy = vsing, v =, V2 + v%. La suma (or resta) de vectores se realiza graficamente con la ley del
L. .2 2 2 B 2 22 2 =B
paralelogramo, o matemdticamente, si A = Ayi + A, j, b = B,i + B, j, C = A + B es tal que:

- -

C=Ci+Cj=A+B=(A,+B)i+(A, =B,

Ademds, multiplicar un nimero por un vector es prolongarlo tantas veces como el ndmero indica (con el signo
menos indicando inversion de sentido):
2 2 2
AC = AC,i + ACyj

Entre dos vectores planos también existe un producto llamado producto escalar, que define ortogonalidad y
proyecciones:

y donde

1.2.7. Trigonometria basica

tet: t A
sing = o0 OPUESIo A (1.54)
hipotenusa H

cateto adyacente B

= = — 1.55
cosa hipotenusa H ( )
I catf:to opuesto _ A (1.56)
hipotenusa B
1 hipot H
coseca = — _ _porenusa &7 (1.57)
sina  cateto opuesto A
1 hipot H
seca = _ _npotenusa 7 (1.58)

cosa cateto adyacente B
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1 cateto adyacente B
tana  cateto opuesto A

Razones trigonométricas de dngulos mds importantes del primer cuadrante (el resto se sacan por simetria
mediante circunferencia goniométrica):

cotana = cota = (1.59)

©(°, rad) | sin cos tan
0,0 0 1 0
30,7/6 | 1/2 V3/2 | 1/V3
45,71/4 | V2/2 | V2/2
60,7/3 | V3/2 | 1/2
90,7/2 |1

8&*

Equivalencia entre radianes y grados

27 rad = 360° = 4008

Identidades trigonométricas notables:

Teorema fundamental

2 2

sin“ x + cos z z

x=1 tan®x+1=sec?x cot?x+1=cosec?x

Angulo suma-diferencia: razones

Razones dngulo doble

Razones dngulo mitad

sin(X/2) = ,/w (1.67)

cos(X/2) = ,/w (1.68)
_ 1 — cos(X)

tan(X/2) = /—1 e (1.69)
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Identidades utiles

| - cos(2X

sin? X = % (1.70)
1 2X

cos? X = +C+() 1.71)

Identidades utiles(II)

cos(X—-Y)—cos(X+Y)

sin(X) sin(Y) = : (1.72)
cos(X) cos(¥) = SAX V) R sinX - 1) (1.73)
R00) 2 () = D ; e - Y (1.74)
sin(X) — sin(¥) = 2 cos = sin X X Y (1.75)
cos(X) + cos(Y) = 2 cos X ; Y cos X ; Y (1.76)
cos(X) — cos(Y) = 2sinX+ Y sinX; Y (1.77)

1.2.8. Resolucion de ecuaciones basicas de grado 1y 2

Las ecuaciones lineales de variable real y compleja se resuelven de forma sencilla.

. . . c—b . . ..
Ecuaciones lineales: ax + b = ¢. Sia # 0 » x = ——. Ecuaciones cuadréticas: ax? + bx + ¢ = 0. La resolucién
a

es mediante la conocida formula:

-b+ Vb2 -4
Xy = 2—ac A = b* — 4ac es el discriminante.
a
Si A > 0, las soluciones son simples y diferente x.. Si A = 0, las soluciones son iguales x, = x; = x_ = 5
a

Si A < 0, las soluciones son simples pero complejas conjugadas (en los complejos). Una ecuacién bicuadratica
ax*+bx? + ¢ = 0 se resuelve mediante el cambio z = x*. Hay 4 soluciones en general. Hay férmulas complicadas
para la resolucién de las ecuaciones de cuarto y tercer grado. Para las de grado quinto o superior, no se puede
hacer mediante funciones “elementales”.

1.2.9. Foérmulas y resultados ttiles: miscelanea fismatica
Areas

Rectangulo: A = bh
Cuadrado: A = L2
Paralelogramo: A = bh
Tridngulo: A = bh/2
(a+Db)h
| 2
Poligono regular de n lados de longitud L: A = Zanco tan (Z)
Circulo de longitud L, = 2nR = nd: Ac = nR?
Elipse de semiejes a, b: A = wab
Cono circular recto de radio R y altura /& con generatriz L:

A =7nRL = tRVR? + h?

Cilindro circular recto de altura /1 y radio R: A = 2nRh

Trapecio de lados paralelos a y b, altura h: A =
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Esfera de radio R: A = 47R?
Sector circular de dngulo 6: A = R%6/2
Area de un hipercubo D-dimensional: Ap_; = D!LP-1

Volimenes

Paralelepipedo: V = abc = det(OA, OB, OC)

Hiperparalelepipedo, politopo rectangular de lados X;: V,, = []; X;

4
Esfera3d: V = §7rR3

ra/2)y

Esferand: V, = %R" ,T(/2) = r,T(n) = (n—1).

F(E +1)

dv, nn"*R™!

Esf d,drea: Ay | = — = ————
sfera nd, drea: Ay dR " Tw2+D

Cilindro recto 3d: V = nR%h
Ah

Pirdmide de 4rea A y altura hen 3d: V = 3

7R%h

Cono circular recto de radio R, altura h: V =

4
Elipsoide de semiejes a, b, c: V = —mabc

Volumen del hipercubo nd: V = L".

CAPITULO 1. PHYSICS/FISICA

Dénut o toro: Vi, = (1r2)(27R) = 27°Rr?, donde R es la distancia del centro del toro al centro del tubo, y r es

el radio del tubo. El 4rea del toro es igual a A;yrp = 2nr)(27R) = 47*Rr.

Volumen del hipertoro hiperdimensional isétropo (R; = R, Vi = 1,2,...,n): Vi(nd) = 2aR)".

Densidad

Densidades de masa:

M M 1 M
= —,0=—, = —
Py 9775 L
Densidades de carga:
0, 0, 0
Py T L
Densidades de energia:
E E 1 E
= —,0=—,4A=—
Py 7L
Densidades de particulas:
N N N
p=—,0=—, A= —
Vv S L
Densidades de cantidad de sustancia (concentracion):
n n 1 n
= —,0=—, = —
PEyvo s 7L
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ANEXO 1: CALCULO DE VOLUMENES Y AREAS EN DISTINTAS
FIGURAS GEOMETRICAS

Formulas de area y volumen de cuerpos geométricos

Figura Esquema Area Volumen
Cilindro E Ajotal = 2nr(h+r) V=nrl. h
4 3

Esfera Aigtal = dnr? V= Enr
CUIID A.md= 'ul"z +1':rﬂ v= -"r:h
Cubo E__*___ A=6a’ V=a

; A= (perim. base »h)+ 2+ V = drea base
e area bhase Oh
Pirdmid v = Xl basexh
€ 3
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POLIEDRO HEXAEDRC TETEAEDED DODECAEDRO ICOSAEDRD OCTAEDRO
REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR
MODELC

4 trisnguloz 12 pentagomos 20 triangalos 8 trisnguloz
= e 3 equilateros regularas aquilateres aquilateros
VERTICES ] 4 20 i &
ARISTAS 12 ] 30 30 12
AR 3 3 3 5 4
POR. VERTICE
SENO DEL ANGULO 2 2 2 2
1 “4z Z4s = Z4z
ENTRE CARAS 5 "I'_ 5 "I'_ 5 5
AREADELA
Sl f a® N i 25+l04 5 a® 543 &t 143 o?
EXTERIOR
2 i 2
VOLUMEN 3 S, 15475 =2 LR T = Ml =
12 4 12 3
el N3 i N5 +4F N Nz
ESFERA Dles ol it S 4 salere
CIRCUNSCRIPTA 2 4 4 4 2
RADIODELA s o 250 +110 45 4241845 i
ESFER.A INSCRIPTA| a e a a E:
12 an 12 G

Para una N—esfera, se tienen las siguientes recurrencias:

27R>
Vns2(R) = N Vn(R)

N+1 1
VN(R>=VN_1(R)'R-B( : ,5)
Iﬂ(N+1)
V(R) = Rz Vn-1(R)
F(&+l)
2
o'
Av(R) = =X RN
N(R) )
d 1
AN(R) = ﬁVNH(R) =22 Vir1(R)

An+1(R) = 27RVN(R)

Vn+1(R) = N IAN(R)
Vo(R) =1,
Ao(R) =2,
R

Vn+1(R) = N IAN(R),

An+1(R) = 2rR)VN(R)

Vo(R) ~ ——

i

nmw

2me

n
2
R", si n— o
n

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)
(1.83)
(1.84)

(1.85)
(1.86)

(1.87)
(1.88)

(1.89)
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El volumen genérico de la N-bola (N-esfera) de radio R es la funcién

DI

T

N
F(% " 1)R (1.90)

V(N,R) =

El valor maximo para un R fijo viene dado por la solucién de la expresién formal
1,//(¥+1):10g71+210gR (1.91)
debido a que
%(log V(N,R)) = 10% +1logR - %lp(% + 1) (1.92)

Existen también expresiones para los volimenes de las esferas en lo que los matemadticos llaman espacios L”.
Son espacios normados, con longitud de un vector dada por la expresion:

L= {Z} |x,-|pJ (1.93)

y una esfera en estos espacios es el conjunto de vectores que es menor o igual a una distancia fija llamada radio
de la bola (esfera, hiperesfera). El caso p = 2 es el caso usual euclidiano, pero otros valores de p son posibles en
estos espacios normados generales que ocurren en contextos como teoria de la informacion, teoria de cédigos y
regularizacién dimensional. El volumen de un bola en L? estd dado por la férmula:

(s + )R

oo

Estos volumenes satisfacen una relacion de recurrencia similar a la

Vi(R) =

r(=t+1)
VP(R) = (2r(% + I)R)ﬁ

r

Vi ®)

Por ejemplo, para p = 1, la norma del “taxicab”, o para p = oo (norma maxima), los volimenes vienen dados
respectivamente por:

1 2" n
V,(R) = ﬁR (1.94)
V.°(R) = 2R)" (1.95)
Estos volimenes coinciden con los volimenes del politopo cruzado de n-cuerpos (cross-polytope), y del n-cubo
(hypercube), salvo un factor de escala. Auln se puede generalizar todo esto, mediante una bola o (hiper)esfera de

Dirichlet. Para niimeros positivos reales p;, definimos la bola de Dirichlet como el espacio geométrico dado por:

By p ={x=(x1,..., %) € R x4 -+ x| < 1}

()

""" p) = 1"(1+i+--~+pin)




32 CAPITULO 1. PHYSICS/FISICA

1.2.10. Vectores

En Fisica, un vector es un segmento orientado con magnitud o médulo, direccién, sentido y punto de aplica-
cion. En Matematicas, un vector es un objeto abstracto con ciertas propiedades axiomaticas, mas concretamente,
un elemento v = V de una estructura algebraica denominada espacio vectorial V(+,-,v). En el plano (real o
complejo), un vector es una pareja de nimeros reales, que con respecto a la base canénica i fse expresa de la
forma

P=vid+vy] (1.96)
El médulo de este vector se define como
W= Vit #= v2+2 (1.97)

?7?

La base canénica de vectores B = {i, f} es una base denominada ortonormal, porque il f con i- f: j-i=0,
siendo ademas dichos vectores de mddulo unidad, es decir |?| = Iﬁ = 1. Una base es un conjunto de vectores cuya
combinacién lineal produce cualquier elemento del espacio vectorial, y ademds es el conjunto de dimensidn
maxima linealmente independiente. El producto escalar de dos vectores se define como la magnitude escalar,
respecto de la base candnica:

-

d-b=ab,+ayb, (1.98)

La definicién independiente de la base del producto escalar lo asocia al médulo de los vectores y al dngulo que
forman dichos vectores en el plano:

- b =a|b|cos ¢ (1.99)

Los vectores satisfacen las siguientes propiedades axiomaticas respecto de la operacién suma + de vectores:

d+b=b+a (1.100)
d+(b+d)=@+b)+¢ (1.101)
7+0=" (1.102)

P+ (- =0 (1.103)

Con respecto a la multiplicacion por escalares, un espacio vectorial satisface los axiomas:

AV = (V) = (41 )V (1.104)
W=v (1.105)

A@+V) = i + AV (1.106)

(A + W=V + LV (1.107)

Dos vectores se suman geométricamente haciéndoles coincidir en origen, y trazando la diagonal del parale-
logramo que formarian los vectores. Es la denominada regla del paralelogramo. El médulo de un vector en el
plano, respecto de la base candnica, no es mas que una forma equivalente del teorema de Pitdgoras.
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1.3. Cinematica

La Cinemdtica es la parte de la Fisica que estudia la descripcién del movimiento sin atender a las causas que
lo producen.

1.3.1. El movimiento

= Movimiento.
Se llama movimiento al cambio de la posicion de un mévil o cuerpo respecto de un sistema de referencia
con respecto al tiempo.
Un sistema de referencia estd formado por un eje de coordenadas y un punto de origen O. Si no hay
movimiento, porque el cuerpo permanece fijo, se dice que estamos en reposo.
El estado de movimiento es siempre relativo a un observador y un concreto sistema de referencia.

= Posicion. La posicién de un objeto es una magnitud fundamental. Es una magnitud vectorial que indica la
ubicacién de un objeto respecto de un punto tomado como origen en un sistema de referencia concreto.

= Trayectoria. Espacio recorrido y desplazamiento. Se llama trayectoria al conjunto de todas las posicio-
nes por las que pasa un mévil en su movimiento. El espacio recorrido S = As = s — s¢ entre dos puntos es
la longitud medida sobre la trayectoria del mévil u objeto desplazado que ha recorrido. El desplazamiento
es la diferencia entre las posiciones iniciales y final X = Ax = x — xp, y se mide en linea recta. S6lo en
los movimientos rectilineos el espacio recorrido coincide con el desplazamiento del objeto, en general.
Segun la trayectoria, el movimiento puede ser rectilineo o curvilineo. Entre los movimientos curvilineos
mads importantes destacan los circulares, parabdlicos, hiperbdlicos y elipticos, pero cualquier tipo de curva
puede ser posible en principio.

= Velocidad. Se llama velocidad media al ritmo de cambio de la posicién con respecto del tiempo. Es una
magnitud vectorial como la posicién. Tiene dimensiones fisicas de LT~ y se mide en m/s en el S.I. de
unidades. Matemadticamente:

_Ax  x—xo
A -1

Vm

Importante: la velocidad es un vector TANGENTE a la trayectoria en cada uno de sus puntos.
Se llama velocidad instantdnea al limite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo considerado
es muy pequefio y “tiende” a cero. Matemdticamente:

lim 2% = 9 2 vy
v=v,:=lim — = — =X
! At—0 At dt

= Velocidad angular. Se llama velocidad angular al ritmo de cambio del dngulo respecto del tiempo en un
movimiento circular (o curvilineo mas generalmente). Matematicamente:

_Ap o-¢o

w =
At t—1ty

Las dimensiones fisicas de la velocidad angular son 7! y se mide en rad/s en el S.I. Hay unas relaciones
sencillas entre la velocidad angular y el MCU con la velocidad usual y el MRU.

Otras unidades comunes de la velocidad angular son las revoluciones por minuto (r.p.m.). La equivalencia
entre rad/s y r.p.m. se puede hacer mediante un cambio simple de unidades o por factores de conversién
como sigue:

1 B lvuelta B lvuelta 2n rad 1min 3 2 rad 7 d/
PP = i T min lvuelta 60s ~ 60s 30m s
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= Aceleracion. Se llama aceleracién media al ritmo de cambio de la velocidad respecto del tiempo. Sus

dimensiones fisicas son LT 2 y se mide en m/ s% en el S.I. de unidades. Matemadticamente es igual a

_Av v—yyg
At -1

am

Se llama aceleracion instantdnea al limite de la velocidad media cuando el intervalo de tiempo considerado
es muy pequefio y “tiende” a cero. Matemdticamente:
Av dv

a=a;=lim — = — =V(¢
! At—0 At dt ()

Aceleracion angular. La aceleracion angular es el ritmo de cambio de la velocidad angular con respecto
al tiempo. Matemadticamente se define como sigue:
Aw w-—wy

a = —_——
At r—1
Sus dimensiones fisicas son 772 y sus unidades rad/s> en el S.IL

Radian. Un radian es el dngulo que abarca una longitud de arco igual al radio de la circunferencia en
la que se encuentra inscrito dicho arco. El radidn es la unidad fundamental de dngulo y desplazamiento
angular en el S.I. y no tiene dimensiones fisicas. Su simbolo es rad. La equivalencia entre radianes, grados
sexagesimales y centesimales (gradianes) es como sigue

2 rad = 360° = 4008 '

Aceleracion centripeta, aceleracion tangencial y aceleracion total. En los movimientos circulares (y
también en los generales curvilineos) se pueden definir diferentes nociones o conceptos de aceleracion.
Incluso pese a que en médulo o “valor numérico” la velocidad lineal es constante en un MCU, en dicho
movimiento existe una aceleracién llamada aceleraciéon normal o centripeta que mide el cambio de la
direccion de la velocidad. Matematicamente esta aceleracion es igual a

En un MCUA, ademas de aceleracion centripeta, hay aceleracion tangencial. Esta aceleracion vale
a; = aR

en donde « es la aceleracion angular y R es el radio de la circunfurencia. La aceleracién total se calcula
usando el teorema de Pitdgoras sobre a. y a;, para obtener:

a* = af + a,2

Caracterizacion simple de los estados de reposo y tipos de movimiento estudiados.
Reposo (respecto observador fijo): X = xo = constante, v = Om/s, a = Om/ 2.

MRU (respecto un sistema de referencia concreto): X # constante, v = constante, a = Om/ 2.

MRUA (respecto un sistema de referencia concreto): X # constante, v # constante, a = constante.

Movimiento variado (acelerado no uniformemente): X # constante, v # constante, a # constante.
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MCU: s # constante, ¢ # constante, w = constante, @ = 0,
2
a, = w*R = % = constante, a; = 0.

MCUA: s # constante, ¢ # constante, w # constante, @ = 0,

2
ac = w*R = =% * constante, a, = constante # 0, a* = a% + a?.

Los movimientos se clasifican segin la trayectoria en rectilineos o curvilineos, como hemos visto ya
antes, y seglin haya o no aceleracién en acelerados y no acelerados. Si la aceleracién no es constante,
el movimiento se llama variado. Si el movimiento tiene aceleracién constante se llama uniformemente
acelerado (la aceleracion puede ser positiva o negativa, si ésta es de frenado). Si la aceleracion es nula, el
movimiento se denomina uniforme. En un MCU hay una aceleracién, sin embargo, debido al cambio del
vector velocidad con la direccién (aceleracién normal o centripeta). En el MRU y el MCU son constantes,
respectivamente, la velocidad lineal (velocidad media, que coincide con la instantdnea) y la velocidad
angular. El reposo puede verse como un caso especial de MRU respecto de un sistema de referencia
determinado. Ademads, hay unas relaciones o analogias (similitudes) entre el MRU y el MCU, y entre el
MRUA y el MCUA a nivel de ecuaciones.

= Se llama periodo (T) (o revolucién) en un movimiento circular (y también en los llamados movimientos
oscilatorios o vibratorios/ondulatorios) al tiempo que tarda en dar una vuelta completa el mévil. Se mide
en segundos y estd relacionado con la velocidad angular con la ecuacion:

= Se llama frecuencia (f) al nimero de vueltas que da un movil con trayectoria circular (u oscilatoria) en un
segundo. La frecuencia se relaciona con el periodo y la velocidad angular con las siguientes ecuaciones:

1
== w=2nr
f=7 f
La frecuencia tiene dimensiones fisicas de 7! y sus unidades son el s~!, también llamado hertzio (Hz).

= El niimero de vueltas (N) en un movimiento circular arbitrario puede calcularse con la siguiente ecuacién
(una vez hemos calculado u obtenido el 4ngulo recorrido Ag):

_ Ay

N =
2

N no tiene dimensiones fisicas, y por lo tanto es adimensional (no tiene unidades, es un nimero puro).

El limite de las velocidades media o de la aceleraciéon media, cuando el intervalo considerado se hace infinite-
simal son las magnitudes llamadas velocidad y aceleracién instantdneas. Un andlisis m4s detallado de las mismas
requiere el aprendizaje de las herramientas del cdlculo infinitesimal (desarrollado por Leibniz y Newton), para
determinar las funciones derivadas o integrales de las magnitudes infinitesimales.

1.3.2. M.R.U.

En 1D (1 dimensién), las ecuaciones del M.R.U. son las siguientes:

a= Om/s2 = constante (1.108)
v = (constante) m/s (1.109)
x=xg+v(it—ty) me Ax=vAt m (1.110)

La trayectoria es, por tanto, una recta y no hay aceleracién.
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1.3.3. M.R.U. A.

Para aceleracion constante, el MRUA tiene ecuaciones

a # Om/s® = constante = ag m/s> (1.111)

v # (constante) — v = vg + a(t — to)m/s & Av = aAt m/s (1.112)
1 1

X = xo+ vt —10) + 5a(t —10)> m e Ax = vAr + Ea(Az)2 m (1.113)

V2 =3 = 2a(x — xo) m?*/s* & A(O?) = 2aAx m? /s> (1.114)

1.34. M. C.U. (y M. A. S. como ampliacion)

El MCU es un movimiento de trayectoria circular y aceleracién tangencial cero, pero tiene aceleracién cen-
tripeta o normal no nula.

a= ()rad/s2 = constante (1.115)
w = (constante) rad/s (1.116)
@ =@+ w(t—ty rad & Ap = wAt rad (1.117)
a. = %2 = w?’R m/s* # O(constante) (1.118)
s =@R m < As = AgR, As # (constante) pero R = constante (1.119)
v=wR m/s v = constante (1.120)
N = 2—;’: (1.121)
T = n s (1.122)
w
f= % s™'(H2) (1.123)
w=2nf rad/s (1.124)

Si se proyecta el M.C.U. sobre el eje X 6 Y, o en general cualquier eje oblicuo de referencia, se obtiene un
movimiento denominado movimiento armoénico simple (M.A.S.). Este movimiento tiene como ecuaciones:

x(t) = Asin (wt + ¢p) (1.125)
vty = D _ 4oy cos (et + o) (1.126)
a(t) = d:l(;) = —Aw?’ sin (wt + @) (1.127)

La amplitud es la maxima elongacién x(¢) (seria el radio en un M.C.U.). La velocidad angular es constante. La
fase inicial ¢g es dependiente de las condiciones iniciales.

Tanto en el MCU como en el MAS hay unos conceptos bdsicos: elongacién y amplitud, frecuencia angular
(w) y frecuencia f (nimero de vueltas u oscilaciones por segundo). El periodo T es el tiempo en dar una vuelta
o hacer una oscilacién completa, que se calcula con

T==-= 5 (1.128)

Las unidades de w son rad/s, r.p.m. é c.p.s., las unidades de f son los hertzios (Hz), donde 1Hz = 1s7'. La
energia del MCU o del MAS es constante (teorema de conservacion de la energia mecdanica).
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1.3.5. M. C. U. A. (ampliacion)

a # Orad/s® = constante (1.129)
w # (constante) — w = wq + a(t — fy)rad/s & Aw = aAt rad/s (1.130)
1 1
¢ =0+t —10) + 50l - 1) rad & Ap = wAr + Ea(At)z rad (1.131)
W - w% = 2a(e — ¢p) raa’Z/s2 o A(wz) = 2aAp radz/s2 (1.132)
2
a. = VE = w’R m/s2 # 0(no constante) (1.133)
a, = aR m/ sz(constante) (1.134)
a* = af + at2 m? / s4(ace1eraci6n total no constante) (1.135)
a® = R*(w* + &®) m?/s*(MCUA) (1.136)
1.3.6. El tiro vertical y la caida libre
Tiro vertical desde una algura /g (ecuaciones):
1,
h(t) = ho + vot — Egt (1.137)
v(t) = vg — gt (1.138)
at) = —-g (1.139)
Tiempo en alcanzar altura méxima:
Ty, = =
8
Altura méxima que alcanza:
2
B = ho + 2—0
Tiempo en volver al suelo si ig = 0:
2
ty = 2l‘hm = ﬂ
8

Tiempo que tarda en volver al suelo si iy # 0:

Vo + 4 /v% + 2ghg

.=
N 2g

Desde una altura inicial &g, la caida libre vy = 0 da un tiempo de caida al suelo A(¢) = O:

2hy

La velocidad de llegada al suelo es

Vg = — \/Zgho

1.3.7. Otros movimientos

Ademas del MRU, MCU, MRUA, MCUA, MAS, la caida libre o tiro vertical, existen movimientos com-
puestos mds complicados. Los movimientos curvilineos generales requieren técnicas matemdticas avanzadas.
Hay movimientos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos, movimientos helicoidales, movimientos lemniscaticos y
otros muchos otros.
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1.4. Dinamica

La Dinamica es la parte de la Fisica que estudia el movimiento atendiendo a las causas que lo producen.

1.4.1. Relatividad y Galileo

Galileo fue el original inventor de la relatividad del movimiento. El principio de independencia del movi-
miento de Galileo sefiala que en un movimiento compuesto, da igual que las componentes actien simultidnea o
separadamente. El movimiento de cuerpos que se mueven con velocidad relativa constante entre si es relativo al
observador. Este principio se llama Principio de relatividad de Galileo.

1.4.2. Las leyes de la Dinamica de Newton

Se llama masa inercial a la resistencia que ofrece un cuerpo a ser acelerado por diferentes fuerzas. Los
agentes capaces de alterar el estado de MRU o reposo de un cuerpo se llaman fuerzas. Hay fuerzas de contacto
y fuerzas a distancia. Newton enuncid las siguientes 3 leyes de la Dindmica:

Primera ley de Newton o principio de inercia de Galileo

Si un cuerpo se encuentra en reposo o en MRU, este permanece en reposo o0 MRU mientreas NO actiie
ninguna fuerza. Los sistemas que se mueven respecto de otros con velocidad constante se llaman sistemas
inerciales.

Segunda ley de Newton o ley fundamental de la Dinamica

La resultante de las fuerzas externas que actian sobre un cuerpo o sistema, es igual a la variacién de mo-
mento lineal p = mv de un cuerpo respecto del tiempo. Si la masa permanece constante, dicha resultante
y variacion temporal de momento equivale el producto de la masa por la aceleracion del sistema o cuerpo.
Matematicamente:

N

- - A_)
F=ZFi=A—I;=m (1.140)
i

Tercera ley de Newton o principio de accion y reaccion

Si un cuerpo A actia sobre otro B, éste reaccionard instantineamente con una fuerza igual y sentido
opuesto. Matemadticamente:

F(A— B)=-F(B— A) (1.141)

1.4.3. El plano inclinado

Un ejemplo tipico de aplicacién de leyes de Newton es el plano inclinado (con o sin fuerzas de rozamiento).
Si excluimos el caso de rozamiento en el plano, la caida de un cuerpo de masa M por un plano inclinado de
angulo ¢ serd tal que, usando el sistema de referencia solidario al cuerpo en el plano, obtendremos:

P,=Mgsinp=Ma — a=gsing (1.142)

y la fuerza normal en la superficie es N = P, = mg cos ¢.
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1.4.4. Trabajo, energia y potencia

Se llama trabajo a la magnitud que mide la eficiencia del transporte una distancia dada por parte de una
fuerza. Matemdticamente, el trabajo realizado por una fuerza de médulo F, que forma un dngulo ¢ con el
desplazamiento Ax = D es igual a:

W =AE = FAxcos ¢ (1.143)

La unidad de trabajo son los julios (J) en el S.I. y los ergios (erg) en el C.G.S. Hay otras unidades de
energia posibles. Energia es capacidad de realizar trabajo por una fuerza.

El trabajo necesario para cambiar la velocidad de una particula es la energia cinética. En el caso no relativista
usual, la variacion de energia cinética vale:

AE. = E«(B) — Ec(A) = %m(v% -v3) (1.144)

Cuando el trabajo que realiza una fuerza no depende del camino realizado sino solamente de su ubicacién
en el espacio, se habla de fuerzas conservativas. La energia potencial gravitacional a baja altura, y la energia
potencial recuperadora de un muelle son respectivamene:

E,(g) = mgh (1.145)
1
E,(el) = Ekxz (1.146)
y para fuerzas conservativas
W(A — B) = -AE, (1.147)

y se conserva la energia mecénica E,, = E. + E,, i.e., AE,, = 0.

Se llama potencia de una fuerza al ritmo de cambio o variacion temporal de la energia o trabajo por
unidad de tiempo:

p- W _ _F.¥=Fy (1.148)

La unidad de potencia son los vatios (W) en el S.I. El kWh es una unidad de energia igual a 3.6 MJ.

1.5. Gravitacion y Electrostatica

1.5.1. Leyes de Kepler

Primera ley de Kepler o ley de las orbitas

Los planetas o cuerpos celestes siguen Orbitas elipticas, con el sol en unos de sus focos:

B P
" 1+e&cosg

Segunda ley de Kepler o ley de las areas

Los planetas o cuerpos celestes se mueven de forma que el radiovector que une el sol con el planeta barre
dreas iguales en tiempos iguales, i.e., la velocidad AREOLAR es constante

(1.149)

r

AA

V4= —
AT A

= RV = constant (1.150)

La velocidad areolar se mide en m?/s.
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Tercera ley de Kepler o ley de los periodos

Los planetas o cuerpos celestes se mueven de forma que el cuadrado de los periodos de revolucién es
directamente proporcional al cubo del semieje mayor de la elipse (distancia media planeta-sol, si tomamos
aproximacion cuasicircular):

47
GvM
La constante de proporcionalidad depende de la constante de gravitacidon universal y la masa de los
cuerpos orbitantes (correccién de Newton incluida aqui).

T? = kR® = R (1.151)

1.5.2. Ley de Gravitacion Universal

De las leyes de Kepler se puede inferir una unificacién de la Mecénica terrestre y celeste. Newton dedujo la
Ley de Gravitacion Universal siguient

Dos cuerpos de masas M| y M, arbitrarios en el Universo se atraen con una fuerza es directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia relativa
entre los cuerpos. Matemadticamente:

R MM
Fy = -Gy ]rZ 22, (1.152)

y donde Gy = 6,674 - 10""'Nm? /kg? (kg™ - m> - s7%) es la constante de gravitacién universal de Newton,
que fue determinada por Cavendish en primer lugar usando una balanza de torsién. Es importante notar
que, a priori, la masa gravitacional no tiene por qué ser igual a la masa inercial. Es un hecho profundo,
denominado principio de equivalencia, que las masa inercial y la carga o masa gravitacional sean iguales.

1.5.3. Ley de Coulomb

Dos cuerpos de cargas Q1 y Q» arbitrarios en el Universo se atraen (cargas de distinto signo) o se re-
pelen (cargas de igual signo) con una fuerza es directamente proporcional al producto de sus cargas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia relativa entre los cuerpos. Matemdticamente:

-

Fc= Kc%a (1.153)

y donde K¢ =9 10°Nm?/C? = 1/4rne es la constante de Coulomb, que estd relacionada con la permiti-
vidad dieléctrica del espacio vacio. Nétese la semejanza formal entre la ley de Coulomb y la de Newton
de la gravitacion.

1.6. Fluidos (opcional)

1.6.1. Nocion de fluido

Un fluido es cualquier sistema de particulas o campo cuyos constituyentes se adaptan a la forma del recipiente
entorno que lo contiene. Generalmente, los fluidos habituales son liquidos o gases, aunque un vidrio u otros
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sistemas exdticos también pueden fluir. Fluir también proporciona la propiedad de difundirse a través de orificios
(efusién). Hay toda una rama de la Fisica que estudia las propiedades diversas y complejas de todos los fluidos.

1.6.2. Presion

Presion

Se llama presion a la magnitud que mide la fuerza ejercida por unidad de superficie. Matematicamente:

(1.154)

En el S.1., las unidades de presion son los pascales 1Pa = 1N/m?. Hay otras unidades de presién habitua-
les como el bar, la atm, el mmHg, el torr, las psis y otras varias.

1.6.3. Presion hidrostatica

Es la presién que experimenta un cuerpo sumergido una profundidad /4 en un fluido bajo la accién de la
gravedad de las particulas: Matematicamente:

[ Pho=p-g-h (1.155)

y donde p es la densidad del fluido.

1.6.4. Principios de Pascal y Arquimedes. Empuje

Principio de Pascal

En un fluido incompresible, la presién en cualquier punto del fluido es constante, de forma que la fuerza

por unidad de area o superficie sera:
Fy _ F

TS, S,

Principio de Arquimedes

En un fluido, y bajo cierta incomprensibilidad, todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empu-
je vertical y ascendente igual al peso del fluido desplazado o desalojado por el cuerpo. Mateméticamente:

P (1.156)

E=Pr=msg=psVg (1.157)

Se llama peso aparente de un cuerpo a la diferencia del pero real con el empuje: P, = P — E. Un cuerpo
flotard en un fluido si P, = P — E < 0, i.e., si E > P. Estard en equilibrio si P = E, y se hunde si P > E,
i.esi P, > 0, P > E. Este principio de Arquimedes, eureka, permite identificar naturaleza de sustancias y
también determinar la fraccion de volumen que estd sumergida en un fluido si flota en equilibrio:

(1.158)
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1.7. Optica (opcional)

1.7.1. Ley de la reflexion

Ley de la reflexion

Los dngulos incidentes y reflejado en una reflexién de un rayo son iguales.

1.7.2. Ley de la refraccion

Ley de la reflexion
Los dngulos incidentes y refractado satisfacen la ley de Snell:
n;sin6; = n, sin 6,

y donde el indice de refracién es n; = ¢/v;.

1.7.3. Otros fen6menos opticos

Hay fenémenos 6pticos no lineales, pero también interferencia, reverberacion, difraccion, absorcion y otros
varios.

1.8. Termodinamica (opcional)

La Termodindmica es una Ciencia fundamental que es parte de la Fisica. Estudia los fendmenos de transfe-
rencia de energia, otrora llamado calor. Calor es hoy dia entendido como energia en transito.

1.8.1. Calor, energia, temperatura, entropia

Calor es energia en transito. La equivalencia mecédnica de la antigua unidad de calor es 1cal = 4,186J. La
energia cinética estd relacionada con la temperatura via la teoria atdémico molecular:

- 3
mv? = —kgT

E.= >

N —

donde T es la temperatura absoluta y kg = 1,38 - 10722 J/K es la constante de Boltzmann. Boltzmann también
relaciona entropia con niimero de microconstituyentes mediante su ecuaciéon S = kpIn Q. Hipotéticamente ha-
blando, el cero absoluto 7 = 0K correponde a energia cinética media nula (cese del movimiento atémico y
molecular) y al estado donde habria entropia nula (tercer principio de la Termodindmica; la Mecdnica Cuén-
tica también indica que es imposible por las fluctuaciones del vacio alcanzar exactamente el cero absoluto de
temperatura). La entropia se asocia al “desorden”, pero es mejore entenderla como magnitud que mide la infor-
macién o nimero de configuraciones compatibles con cierto estado macroscépico. Algo que tiene entropia, tiene
temperatura y viceversa. Es decir, un sistema con microestados, puede calentarse y enfriarse.
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1.8.2. Calor por cambio de temperatura
El calor de una sustancia que experimenta una variacién de temperatura dada, es la transferencia de

energia producida al multiplicar dicha variacién de temperatura por la capacidad calorifica (o bien por la
masa y el calor especifico). Matemdticamente:

[ AQ = CAT = mc, AT = C(Tr = T1) = mc,(T> — T) (1.159)

Las unidades de C son J/K, y las de ¢, son J - kg™! - K1,

1.8.3. Calor latente por cambio de estado

El calor de una sustancia que experimenta transicion de fase es igual al producto de la masa por el calor
latente de cambio de estado. Matematicamente:

AQ = mL \ (1.160)

Las unidades de L son J/kg.

1.8.4. Temperatura de equilibrio

Cuando dos 0 més cuerpos se ponen en contacto (a diferentes temperaturas), hay una transferencia de calor
hasta que se alcanza la temperatura de equilibrio. Mateméaticamente:

D IAQ =06 AQ, = -AQ, (1.161)

De esta ecuacidn, incluyendo o no calores latentes, se deduce en general una ecuacion lineal que permite calcular
la temperatura final de equilibrio 7.

1.8.5. Leyes de la Termodinamica

= Principio cero: en equilibrio, existen una magnitud denominada temperatura, que es constante.

= Primer principio: en cualquier sistema, la variacion de energia interna es igual a la suma de calor
absobido o cedido y de trabajo del sistema.

= Segundo principio: en cualquier sistema aislado, la entropia total del Universo no disminuye, solo
puede mantenerse constante o aumentar.

= Tercer principio: en cualquier sistema, el cero absoluto es inalcanzable.

Se especula con un cuarto (quinto principio) que indicaria que la temperatura no puede superar la tempe-
ratura maxima, llamada temperatura de Planck o de Hagedorn en ciertos contextos tedricos.
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1.8.6. Termodinamica y agujeros negros (opcional)

= Principio cero: en todo agujero negro en equilibrio, existen una magnitud denominada gravedad
superficial, que es constante.

= Primer principio: en cualquier agujero negro, la variacién de energia interna es igual

dU =TdS - pdV + ) udN
= Segundo principio: en cualquier agujero negro aislado o combinado, el drea total del horizonte no
disminuye, solo puede mantenerse constante o aumentar.

= Tercer principio: en cualquier agujero negro, la gravedad superficial no puede reducirse a cero.

Se especula con un cuarto (quinto principio) que indicaria que la temperatura no puede superar la tempera-
tura maxima, llamada temperatura de Planck o de Hagedorn en ciertos contextos tedricos. La temperatura
de un agujero negro (sin rotacién o cargas) estd dada por la férmula de Hawking

Trw = hc?
B = 87TGNM]<B
y su entropia es
S(BH) = 1 A(BH)
= Lf,

y donde el drea del BHes A = 4nR%, Ry = 2GyM/c%, con le, = Gyh/c3 la longitud de Planck.
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2.1. Introduccion

(De qué estd hecha la materia? ;Se puede dividir en partes cada vez mds pequeiias? Con los descubrimientos
de la Quimica en los siglos XVIII y XIX, junto a los descubrimientos de las ecuaciones del electromagnetismo
en el siglo XIX y las leyes Termodindmicas, se hizo clara la necesidad de estudiar la estructura microscopica de
la materia. La hip6tesis molecular o atémica, de la teoria cinética, reintrodujo la idea de los dtomos en la Fisica
después de casi 2000 afios de ausencia.

2.2. Modelo de Dalton

Dalton propuso un modelo atémico para explicar las reacciones quimicas y sus leyes a finales del siglo X VIII
y principios del siglo XIX. En particular, su modelo tenia las siguientes hipétesis:

Toda la materia estd formada por atomos indivisibles e indestructibles.

Los atomos son eléctricamente neutros.

Los d4tomos del mismo elemento quimico tienen las mismas propiedades (masa, tamafio).

Los atomos de diferentes elementos tienen diferentes propiedades.

Los 4tomos se combinan para formar compuestos en proporciones numéricas dadas por nimeros enteros
positivos sencillos.

Dalton’s Model

*Solid Sphere
Model or

Bowling Ball
Model

*Proposed by
John Dalton

Figura 2.1: Modelo de las bolas de billar de Dalton.

Este modelo se mostré incapaz de explicar los nuevos descubrimientos y tuvo que modificarse. En particular,
era incapaz de explicar los fenémenos de electrizacion de la materia y otros nuevos hallazgos de la Quimica y
Fisica.
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Dalton's
Atomic Theory

nz 2 ° 0 © & 'E;D
o
<R o0 & @
Q
© © © 0 & Q’
Atoms of Atoms of Compound of
element X element ¥ elements X and Y

16 ¥ + BY  — BHY
Law of Conservation of Mass

2.1

Figura 2.2: El modelo atémico de Dalton explicaba de forma sencilla la ley de conservacién de la masa de
Lavoisier de las reacciones quimicas.

2.3. Modelo de Thomson

En 1897, con el experimento de los rayos catddicos, J. J. Thomson descubre el electrén. La primera particula
subatémica hallada dentro de los 4tomos. Un esquema del experimento de rayos catédicos:
Eso le lleva a plantear un modelo atémico nuevo, llamado “plumcake model”, modelo del pudin con pasas:

1. Los atomos son una masa de de carga positiva donde estan incrustados los electrones.
2. Los atomos son eléctricamente neutros, por lo que la carga total positiva compensa la de los electrones.
3. Los 4dtomos del mismo elemento son iguales en propiedades.

En el experimento de los rayos catddicos, se hacia pasar una corriente eléctrica en un gas a baja presion.
Se producia la aparicién de una radiacién proviniente del catodo, que se vino en llamar rayos catédicos. Los
rayos catddicos, gracias a ingeniosos experimentos de Thomson, demostraron poseer propiedades de particulas
cargadas negativas, con masa, que hoy llamamos electrones.

De nuevo, los avances experimentales harian que este modelo tuviera una vigencia breve.

2.4. Modelo de Rutherford

Geiger y Marsden, a instancias de Rutherford, realizaron el experimendo de la ldmina de oro (Golden Foil
experiment). Este experimento consistia en arrojar particulas alfa (mds adelante identificadas coomo nticleos
ionizados del 4tomo de helio) contra una fina ldmina de oro y observar la desviacién de dichas particulas en una
pantalla.

Las observaciones eran sorprendentes:

= [a mayoria de las particulas alfa, pasaban apenas sin desviaciones.
= Un nimero importante de particulas alfa sufrian desviaciones moderadas entre 30 y 90 grados.

= Un niimero no pequeiio de particulas alfa se desviaban bastante, con dngulos entre 90 y 170 grados.
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e

S

The Discovery of Atomic Structure

e In 1897, J. J. Thomson did an experiment to confirm the
presence of the tiny negative particles — electrons.

» Thomson experiment (1906 Nobel Prize in Physics)

Fluorescent spot
Electric field N '

Y plates ar 4
[\( ! Anode . ) : a\, |

o
o

- ‘Deflection
S Cathode ray

‘Electromagnet scale

Cathode

Figure 1: Schematic of J.J. Thomson's experiment.

/

Figura 2.3: Experimento de rayos catédicos de J.J.Thomson.

Una de cada 100000 (CIEN MIL), aproximadamente, rebotaba casi hacia atrds, en dngulo similar a 180
grados.

Rutherford se percaté de que los resultados del experimento eran incompatibles con la imagen del dtomo de
Thomson, y propuso una nueva imagen del 4&tomo basada en la idea planetaria (y también en ideas previas del
japonés Nagaoka, que habia propuesto un modelo “saturniano” del 4&tomo donde los electrones eran anillos sobre
un nicleo). El modelo nuclear de Rutherford (1911) tenia las siguientes hipdtesis:

El 4tomo estd formado por dos zonas diferenciadas: niicleo y corteza.

En la corteza se encuentran los electrones, y en el nicleo se hallan los protones y neutrones (el protén se
propuso como explicacién a un experimento denominado experimento de los rayos canales; el neutrén,
descubierto por Chadwick en 1931, era necesario para explicar la masa del 4tomo).

El tamafio del nicleo es 100000 veces menor que el tamafio del 4&tomo y muy denso, comportdndose como
esferas duras de carga positiva y masa casi la del 4tomo. El tamafio del 4tomo es del orden de 10~'m y el
del niicleo de 10~ m.

La mayor parte del 4tomo es espacio vacio.

Los electrones orbitan el nicleo como planetas el sol, en 6rbitas circulares, debido a la fuerza eléctrica
del nicleo (de carga positiva). esta fuerza eléctrica venia deducida a partir de la ley de Coulomb entre dos
cargas Q, q, separadas una distancia r:

Qg

Fc=Kc—=
c=Re3

Los atomos del mismo elemento ya no son necesariamente idénticos en propiedades, pueden tener propie-
dades distintas (dependiendo de la masa y las particulas).
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Rutherford’s Gold Foil Experiment Observation Interpretation

4._/ through the foil empty space

Most o, particles travel } The atom is mostly
undeflected

Detector deflected by small positively charged,

angles as is the o particle

Some 0. particles are } The nucleus is

Beam of O particles

particle fravels back most of the atom’s

Occasionally, an o } The nucleus carries
from the foil mass

Radioactive
Source

Figura 2.4: Esquema del experimento de Rutherford.

= Toda la carga positiva y casi toda la masa se concentra en el ndcleo, mientras que la carga negativa y algo
de masa estan en la corteza (los electrones tienen masa).

Este modelo, sin embargo, poseia dos problemas que ya arrastraban los modelos anteriores del siglo XIX:

= No explicaban los espectros atémicos. Los espectros atdmicos eran la luz emitada de los 4tomos al calen-
tarse (o enfriarse). Un espectro de emision consistia, para cada elemento, en una serie de lineas de colores
sobre fondo negro, y un espectro de absorcién unas lineas oscuras en fondo de colores. Ni el modelo
de Rutherford ofrecia una explicacién a la estructura de esta radiacion electromagnética y térmica de los
atomos.

= Lateoria electromagnética de la luz del s.XIX, definida por las ecuaciones de Maxwell, indicaba que parti-
culas cargadas (como los electrones en el 4&tomo), sometidas a una aceleracion (en el &tomo ocurre debido
al movimiento circular), implicaba que el 4&tomo debia ser inestable y eso no era observado (afortunada-
mente para todos). El tiempo que tardaba un electrén, por ejemplo en el atomo de hidrégeno, en perder
energia por radiacion electromagnética, inicialmente a una distancia del ndcleo de rg es igual a la férmula:

4ﬂ282m2c3r8
te= ————

et

donde m es la masa del electrén, ¢ es la velocidad de la luz, e es la carga elemental del electrén, g es la
permitividad eléctrica del vacio y 7 es el niimero pi. Puede calcularse que 7, ~ 10~''s = 10ps.

2.5. Modelo de Bohr

En 1913, Niels Bohr, usando las ideas cudnticas de Planck (1900), fue el primero que determiné una primera
explicacién de d4tomo y su espectro (aunque no en forma completa). Su modelo era vélido para 4tomos como el
del hidrégeno, o a lo mds, dtomos con un solo electrén.

La hipétesis cudntica de Planck era el andlogo para la energia de la idea atomica para la materia. Bohr usé
los siguientes postulados para el 4tomo de hidrégeno:

= [os electrones, mientras se encuentran en Orbitas circulares, no radian (ni emiten ni absorben) energia.
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Figura 2.5: Lineas espectrales atémica elementales del hidrégeno, sin perturbaciones magnéticas o eléctricas.
Hay diferencia entre el espectro de absorcion, el espectro de emision, y el espectro puramente de radiacion,
denominado de cuerpo negro (no confundir cuerpo negro con agujero negro).

= Las transiciones de los electrones tienen lugar cuando absorben o emiten cuantos de luz (fotones), median-
te la férmula de Planck: E = hf = fiw. Aqui, E es la energfa, f es la frecuencia de la luz y & es la constante
de Planck, cuyo valor es 6,626 - 10734/ - 5. i = h/2r se denomina constante de Planck racionalizada y w
es frecuencia angular.

= El momento angular de los electrones del d&tomo tampoco puede tomar cualquier valor, sino que estan

cuantificados L = mvr = nh, con n entero positivo, i.e., n = 1,2,3,.... El momento angular, variable
asociada al giro circular de los electrones, es el producto de la masa por la velocidad por la distancia al
nucleo.

Usando estas 3 hipétesis, Bohr fue capaz de encontrar una derivacion de la férmula de Balmer que daba las
series principales de transiciones y las energias de las lineas de los 4&tomos no perturbados electromagnéticamen-
te. A saber, la formula de Balmer es:

1 1
E(ni,m)=R|—= - =
npoon

y donde n; < ny con nimeros enteros positivos (1,2,3,...). R es la denominada constante de Rydberg, aproxi-
madamente 13,6eV = 2,18 - 107187, Ademds, Bohr fue capaz de encontrar una derivacion de la constante de
Rydberg en términos de constantes mas fundamentales.

Sin embargo, el modelo de Bohr también era insuficiente. No explicaba los detalles del espectro del &tomo de
hidrégeno cuando estaba sometido a campos eléctricos 0 magnéticos (conocidos como efectos Stark y Zeeman).
Se intentd su modificacién para incluir el efecto del tamaiio del niicleo, y las llamadas correcciones relativistas
indicadas por la teoria de la relatividad especial de Einstein. Eso implicaba la introduccién de nuevos nimeros
cudanticos asociados a nuevas cantidades, diferentes al momento angular. Las Orbitas con las correcciones de
Bohr-Sommerfeld eran elipticas y no circulares, pero eran atin insuficientes para explicar la estructura de los
espectros de forma detallada, y en especial, de los &tomos mas complicados como el helio o el resto de la Tabla
Periddica. Esto llevé al desarrollo de la Mecanica Cuantica y la Teoria Cuantica de Campos, que es el modelo
actual vigente.
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Figura 2.6: Espectros atémicos de diferentes elementos quimicos.

2.6. Modelo mecanocuantico

Una serie de hipétesis adicionales se fueron introduciendo para explicar la estructura detallada de los dtomos:

» Dualidad onda-particula (Louis de Broglie). Las particulas subatémicas tienen propiedades de onda, no es
solo que las ondas se comporten como particulas como se habia visto en el caso de la luz. Esta idea fue
demostrada con la interferencia de neutrones en un cristal (experimento Davidson-Germer).

= Principio de indeterminacion de Heisenberg. Al llegar a sondear la estructura del dtomo, hay que localizar
una particula perturbandola. De acuerdo a las ideas de Heisenberg, que trataba de explicar las transiciones
atomicas mediante la teoria matematica de matrices, es imposible conocer simultineamente y con pre-
cisién dos magnitudes que tengan las mismas unidades que la constante de Planck. Esto ocurre con la
posicion y el momento lineal (producto de masa y velocidad), o con la energia y el tiempo de produccién
de un proceso subatémico, aunque es mucho mds general:

AAAB > 1h/2
AxA(mv) = h/2
AEAT > 1/2

= La ecuacion de Schrodinger: HIY >= E|Y >, describe el movimiento del electrén en situaciones no
relativistas. En situaciones relativistas, se requiere la ecuacién de Dirac: (ifiy -  — ey - A — mc)¥ = 0.
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Figura 2.7: El espectro electromagnético de la luz. La luz visible es solamente una pequefia parte del espectro
completo, entre 380 y 780 nandmetros de longitud de onda.

De acuerdo con Heisenberg, hay una cierta borrosidad o fluctuacién incontrolable en toda particula fundamental.
Esta idea y las anteriores, llevaban a la conclusién de que para describir una particula subatémica habia que
recurrir a una funcién de onda Y(x,y, z, ). Esta funcién de onda, resuelta para estados estacionarios, producia
los niveles de energia del atomo y de otras estructuras subatémicas (nicleos o particulas). La funcién de onda
tiene una interpretacion puramente estadistica, dada por Max Born (no confundir con Bohr), que indica que
[¥| es la probabilidad de encontrar al electrén (en el caso del 4tomo), y es un nimero real comprendido entre
0 y 1. El concepto de trayectoria se difumina y se introduce el concepto de orbital como zona donde es més
probable encontrar el electrén. Cada orbital tiene una forma y puede albergar dos electrones en forma de nube
con espines opuestos. El principio de exclusion prohibe que un fermién como el electrén posea los 4 nimeros
cudnticos iguales en un dtomo (n,l,m,s). La funcién de onda es una amplitud de probabilidad, y en general, es
un nimero complejo (¥ = S + iT, con i> = —1). Asi, en Mecdnica Cudntica, la pregunta no es, generalmente
(salvo en detectores concretos), donde se encuentra el electrén sino dénde estd probablemente. El desarrollo de
las teorias cudnticas tuvo lugar en varias etapas. En una primera parte, la parte matemadtica y axiomatica, estuvo
esencialmente acabada hacia 1933. La aplicacion a las teorfas electromagnéticas en la Electrodindmica Cudntica
(QED, Quantum Electrodynamics), llevé 16 afios mds, hasta 1949. Posteriormente, se desarrollaron las teorias
cudnticas para las interacciones débiles y nucleares fuertes. La teoria cudntica de la interaccién débil empezé con
la teorfa de Fermi y acab6 con el modelo de la teoria electrodébil de Glashow-Weinberg-Salam, complementado
con el trabajo posterior de Peter Higgs y otros para la explicacién de la masa de los fotones vectoriales masivos
W,Z. La teoria de la interaccién nuclear fuerte llevo primero a desarrollar la teoria de la matriz de scattering (o
matriz S), y finalmente al modelo de la Cromodindmica Cudntica (QCD, Quantum Chromodynamics), basada
en gluones y quarks. Finalmente, el descubrimiento de los bosones W y Z en los 80, y del dltimo quark en 1995,
llevé a la propuesta y construccién del LHC para encontrar al campo o particula de Higgs (encontrado en 2012).
La combinacién de la teoria electrodébil y la QCD se denomina Modelo Estandar y explica que toda la materia
esta hecha de leptones y quarks, mientras que interactia con bosones como fotones, particulas W,Z, gluones
y bosones de Higgs. No explica la gravedad ni la materia o energia oscura que parece deducirse de los datos
astrondmicos, astrofisicos y cosmolégicos.

2.7. Calculo del espacio vacio en un atomo

(Qué porcentaje de un dtomo estd vacio? Considera el 4tomo mds simple, el 4tomo de hidrégeno. Su radio
minimo es de 10™'%x. El protén tiene un tamafio méaximo de 1 fm, 10~">m. El volumen ocupado por el electrén
es pues 107393 y el del niicleo es 10~ m?3. Dividiendo:

x = V(nicleo)/V(dtomo) = 1071, Iuego el dtomo tiene un espacio vacioiguala Y = 1 —-x =1 — 10715 =
0,999999999999999 = 99,9999999999999 %. El atomo es vacio esencialmente.
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Figura 2.8: Imagen del modelo de 6rbitas circulares estacionarias de Bohr.

2.8. Numeros cuanticos de los atomos. Radioactividad

Un ntcleo o 4tomo queda esencialmente cuantificado con tres nimeros (cuatro si incluyes los electrones):

= Nuimero atémico Z. Es el nimero de protones del 4tomo, coincide con el ndmero de electrones si el 4tomo
es neutro.

= Nuimero de neutrones N. Es el nimero de neutrones de un dtomo.
= Nuimero masico A. Es el nimero de protones mas el de neutrones de un dtomo A = Z + N.

= Nimero de electrones N,. Es el nimero de electrones del dtomo. En su estado fundamental y neutro,
un 4tomo tiene el mismo nimero de protones que de electrones. En caso de un desbalance de electrones
respecto al nimero de protones, obtenemos un atomo cargado eléctricamente (no neutro), también llamado
ion.

Ahora unas definiciones relacionadas:

= Jones. Atomos o grupos de dtomos que han perdido o ganado electrones. Si ganan electrones, los iones
son de carga negativa y se llaman aniones. Si pierden electrones, los iones son de carga positiva o cationes.

= Isétopos. Atomos del mismo elemento, por tanto mismo Z, mismo ndmero de protones, pero diferente
nimero masivo y por tanto diferente nimero de neutrones.
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MODELOQO ATOMICO DE SOMMERFELD

Sommerfeld propuso que
las orbitas podian ser
elipticas y, dentro de un
mismo nivel, habria varias
con diferentes formas y
distintas inclinaciones. ;

Figura 2.9: Modelo de Sommerfeld o correccién relativista al modelo de Borh, también denominado modelo
Bohr-Sommerfeld o de las variables de accién.

= Isotonos. Atomos de diferentes elementos con el mismo nimero de neutrones.
= Isobaros. Atomos de diferentes elementos con el mismo nimero masico.

= Isémeros. Atomos del mismo niicleo, que solamente difieren en energfa. Es decir, son estados excitados
del mismo dtomo o nicleo.

Los atomos se suelen simbolizar mediante el esquema éX t donde A es el nimero masico, Z el nimero atémico
y n es la carga eléctrica del mismo (no se pone si es neutro). Ademds de en estado neutro, la estabilidad de
un atomo se logra con la estabilidad del propio nicleo. Generalmente, salvo en los elementos mas pesados, los
atomos estables tienen un nimero de protones similar al nimero de neutrones. Cuando hay un desbalance o des-
equilibrio entre el nimero de protones y el de neutrones, el nicleo y el 4tomo suelen ser inestables, presentando
el fenémeno de la radioactividad.

La radioactividad es el fenémeno que tiene lugar en algunos atomos cuyos niicleos estan muy desbalanceados
en su nimero Z y N. Hay atomos radiactivos de casi todos los elementos quimicos. La radioactividad es un
fendmeno que consiste en la emision de particulas (fotones, neutrones y neutrinos, protones o incluso otros
ntcleos como particulas alfa) de un dtomo, transmutdndose (transformandose) en otro para lograr la estabilidad
(menor energia, y un mejor balanceo de protones y neutrones). Existen 3 tipos bdsicos de radiactividad: alfa,
beta y gamma. Luego hay dos formas menos conocidas de “radiacion”, denominadas radiacién delta y epsilon:

= Radiacion alfa «, emisién de un ndcleo o 4tomo de helio:
(A, Z) > (A-4,Z-2),4X >33 X' +3 He** +2¢~ —475 X' +3 He.

= Radiacion beta 3. Hay dos tipos. Beta negativa o beta menos 8-, y beta positiva o beta mds 5*. Asi,
B : (AZ) > (A, Z+1),0biensX >4 X +e +7,.
LafB*es (A, Z) > (A, Z—1),0bien4X =5 X' +e* +v..

e~ es el electrén, et es el positron (antiparticula del electrén), v, es el neutrino del electrén, y v, el
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Modelo de Sommerfeld (1916)

m Los electrones se mueven >
alrededor del nucleo, en orbitas ™ =0
circulares o elipticas. b @D =

=0 =1
m Se introduce un segundo ne3 I=2

namero cuantico L, (azimutal)
gue determina la excentricidad
de la orbita (que sea mas o
menos eliptica).

m A partir del segundo nivel
energético existen dos o mas
subniveles en el mismo nivel

Figura 2.10: Ademads del nimero cuantico de energia, el modelo de Bohr-Sommerfeld introduce otros ndimeros
cudnticos. Eso explica los subniveles o subcapas de algunos espectros, pero no totalmente.

antineutrino del electrén. Se especula con la posibilidad de las llamadas desintegraciones beta doble,
solamente posibles si el neutrino es lo que se llama una particula de Majorana (su propia antiparticula,
descrita por una ecuacién de Dirac modificada llamada ecuacién de Majorana). En tal caso, seria posible
el proceso

(A, Z) = (A,Z+2)+2e¢ (B> 0v.), y (A, Z —2) = (A,Z) + 2e* (887 0v,), es decir, serfa posible una
desintegracién beta doble sin neutrinos si el neutrino es su propia antiparticula. Este hecho se desconoce
en la actualidad (asi como el valor exacto de la masa de los neutrinos). Mas concretamente:

B fZ‘X —>fz‘+2 X' +2e,

para una reaccién doble beta menos sin neutrino, y,

B fZ‘X —>fz‘_2 X' +2e",

para una reaccion de desintegracién doble beta mds sin neutrino.

Reaccion o radiacién de captura electrénica (CE, K-capture). Consiste en la captura de un electrén y la
transmutacion del 4tomo y nicleo asociado.

A - A ’

7X+e =5 X +v..

Reaccion de fision/fusion tipo cluster (o ciimulo).
Fisién o ruptura (fisiles): fZ‘X —>§:Z X +5 X",
Fusi6n o union (fusiles): 5X +4 X" —2+0 X,

1A LA a y/ A+a-d a vy
Transmutacion general a 2 cuerpos: 7X +5 X — FI X+ b X".

Transmutacién general de p-cuerpos a g-cuerpos:
p q

A Ay M Tyr Ay Aq

Z X1 +7, Xy + +z,, Xp _’z; X +Zé X5+ +Z(,[ Xy

Radiacion gamma (emision de fotones electromagnéticos de alta energia de nicleos o dtomos excitados).

Ayx _ A

72X -7 X +y.

Rayos (o radiacion) delta 6 (A~, Delta — rays). Se trata de electrones muy energéticos arrancados de
los 4tomos por otro tipo de radiacién (ionizante). También se la llama radiacién secundaria o electrones
secundarios. Los electrones menos energéticos, o terciarios, constituyen la llamada radiacién epsilén (o
rayos epsilén). A™ : éX +E —>fZ‘ X" + e (). Y, también, € : éX +E _>fo X" +e (e
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EL MODELO ATOMICO DE
BOHR-SOMMERFELD

Sommerfeld introdujo dos modificaciones:

* Posibilidad de orbitas elipticas. Hace falta un 2°
numero cuantico, secundario o azimutal, (), que
puede variar entre 0 y n-1.

* Posibilidad de diferentes orientaciones de la orbita
en un campo magnético, introduciendo un tercer
numero cuantico, llamado magnético (m) y que varia
entre — [ y + [ incluido el 0.

Figura 2.11: El modelo de Sommerfeld, en una descripcién mds detallada de los nimeros cudnticos azimulta (/),
y el nimero cuantico magnético m.

2.9. Configuracion electronica

El modelo de Bohr ya postulaba la existencia de capas de energia, con n = 1,2,3,..., que también se
representan por K, L, M, N, - - - . La mecdanica cudntica establece que los electrones en los &tomos poseen subcapas
asociadas a los orbitales donde se distribuyen los electrones. Los orbitales son la zona de maxima probabilidad
de encontrar al electrén en el d&tomo, y se denominan generalmente s, p,d, f, (g, h, i, ...). En un nivel de energia
n caben 2n? electrones, en un subnivel o subcapa (orbital), caben 2(2/ + 1) electrones (para 1=0,1,2, ...). Un
orbital queda especificado por 3 nimeros cudnticos (n, /, m). Un electrén se caracteriza por 4 nimeros cudnticos
(n,l,m, s). El nimero cudntico magnético toma valores enteros entre —/ y +/. La distribucién de electrones se
hace usando las reglas de Hund (preferencia por el mdximo momento angular total del electrén en el d&tomo) y
el principio de exclusién de Pauli (no pueden existir en un dtomo -o sistema fermidnico- dos o més electrones
con los mismos cuatro nimeros cudnticos iguales), pero para propdsitos practicos usa el diagrama de Moller o
principio de Aufbau:

Los orbitales mecanocuanticos se especifican con 3 niimeros cudnticos: (n,l,m). Un electrén en un dtomo se
especifica con 4 nimeros cudnticos, (n,l,m,s). 7 indica la energia del orbital, / su forma, m su orientacién espacial.
s indica el estado de espin del electrén. n se llama ndmero cudntico principal, [ nimero cudntico secundario,
m ndmero cudntico magnético y s ndmero cudntico de espin. La existencia del espin era imprescindible para
explicar los resultados del experimento Stern-Gerlach (1922), el experimento de Uhlemberg y Goudsmit (1925),
y era predicha por la ecuacién de Dirac. También se necesitaba el espin para explicar, por ejemplo, el efecto
Zeeman andémalo. La estructura electrénica de los elementos quimicos, explica la Tabla Periddica. Se conocen,
circa 2020, 118 elementos quimicos diferentes (En 2020, se conocen 339 nucleidos o nticleos naturales, de los
cuales 87 son radioactivos y se encuentran en la Tierra, y 252 no se ha observado que se desintegren nunca, por
lo que se consideran estables; en total, contando los sintéticos y encontrados fuera de la Tierra, hay méas de 3300
nucleidos, mucho més pues que elementos diferentes en la Tabla Periédica Moderna). La representacién de los
niveles de energia y subniveles se suele realizar mediante diagramas de caja, representando el estado electrénico
del espin en cada caja mediante flechas.
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Figura 2.12: Principio de Aufbau, regla de Moller.

2.10. Enlace quimico

Se llama enlace quimico a la unién de dos o mds dtomos del mismo o distinto elemento, que forman un com-
puesto quimico con férmula quimica fija, y que posee ciertas propiedades caracteristicas. Existen esencialmente
3 tipos de enlace quimico: enlace ionico, enlace covalente y enlace metdlico. Se especula con la existencia de
un cuarto tipo de enlace llamado enlace vibracional.

Muchos sélidos forman lo que se denominan cristales. Un cristal es un compuesto que tiene una estructura
ordenada de 4tomos o iones formando un patrén geométrico o secuencia que es repetitivo en el espacio. Un
compuesto no cristalino se llama amorfo (antiguamente llamados vidrios). Existen sustancias que presentan
no una, sino varias estructuras cristalinas de forma simultdnea. Son los llamados policristales, cuyos granos o
“cristalitos” forman las unidades basicas del policristal. También existen patrones ordenados pero no periddicos.
Las estructuras que son ordenadas pero no periddicas se llaman cristales cuasiperiédicos o cuasicristales. Otro
tipo de estructura ordenada son los paracristales: estructuras que a pequefias o medias distancias interatémicas
son cristalinos, pero a grandes distancias pierden la cristalinidad y son amorfos en al menos una direccién
del espacio. En Geologia, hoy dia se distingue entre varias clases de cristalinidad, existiendo fases o estados
denominados:

» Holocristalino. Estado hecho totalmente de cristales.
= Hipocristalino o hemicristalino. Estado que consiste en cristales incrustados en materia amorfa.
= Hipohialino. Materia o estado parcialmente amorfo, pero sin cristales.

» Holohialino. Materia o estado totalmente vidrioso. El material amorfo se forma generalmente por fusion
y un enfriamiento rdpido que produce la solidificacién o condensacion sin la creacién de fases cristalinas
u ordenadas.
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Finalmente, a principios del siglo XXI, se especula, teoriza y se intentan producir los llamados cristales
de tiempo. Los cristales de tiempo son, al menos en teoria, sistemas materiales que presentan una estructura
repetitiva en el tiempo, no solamente en el espacio. Generalmente llamamos cristal a algo que se repite y tiene
una estructura ordenada en el espacio, pero permanece inalterado cuando el tiempo pasa. Los cristales de tiempo
cambian de forma periédica cuando el tiempo transcurre. Un cristal de tiempo, ademas:

= No viola o incumple las leyes basicas de la Termodindmica.
= Puede cambiar de forma eterna periddicamente en el tiempo si el sistema es sostenido de alguna forma.

= No puede existir en equilibrio termodindmico, por lo que no tiene una temperatura fija, posee movimien-
to sin energia y no tiene una expresion de energia cinética convencional (la teoria cinética estdndar de
Boltzmann no aplica a los cristales de tiempo).

= Es resultado de las fluctuaciones cudnticas en no equilibrio como consecuencia de las interacciones entre
varios cuerpos.

= Pueden entenderse como resultado de la ruptura de la simetria de traslacién en el tiempo.

Algunos tipos concretos de cristales de tiempo se han fabricado ya en el laboratorio. Los llamados cristales
de tiempo de Floquet, cristales de tiempo discretos, presentan también otras propiedades exéticas, como el
criptoequilibrio (sus oscilaciones no generan entropia) o bien orden a grandes escalas(las oscilaciones de las
fases cuanticas estan sincronizadas a distancias grandes de espacio y tiempo).

2.10.1. Enlace iénico

El enlace i6nico se produce entre elementos del grupo G1(alcalinos) 6 G2(alcalino-térreos), y elementos del
grupo G16 (anfigenos o calcogenos) y grupo G17(halégenos). En este tipo de enlace, un elemento cede electro-
nes y el otro acepta electrones, por lo que se considera se produce entre iones y eso justifica su nombre, enlace
iénico.

Ejemplos: NaCl, KI, Na,S, LiSe, BeCly, MgS, CaTe,. ..
Las propiedades de los compuestos con enlace i6nico son las siguientes:

= Son sélidos a temperatura ambiente, y tienen elevadas temperaturas de fusion y ebullicion.
= Son duros pero fragiles.

= Son solubles en disolventes como el agua, y otros disolventes denominados disolventes polares que per-
miten desplazamiento de carga eléctrica.

= Son malos conductores de la electricidad y el calor en estado sélido, pero conducen bien la electricidad
disueltos o fundidos (también el calor).

» Forman cristales con alto nimero de coordinacién. El nimero de coordinacién es el nimero de iones o
atomos que tiene a su alrededor otro i6n de diferente tipo.

= Tienden a formar iones, uno de los elementos o iones que forman el compuesto serd catién y otro anién.

La representacion del enlace idnico se realiza o bien mediante estructura de Lewis, o bien indicando los iones
(catién y anién) de cada dtomo o grupo de dtomos.

2.10.2. Enlace covalente

El enlace covalente se produce entre un no metal y un metal no demasiado iénicos, y se considera que
se produce por comparticién de electrones en la tltima capa, denominada capa de valencia de un 4tomo. Hay
dos tipos fundamentales de compuestos covalentes, llamados enlace covalente molecular y enlace covalente
cristalino.
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Enlace covalente molecular

Son sustancias con las siguientes propiedades:

= No son sustancias cristalinas.

Son sustancias generalmente gaseosas o liquidas, aunque hay algunas sélidas, a temperatura ambiente.

Son blandas y tienen bajas temperaturas de fusién y ebullicion.

Son sustancias que son malas conductoras de la electricidad y el calor.

Son sustancias generalmente insolubles en agua (aunque hay sustancias que pueden disolverse en agua).

Pueden tener propiedades muy diferentes a otras sustancias covalentes del mismo tipo y entre si.
= En general, no tienden a formar iones.

Ejemplos: Clz, 02, 03, B}’Q, 12, 07Clz, S 03, COQ, CO,

Enlace covalente cristalino

Son sustancias con las siguientes propiedades:

Son sustancias cristalinas.

= Son sustancias generalmente duras o muy duras a temperatura ambiente.
= Tienen altas o muy altas temperaturas de fusioén y ebullicién.

= Son sustancias que son malas conductoras de la electricidad y el calor.

= Son sustancias muy insolubles en agua siempre.

= Pueden tener nimeros de coordinacién altos o bajos.

= En general no tienden a formar iones.

Ejemplos: C(diamante), S iO,(cuarzo), UO2(U303), ...

La representacidn del enlace covalente se realiza generalmente mediante estructuras denominadas estructuras
de Lewis. Consite en el simbolo del element, y a su alrededor con puntos o cruces los electones de la capa de
valencia que pueden enlazar.

Enlace metalico

Es el enlace que se da entre especies o sustancias puramente metélicas y en las aleaciones. Tiene propiedades
singulares debido a que su existencia se debe al solapamiento de un gran niimero de orbitales atémicos (los
orbitales son zonas de mdxima probabilidad para encontrar al electrén en un d&tomo o molécula). Sus propiedades
son:

= Tienen altas temperaturas de ebullicion y fusién, salvo algunos como el mercurio (Hg), el francio (Fr), el
cesio (Cs) y el galio (Ga), o también el rubidio (Rb), el sodio (Na) o el potasio (K).

= Son ddctiles (pueden hacerse hilos con ellos) y maleables (pueden hacerse laminas con ellos).
= Son duros y deformables (a alta presién).
= Son buenos conductores de la electricidad y el calor.

= Presentan efecto termoeléctrico, termoiénico y fotoeléctrico.



2.10. ENLACE QUIMICO 61

= Algunos presentan propiedades denominadas piroelectricidad, piezoelectricidad y ferroelectricidad (pero
no todos las poseen o exhiben, y no todos en la misma proporcion).

= Forman aleaciones.
= No son solubles en agua.
= Tienden a formar cationes, pero pueden formar aniones.

Ejemplos: Li, Na, K, Rb, Be, Mg, Fe, Hg, Ga, In, Cs, Fr, ...

2.10.3. Modelo Estandar: particulas subatémicas

La materia estd hecha de leptones, que no sufren la interaccién nuclear fuerte, y los quarks, que sienten la
fuerza fuerte. La fuerza fuerte tiene una carga llamada color (nada que ver con el color fisicos). La fuerza nuclear
débil cambia el sabor o tipo de las particulas. Las particulas subatdmicas fundamentales obtienen su masa a partir
del campo de Higgs y las interacciones de Yukawa. Las particulas compuestas como el protén obtienen su masa
mediante las interacciones de sus particulas internas. La masa del protén se debe a un fenémeno de la teoria
de Yang-Mills complicado llamado transmutacién dimensional y el confinamiento de los quarks, que los hace
entidades muy relativistas. La masa del protén o de los nucleones en general se debe poco a la interaccién con
el bosén de Higgs hy.

La naturaleza esencialmente de las particulas que nos rodean estd formada por electrones, los neutrinos del
electrén y quarks de tipo up y down. La Naturaleza a replicado esta primera familia, y a energias altas suficientes,
hay muones, neutrinos del muén y quarks de tipo charm y strange, que es la segunda familia, y tauones, neutrinos
del taudén y quarks de tipo top y bottom. Para las interacciones, las particulas se llaman bosones, y ademds del
fot6n, tenemos los bosones W*, W™=, Z y 8 tipos de gluones, junto al bosén de Higgs (o dador de masa hy).
Hipotéticamente hablando, la gravedad tiene una particula llamada gravitén de espin dos sin masa que seria su
mensajera o portadora. Pero los gravitones no forman parte del modelo estdndar. No se saben los detalles de como
crear una teorfa cudntica de todas las interacciones mds alld de algunos modelos denominados de supercuerdas (o
supermembranas), la teoria de gravitacion cudntiza de lazos (Loop Quantum Gravity) y otras variantes exéticas.
La teoria que describe la gravedad actualmente se denomina Relatividad General (no debe confundirse con la
Relatividad Especial), y describe el Universo a gran escala como un espacio curvado bajo la energia-materia y
sus campos cudnticos. Esta teoria de Einstein no es cuantica como si lo es la teoria de supercuerdas (o la teoria
M)y la LQG.

Las particulas del atomo clésico tienen unas propiedades como fermiones (particulas de espin semientero):

m Electron: Masa=M = 9,11 - 10‘31kg,
carga eléctrica=Q = —1,6 - 1071°C, espin=§ = +1/2.

m Protén: Masa=M = 1,673 - 10‘27kg,
carga eléctrica=Q = +1,6 - 1071°C, espin=§ = +1/2.

» Neutrén: M = 1,675 -10"2"kg, Q = +0C, espin=S = +1/2.

La masa del electrén es 1836 veces (67°) la masa del protén. El muén es unas 200 veces la masa del electrén y
el tauén mds de 3000 (unas 3477) veces la masa del electrén. No se entiende por qué existen dichas particulas.
Otras particulas subatomicas, ademds de por la carga eléctrica, la masa y el espin, se tipifican con otros nimeros
cudnticos como el nimero bariénico, el nimero leptdnico, la extrafieza, la paridad o la conjugacién de carga.

El estado del arte en la teoria cudntica propone que las entidades fundamentales no son las particulas o las on-
das, sino objetos de tipo fluidico que impregnan el espacio-tiempo llamados campos cudnticos. Existe un campo
fundamental para cada tipo de particula conocidas, aunque se sospecha que puedan en realidad ser aspectos de un
unico campo o fuerza. Las excitaciones de los campos son las particulas subatémicas que observamos hoy dia, y
que se propagan mediante ondas en el vacio en el espacio-tiempo o en medio lleno de estos campos cudnticos. Se
sospecha también que el espacio-tiempo debe tener una subestructura cudntica en si misma, pero no ha podido
determinarse todavia esa discretitud mds all4 del andlisis de algunas teorias y extrapolaciones dimensionales.
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En concreto, diferentes tipos de argumentos sugieren la existencia de una distancia fundamental que tratarfa el
espacio-tiempo a nivel cudntico, llamada longitud de Planck. Matematicamente: L, = +/Ghi/c3 ~ 107¥m. A
esas distancias, no podria estudiarse ni la gravedad ni los campos cudnticos sin tener en cuenta las fluctuaciones
cudnticas del propio espacio-tiempo o lo que quiera que lo sustituya a esa escala. No se sabe si cabe concebir
una teoria por debajo de esa distancia. El vacio de la teoria cuantica de campos es altamente no trivial y produce
efectos sorprendentes.

2.104. FORMULARIO

A=Z+N
Nuimero de electrones por capa: 2n%,n=1,2,3,...,00 entero positivo.
Numero de electrones por subcapa: 2(2/+ 1),/ =0,1,2,...,n— 1.

Nuimero cudntico magnético: my; = —=I,-[+1,...,0,...,1—1,L

. 1
Nuimero cudntico de espin (para electrones): s = +§, ~5
Las particulas subatémicas se caracterizan por su masa M, la carga eléctrica Q, el momento angular de espin

S, el momento angular total J = L + S y, excepcionalmente, otros nimeros cudnticos.

De hecho, los nimeros cudnticos correctos en un dtomos se pueden tomar como (n, [, my, s), siendo s el
nimero cudntico de espin (total) determina la energia el momento angular L orbital via [? = Bl + 1), la
proyeccién del momento angular sobre una direccién del espacio, por ejemplo el eje Z, via L, = myh, y la
proyeccién del momento angular de espin en dicha direccién, via S, = mgh. También se introduce a veces la
paridad de un estado, como el nimero P = (—1)/, y también el momento angular total J = L + S, que determina
valores j = |l + s|, un momento angular J> = 7%j(j + 1), y una proyeccién J, = m;h, siendo m; € [—j,+j],
con m; = my + my si|m; + mg| < j. Cuando L y S no conmutan con el hamiltoniano en un dtomo, se debe usar
como buenos niimeros cudnticos otros. Una posible elecién es J,m;, P, 1o que da lugar a una especificacion de
estados via J¥, momento angular total, su proyeccién en un eje y la paridad. Esto ocurre normalmente cuando
el acoplamiento denominado espin-6rbita no puede ser ignorado o despreciado, al evolucionar en el tiempo L,
S y H. Sin embargo la energia o masa invariante, la carga eléctrica, la paridad y el momento angular total (y su
proyeccién) son un conjunto de nimeros cudnticos para especificar un estado cudntico de un dtomo, niicleo o
particula elemental en tal caso.

2.10.5. Epilogo

Listado de particulas hipotéticas de algunas teorias no estdndares.

Preones, subquarks, rishones, subsuquarks, techniquarks, leptoquarks (X,Y), W primas (W’), Z primas (Z’),
axiones, monopolos magnéticos, diones, p-branas, Dp-branas, instantones, esfalerones, sleptones y squarks (se-
lectron, smuon, stau, squarks, sup, sdown, scharm, sstrange, stop, sbottom, sneutrinos), gauginos (Wino, Zino,
gluino, fotino, neutralino, gravitino), taquiones, elvisebriones, superbradiones, hiperfotones, hiperbosones, cam-
pos de alto espin, carguino, brandn, axino, dilatén, dilatino, gravifotén, graviescalar, gravitén dual, inflatén,
majoron, saxion, particulas espejo, resonancias Kaluza-Klein, multiquarks e hibridos, glueballs, acelerones,
plektones, WIMPs, GIMPs, SIMPs, pomeron, skyrmion, geones, genones, cronones, bosones de Goldstone,
Goldstinos, espuriones, microagujeros negros, agujeros negros extremos microscopicos y ultramicroscopicos,
planckiones, campos fantasma (ghost fields), holeum, kugelblitz, cuantos de espacio-tiempo, supercuerdas, su-
per p-branas, cuerdas césmicas, agujeros de gusano, ...
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2.10.6. Otros numeros cuanticos exoticos

Nuamero bariénico, B. Estd asociado a los bariones, o particulas hechas de 3 quarks. Son hadrones (particulas
que interactian fuerte). Ademads de los bariones, existen los menos (particulas hechas de 2 quarks: un quark y un
antiquark). El nlimero bariénico se define como:

nq—l/la

B=
3

El niimero baridnico es 1 para los bariones usuales, -1 para los antibariones usuales, una fraccion de 1/3 positiva
0 negativa para resonancias o bariones exoticos, y 0 para el resto de particulas.

Isospin, /,. Mide el cambio de sabor o de sabor bariénico, en procesos de interaccién nuclear fuerte o débil.
Toma valores =1/2, o bien:
ny —ng

L =
¢ 2

como definicién més general de isoespin (isospin).

Numero leptonico, L. Es igual a +1 para leptones, -1 para antileptones y cero para particulas no lepténicas
(bosones o hadrones).

L=n—-mn

2.11. Calculos quimicos, reacciones, estequiometria, disoluciones

2.11.1. Moles y masa

Moles y masa molar

El nimero de moles (n) de una sustancia o especie quimica se calcular dividiendo la masa en gramos m(s)
entre la masa molar de dicha sustancia. Matematicamente:

_ m(g)
n = M8
MM

Uso: cuando me dan la masa en gramos y puedo calcular o me dan la masa molar de la sustancia.
Uso(II): cuando me dan los moles y la masa molar, puedo calcular los gramos, despejando

m(g) =n-MM

Todo elemento de la Tabla Periédica viene en forma de varios isétopos, que tienen ciertas abundancia iso-
topicas relaticas A;(X). La masa atémica de un elemento que figura en la Tabla Periddica es, en realidad,
la suma ponderada de las masas atémicas de los diferentes isétopos de X, que podemos denotar por X;,
cada uno con una abundancia relativa natural A;(X;) en tanto por uno (o por ciento). Entonces, la masa
atémica molar de un elemento es

m(X) = MM(X) = ZAi(Xi)mi(Xi) 2.1

y donde A;(X;) es la abundancia relativa del is6topo X;, con masa molar m;(X;).
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2.11.2. Numero de particulas y nimero de Avogadro

Un mol, en el S.I., estd relacionado con la constante de Avogadro

Ny ~ 6,022 - 105 mol™".

Entonces, el nimero de particulas en una determinada cantidad de moles se puede calcular por proporcionalidad
simple y directa:

Ecuaciones para el nimero de particulas y moles

El niimero N de particulas de una sustancia, que hay en una cantidad de moles dada n, se calcula mediante
la expresion

[ NII’l'NA

Uso: Calcular el nimero de particulas (itomos, moléculas, iones,...) en una determinada cantidad de
moles.
Uso(II): Calcular el niimero de moles si sé una determinada cantidad de particulas, despejando

2.11.3. Masa y particulas

Combinando los casos anteriores, podemos calcular la masa de un determinado nimero de particulas porque
igualando

N _m@)
Ny MM

Por tanto, tendremos que

Masa y nimero de particulas

Para calcular la masa de un determinado nimero de particulas N, sabiendo la masa molar y el valor de la
constante o nimero de Avogagro Ny, se usa la expresion:

N
=— .MM
me) = 3

2.12. Leyes de los gases ideales

Para un gas igual o perfecto, las leyes de los gases ideales de Boyle-Mariotte, Gay-Lussac, Charles, Avo-
gadro y combinada (general) de Clapeyron pueden sintentizarse en una simple ecuacién de estado denominada
ecuacion del gas ideal, que tiene la forma siguiente.
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Ecuacion de estado del gas ideal

Para todo gas ideal o perfecto, se cumple la ecuacién

(rvmmr )

donde P es la presion, V es el volumen, n es el niimero de moles,T es la temperatura absoluta en kelvin y
R es la constante de los gases ideales.
Uso: Hallar el volumen conocida la presion P, la temperatura 7', y los moloes 7, o bien calcular cualquiera
de las 4 variables (P, V,n, T), conocidas 3 de ellas.
Generalmente, P se da en atmdsferas (atm), V en litros, y T en kelvin, por lo que la constante de los gases
en estas unidades es

R=0,082atm-L- K" - mol™

En unidades del S.1.:
R=831J-K ' mol™!

Comentario: la constante R estd relacionada con el nimero de Avogadro y la constante de Boltzmann de
la teoria cinética y termodindmica estadistica mediante la relacion

R =kp Ny

Recuerda: latm = 760mmHg = 1013mb = 101300Pa = 1013AhPa.

Recuerda(Il): T(K) = T(°C) + 273.

Recuerda(IIl): kz = 1,38 - 107237 - K.

Mnemotecnia: PaVo=RaToén. O también, frases como
Pues Vale, no Recuerdo Todo
Poderes Valiosos (Venusianos) no Requieren Telequinesis (Teletransportacion)
o cualquier otra que produzca vuestra imaginacion.

En una mezcla gaseosa con varias componentes, las presion total es la suma de las presiones parciales de
cada gas, siendo la presién parcial del gas igual a la fraccién molar de la componente por la presion total.
Matemadticamente:

n
PT:ZPi:pl+p2+"'+Pn [ pi = xiPr ] (2.2)
i
y donde
.
Xi=— (2.3)
nr

es la fraccién molar de la componente o fase i-ésima.



66 CAPITULO 2. CHEMISTRY/QUIMICA

Reaccion quimica: es toda transformacion de unas sustancias o especies quimicas llamadas REACTI-
VOS en otras sustancias o especies quimicas llamadas PRODUCTOS:

Reactivos — Productos

o bien
a1 X +a2X2+...+aan—>b1Y1 +b2Y2+.‘.+bSYS

Para una reaccién quimica en la que las especies estén eléctricamente cargadas, se tiene la expresion
general
+ + + + + R
G X'+ XPE @ Xy o DY+ b YR L+ b YT

ai X! + aXP + .+ a Xl > blYlQ1 + szzQ2 +...+b Y

Leyes de conservacion de las reacciones quimicas

La ley de conservacion de la masa de las reacciones quimicas, o de Lavoisier, indica que la masa total
de los reactivos es igual a la masa total de los productos. Matematicamente

Z M(reactivos) = Z M (productos) Z M(X;) = Z M(Y;)
i=1 j=1

MX)D)+MX)+...+ MX,) =MX1)+ M)+ ...+ M)

La ley de conservacion de la carga eléctrica de las reacciones quimicas indica que la carga eléctrica
total de los reactivos es igual a la carga eléctrica total de los productos. Matematicamente

Z q(reactivos) = Z Q(productos)

z”: q(X;) = Z o))
i=1 =

gX1) +qX2) + ...+ q(Xp) = QY1) + O(Y2) + ... + O(Y)
q1+q2+...+qn:Q1+Q2+...+QS

En una reaccién quimica con varios nimeros cudnticos, bajo ciertas simetrias S;, se conservan ciertas
cargas (masa, carga eléctrica, carga de color,...) con lo que hay igual carga de tipo Q. Toda reaccién
quimica puede entenderse con un proceso de transferencia de cierto tipo de cargas entre diferentes tipos
de sustancias u objetos elementales/compuestos.

2.13. Disoluciones y concentraciones

Las disoluciones son mezclas homogéneas con un soluto y disolvente. La concentracién es la medida de
cudnto soluto hay en la disolucién. Hay varias formas de medir la concentracién

Gramos por litro

Si simplemente dividimos la masa en gramos de soluto M; entre el volumen en litros de disolucién V,
tenemos la concentracién de una disolucién en g/L(6 g/mL u otras unidades)

Masa en gramos de soluto M(g)
C(g/L) = e = =4

Volumen en litros de disolucién V(L)
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Porcentaje en masa y volumen

\.

Si conocemos la masa de soluto y disolvente M, My, o el volumen de soluto y disolvente V, V4, cono-
cemos la masa total y el volumen total de disoluciéon m = My + M4,y V = Vi + V. Entonces definimos
la concentracién en porcentaje de masa y volumen como sigue:

Masa de soluto

C(%,m):%-IOO: 100

Masa de disolucién

y donde la masa de soluto y disolvente estd en las mismas unidades, generalmente en gramos en Quimica.

C( t%)7 V) = E . 100 _ VOlumen de SOlutO

= - 100
\% Volumen de disolucién

J

Molaridad y molalidad

En Quimica, es frecuente trabajar con moles, por lo que hay varias formas de dar la concentracién con
moles. La mas frecuente es la molaridad M que mide los moles por litro (partido por litro, L) de disolucién
M = mol/L:

3 Moles de soluto g
~ Volumen de disolucién en litros V(L)

La otra medida de concentracién molar es la llamada molalidad m (no confundir con masa), que mide los
moles por kilogramo de disolvente m = mol/kg:

Moles de soluto ng
m = =
Masa en kg de disolvente ~ M (kg)

Finalmente, hay otra medida de concentracién de disoluciones, llamada fraccién molar

Fraccion molar

La fraccién molar X; (sin unidades) de una especie quimica o compuesto/sustancia i es igual al nimero
de moles de la sustancia i (n;) entre el nimero de moles totales n;:

Si solamente hay un soluto y un disolvente, las fracciones molares de soluto X y disolvente X, satisfacen
las ecuaciones:

X, = x, = n: = ng + ng [ X, +X,=1 ]

ny ny

(Cudndo se usan unas formas de concentracioén y cudndo otras? Depende del contexto y la situacion. En

industria alimentaria, y otras dreas, se prefiere los tantos por ciento en masa y volumen o el g/L (6 g/mL). En
Quimica, es mas habitual usar la molaridad y la fraccién molar, en menor medida la molalidad.

Recuerda: no confundir concentracién con densidad. La densidad mide la masa total (no solamente la de

soluto) en un volumen
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3

La densidad se mide en kg - m™> o en g/cm’ (g/c.c.) habitualmente.

Leyes importantes de los gases(resumen):

Ley de Boyle-Mariotte: a temperatura constante (proceso isotérmico), presién y volumen son inversamente
proporcionales y su producto permanece constante

\PV = constante \ obien| PV, = P,V

Ley de Charles: a presion constante (proceso isobarico), volumen y temperatura son directamente propor-
cionales y su cociente permanece constante
Vi W
T, T

— = constante | 0 bien

Ley de Gay-Lussac: a volumen constante (proceso isécoro), presién y temperatura son directamente pro-
porcionales y su cociente permanece constante
Vil W,
T, T,

\% .
T = constante | 0 bien

Ley de Avogadro o de los volimenes de combinacion: en las reacciones gaseosas, los volimenes de reacti-
vos y productos de cualquier gas ideal, medidos en las mismas condiciones de presion y temperatura (es decir, a
presién y temperatura constantes), contienen el mismo nimero de particulas/moléculas/moles, es decir, volumen
y nimero de moléculas/atomos/particulas o moles son directamente proporcionales (el cociente de volumen con
nimero de moles o moléculas permanece constante)

‘ V/n = constante |,| VIN = constante H Vi/ng = Va/ny

Vi/Ni = Va/N, |

> >

Ley de Clapeyron o ley general de los gases ideales: a una determinada cantidad de sustancia gaseosa ideal
dada fija, el cociente entre el producto de la presidon por el volumen entre la temperatura permanece constante,
es decir,

PV .| PiVi_ PaVa
— = constante |, o bien| —— = ——
T T, T>

[ R = 0.082atmL/Kmol = 0.082atmLK 'mol™" = 8.31J/Kmol

Consecuencia de la ecuacion del gas ideal: 1 mol de gas ideal en condiciones normales de presién y
temperatura ocupa 22.4L. aproximadamente. Condiciones normales se abrevia como c.n. y equivalen a tener
P =latmy T = 0°C = 273K. También existen las condiciones estadndar, que equivalen a tener P = latm y
T =25°C = 298K. 1mol de gas ideal en c.e. son unos 24.44 litros.

Curiosidad: a una temperatura de 293K, 1 mol de gas ideal ocupan aproximadamente 24L, y hay aproxima-
damente una densidad molar de 42mol/m>, es decir, a presién atmosférica y 20 grados centigrados, un gas ideal
tiene una densidad molar de 42 moles/metro ctbico.

Un gas ideal es un gas que sigue las hipdtesis basicas de la teoria cinética, es decir, ocupa poco volumen
(molecularmente) en comparacion al volumen del recipiente que lo contiene, sus interacciones moleculares son
débiles, y la energia por particula estd distribuida uniformemente por molécula, de forma que estd directamente
relacionada la energia cinética de sus moléculas con la temperatura.

Hipoétesis de Avogadro: volimenes iguales de gases diferentes, contienen en mismo nimero de moléculas
si se miden en las mismas condiciones de presién y temperatura.

La masa atémica (M,) de un elemento es la masa expresada en u.m.a.(u) o equivalentemente en g/mol. La
masa molecular (M M) es la suma de las masas de todos los 4&tomos de la molécula o compuesto, expresada en u
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0 g/mol.

Mol (unidad fundamental de cantidad de sustancia en el S.1., generalmente representado con la letra n): es la
cantidad de sustancia que contiene tantas unidades elementales (particulas, &tomos, moléculas,iones,...) como
atomos hay en 12 g (equivalentemente 0.012kg) de carbono-12 (éZC ). En 1 mol hay exactamente una cantidad
igual al nimero de Avogadro (N4) objetos. El nimero de Avogadro vale aproximadamente:

Ny = 6.022 - 103

Formas de calcular los moles (2 ecuaciones muy ttiles y usadas en Quimica/Fisica):

_ m(g) N
MM Ny

Curiosidad: el inverso de una u.m.a. expresada en gramos coincide con el valor del Ny, es decir,

1/u=1/1.66-10"* = N,

Comentario: En las leyes de los gases, hay que usar temperaturas absolutas, en grados kelvin (K), la presién
en atmdsferas y n en moles, para R=0.082atmL/Kmol.

Disoluciones: mezclas homogéneas formadas por un soluto y un disolvente. El soluto es el componente en
menor cantidad.

Ajustar una ecuacion o reaccion quimica es lograr que haya el mismo nimero de dtomos de cada tipo en
los reactivos y productos. Para ello, se deben introducir unos niimeros llamados coeficientes estequiométricos,
en las reacciones que preceden a la férmula de cada compuesto. Asi, en la reaccion general

aXi+aXy+...+a,X, > b1 Y1 +boYo+ ...+ bY;

los coeficientes ay, as, ...y by, by, ... son los coeficientes estequiométricos.

Interpretacion de los coeficientes estequiométricos: indican la cantidad de dtomos, moléculas, iones,...de
cada tipo de reactivo que se requieren para que tenga lugar, y la cantidad de 4tomos, moléculas, iones,...de cada
tipo de producto que se producen. El reactivo que estd en menor cantidad se llama REACTIVO LIMITANTE.
Los célculos quimicos deben realizarse con reactivo limitante (si lo hay de forma clara). Si nos dan las masas
atémicas, y conocemos las masas moleculares, mediante proporciones y factores de conversién, podemos calcu-
lar no solamente los moles y nimero de moléculas, sino también cantidades de masa y cantidades de volimenes
en gases (usando la ecuacion de estado del gas ideal).

Férmula empirica: es una férmula que sélo indica la proporcion de moles de dtomos en una molécula pero
no su cantidad.

Foérmula molecular: es una férmula que indica la proporcion de dtomos y su masa, de forma que sabemos
cudntos dtomos hay de cada tipo exactamente. Para conocer la férmula molecular es imprescindible saber la ma-
sa molecular del compuesto, no sélo la denominada composicidn centesimal (porcentaje de masa de cada d&tomo
en el compuesto).

Pasos para calcular la férmula molecular:
= 1) A partir de la composicién centesimal, calcular la masa de cada 4tomo en gramos de la sustancia dada.

= 2) Dividir la masa obtenida de cada d4tomo entre la masa atdmica de cada 4tomo para hallar los moles de
cada dtomo.

= 3) Dividir los nimeros obtenidos en el paso 2) entre el nimero mas pequefio, redondeando a nimeros
enteros (con cuidado, si es .4, .5, .6 conviene dejarlos sin redondear).
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= 4) Usando la masa molecular que nos den, determinar el nimero de veces que se repite cada nimero
hallado en el paso 3).
= 5) Escribir la férmula molecular final.

Para resolver cualquier problema de estequiometria, disoluciones y reacciones hay que tener ajustada siem-
pre las reacciones quimicas correspondientes o tener claro los datos dados de cada magnitud quimica, asi como
su significado e interpretacion.

FACTORES DE CONVERSION DE ALGUNAS UNIDADES

Presion:

latm = 760mmHg = 760T orr = 1013mb = 101300Pa = 1.013 - 10°Pa = 101.3kPa

Temperatura:

[ T(K)=T(C)+273 ]

Relacion grados Fahrenheit y grados Celsius (no es necesario saberla):

T(°C) T(°F)-32
100 180

2.14. Formulario de TODAS las leyes de los gases(sin enunciados)

1. Ley de Boyle-Mariotte. PV = constante.

Vv
2. Ley de Charles. T= constante.
P
3. Ley de Gay-Lussac. T= constante.
14 LV
4. Ley de Avogadro. — = constante ¢ v constante.
n

. P . P
5. Ley de Diver.— = constante 6 N - constante.
n
6. Ley sin nombre. nT = constante 6 NT = constante.

PV
7. Ley general de Clapeyron. T = constante.
PV PV
8. Ley combinada(I). — = constante 6 5 = constante
n
. P . P
9. Ley combinada(Il). — = constante 6 — = constante
nT NT
: Vv .V
10. Ley combinada(Ill). — = constante 6 — = constante
nT NT

PV PV
11. Ley fundamental. — = constante 6 —— = constante
nT NT

12. Ley o ecuacién de estado del gas ideal. PV = nRT 6 PV = NkgT.

[MM [M
13. Ley de Graham. i obien [— = ¥
MM, M, v




2.14.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

FORMULARIO DE TODAS LAS LEYES DE LOS GASES(SIN ENUNCIADOS)

Ley de las presiones parciales de Dalton. Py = ) ; P;, con P; = X;Pr.

Ley de los volimenes parciales de Amagat. Vp = >; V..
Ci

—.
H

Ley de Henry. p; = KZCC,' =

Ley de Raoult. Ap = py — p = p}, X;.

2
Ley del gas real de Van der Waals. (P + %) (V —nb) = nRT.

A
Ley del gas de Chaplygin. P = —.
P

A

Gas de Chaplygin generalizado P = —.
P

A
Gas de Chaplygin extendido generalizado: P = E + Bph.
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Apéndice A

Anexo. (Hiper)Volumenes y(e) (hiper)areas.

ANEXO 1: CALCULO DE VOLUMENES Y AREAS EN DISTINTAS
FIGURAS GEOMETRICAS

Formulas de area y volumen de cuerpos geomeétricos

| Figura | Esquema | Area ' Volumen
Cilindro H Aotal = 2nr(h+r) V=nrl h
/D 4 3
Eﬁ-rﬂ'ﬂ Au“]tal = 4'“"2 .‘l.‘ = _'“r
WV |
— =r2h
Cono Ajgtal = ®I° +mrg V= 3
Cubo A=6a’ V=a
G A= (perim. base »h)+ 2+ V = drea hase
e area hase Oh
:u'amld A _ penm ba:;  ip.lat T T area bf" ®h
= |




75

POLIEDRO HEXAEDRC TETEAEDED DODECAEDRO ICOSAEDRD OCTAEDRO
REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR REGULAR
MODELC
4 trisnguloz 12 pentagomos 20 triangalos 8 trisnguloz
= e 3 equilateros regularas aquilateres aquilateros
VERTICES H 4 20 12 ]
ARISTAS 12 ] 30 30 12
AR 3 3 3 5 4
POR. VERTICE
SENO DEL ANGULO) 2 2 2 2
1 “4z Z4s = Z4z
ENTRE CARAS 5 "I'_ 5 "I'_ 5 5
AREADELA
Sl f a® N i 25+l04 5 a® 543 &t 143 o?
EXTERIOR
2 i 2
VOLUMEN 3 S, 15475 =2 LR T = Ml =
12 4 12 3
EADIODELA 3 ~6 15 44 10+2473 +2
ESFERA Dles ol it S 4 salere
CIRCUNSCRIPTA 2 4 4 4 2
RADIODELA s o 250 +110 45 4241845 i
ESFER.A INSCRIPTA| a e a a E:
12 a0 12 g

Para una N—esfera, se tienen las siguientes recurrencias:

27R>
Vns2(R) = N Vn(R)

N+1 1
2 2

VNR) = VN_1(R) - R - B(

L3

Vy(R) = R\1 Vn-1(R)

27TNT+l
Ay(R)= ——RV
r(*34)

n+1

d
AN(R) = ﬁVNH(R) = Vis1(R)

An+1(R) = 27RVN(R)

Vn+1(R) = N IAN(R)
Vo(R) =1,
Ao(R) =2,
R

Vn+1(R) = N IAN(R),

An+1(R) = 2rR)VN(R)

1 (27e)\?
Va(R) ~ —— (E) R', si n— o
nt\ n

(A.1)

(A.2)

(A3)

(A4)

(AS)
(A.6)
(A7)

(A8)
(A9)

(A.10)
(A.11)

(A.12)
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El volumen genérico de la N-bola (N-esfera) de radio R es la funcién

DI

T

N
F(% " 1)R (A.13)

V(N,R) =

El valor maximo para un R fijo viene dado por la solucién de la expresién formal
w(gﬂ):logﬂzlogze (A.14)
debido a que
%(log V(N,R)) = 10% +logR - %w(g + 1) (A.15)

Existen también expresiones para los volimenes de las esferas en lo que los matemadticos llaman espacios L”.
Son espacios normados, con longitud de un vector dada por la expresion:

L= {Z} |x,-|pJ (A.16)

y una esfera en estos espacios es el conjunto de vectores que es menor o igual a una distancia fija llamada radio
de la bola (esfera, hiperesfera). El caso p = 2 es el caso usual euclidiano, pero otros valores de p son posibles en
estos espacios normados generales que ocurren en contextos como teoria de la informacion, teoria de cédigos y
regularizacién dimensional. El volumen de un bola en L? estd dado por la férmula:

(s )R
r(3 )

Estos volumenes satisfacen una relacion de recurrencia similar a la

Vi(R) =

r(=t+1)
VP(R) = (2r(% + I)R)ﬁ

r

Vi ®)

Por ejemplo, para p = 1, la norma del “taxicab”, o para p = oo (norma maxima), los volimenes vienen dados
respectivamente por:

1 2" n
V,(R) = ﬁR (A.17)
V.°(R) = 2R)" (A.18)
Estos volimenes coinciden con los volimenes del politopo cruzado de n-cuerpos (cross-polytope), y del n-cubo
(hypercube), salvo un factor de escala. Auln se puede generalizar todo esto, mediante una bola o (hiper)esfera de

Dirichlet. Para niimeros positivos reales p;, definimos la bola de Dirichlet como el espacio geométrico dado por:

By p ={x=(x1,..., %) € R x4 -+ x| < 1}

()

""" p) = 1"(1+i+--~+pin)




Apéndice B

Ecuaciones algebraicas de grado 1,2, 3 y 4

Una ecuacidn algebraica de grado n es una expresion polinémica P(x) = 0, donde P(x) es un polinomio de
grado n, es decir,
P(X) = ap+a1x + axx> + -+ + apx"

En general, si un cuerpo K algebraicamente cerrado implica que una ecuacién P(x) = 0 tiene n soluciones (igua-
les o distintas), por el teorema fundamental del dlgebra. Un ejemplo algebraicamente cerrado es C, los nimeros
reales no son algebraicamente cerrados. Existen otros cuerpos de niimeros no triviales que son algebraicamente
cerrados. Pueden construirse también cierres algebraicos de muchos (sub)cuerpos. Lo que hace especial es caso
complejo es que es también un cuerpo completo. Mas alld de los niimeros complejos, el otro caso de cuerpo de
nimeros que son algebraicamente cerrados y completos sobre una métrica con los cuerpos valorados, también
llamados ntimeros p-adicos. Una ecuaciéon de n-ésimo grado puede resolverse por métodos de factorizacion,
usando Ruffini y el valor numérico del polinomio por prueba y error, pero puede ser largo dicho procedimien-
to (o dificil). Mds alld de las ecuaciones de cuarto grado, las ecuaciones de grado cinco (quinticas) o superior
NO pueden resolverse por radicales debido a la teoria de Galois. En cambio, pueden resolverse mediante otras
funciones no elementales, como las funciones hipergeométricas generalizadas. . .

B.0.1. Ecuaciones de primer grado

Una ecuacién de primer grado ax + b = ¢, con a, b, c nimeroes reales o complejos (0 mds generalmente en
un cuerpo K), se soluciona mediante la expresion (a # 0 sobreentendido):

(B.1)

B.0.2. Ecuacion de segundo grado

Una ecuacion de segundo grado arbitraria tiene por expresiéon P(x) = 0, con P(x) un polinomio de segundo
grado:
P(x) =ax* +bx+c=0

Las ecuaciones cuadréticas se resuelven mediante la expresion siguiente, en el cuerpo de los reales o complejos:

—b+ Vb2 —4ac
2a

xi:

Se llama discriminante A = b? — 4ac. Dependiendo de su valor, habrd 2 soluciones reales, 2 soluciones reales
iguales o 2 soluciones complejas en general, en el caso de coeficientes reales. Si los coeficientes son complejos,
la raiz cuadrada ha de hacerse con cuidado también de las determinaciones principales de la raiz de un nimero
complejo, aunque la férmula anterior es vélida “en general”. Algunos casos mds sencillos de resolver son las
ecuaciones cuadraticas incompletas, que no requieren férmula:

= Caso b = 0. Entonces, ax> + ¢ = 0 tiene dos raices que se sacan por despeje directo:
Xy = +A/—c/a, x_=—4/-c/a
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= Caso ¢ = 0. Entonces ax? + bx = 0 tiene dos raices que se sacan por factorizacion:
b
x(ax+b)=0—->x1=0, xp=-—-
a

= Caso b = ¢ = 0. Entonces ax? = 0 tiene por solucién doble x; = x; = 0.
La ecuacion cuadratica tiene soluciones segin el valor del discriminante:

» Caso A = b? — 4ac > 0. Hay dos soluciones reales:

-b+ VA
Xy = ————
2a

= Caso A = b?> — 4ac = 0. Hay dos soluciones reales iguales:

b
2a

xp=x_=X-=

= Caso A = b*> — 4ac < 0. Hay dos soluciones complejas y conjugadas:

B -b+iV-A
B 2a

-b—-iV-A
2a

<1

2=z =
Si los coeficientes son complejos, la determinacion principal de la raiz es de hecho la seleccién de signos si uno
es cuidadoso.
Algunos autores reescriben la ecuacién cuadrética completa ax® + bx + ¢ = 0, cuando a # 0 como

¥ +px+q=0

donde p = b/ay q = c/a. En este caso, la formula de la cuadrética es

H+

(SIS

r_y
4

2
. . p . . . .
y el discriminante se reescribe como A = T pero no cambia la discusién previa.

B.0.3. Ecuacion de tercer grado(cibica)

La ecuacidn de tercer grado se escribe de cualquiera de las dos formas equivalentes siguientes:
3 2 _
ax’+bx"+cx+d=0

C+ACP+BX+C=0

donde en el segundo caso hemos supuesto que a # 0.
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Cardano method(I)

Cardano’s method provides a technique for solving the general cubic equation

ax> +bx* +cx+d=0

in terms of radicals. As with the quadratic equation, it involves a “discriminant” whose sign determines
the number (1, 2, or 3) of real solutions. However, its implementation requires substantially more technique
than does the quadratic formula. For example, in the “irreducible case” of three real solutions, it calls for the
evaluation of the cube roots of complex numbers.

In outline, Cardano’s methods involves the following steps:

= “Eliminate the square term” by the substitution y = x + b/3a. Rather than keeping track of such a substi-
tution relative to the original cubic, the method often begins with an equation in the reduced form

X +px+g=0

= Letting x = u + v, rewrite the above equation as

u3+v3+(u+v)(3uv+p)+q=0

= Setting 3uv + p = 0, the above equation becomes 1> + v = —¢. In this way, we obtain the system
w+v =-—q

v = —p3/27

Since this system specifies both the sum and product of «? and V3, it enables us to determine a quadratic
equation whose roots are > and v*. This equation is

?+qt—p3/27=0

with solutions

[5}

2
R SN Ui
2 4 27
2 4 27

In order to find u and v, we are now obligated to find the cube roots of these solutions. In the case

27¢° +4p® <0

this entails finding the cube roots of complex numbers.

Even in the case 27¢> +4p> > 0, there are some unexpected wrinkles. These are illustrated by the equation

C+x2-2=0

for which x = 1 is clearly a solution. Although Cardano’s method enables one to find this root without
confronting cube roots of complex numbers, it displays the solution x = 1 in the rather obscure form

| i/26+15\/§+i/26—15\/§
- 4
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Cardano’s method(IT): Cardano formula

The cubic polynomial equation
P(x)=ax’ +bx* +cx+d =0

has solutions

where

with
3ac — b?
0= 902
a

3 9abc — 27a%d - 2b3
Bl 5443

Depressed cubic
To erase the x? part of any cubic to get the form
V' +px+qg=0

is called to depress a cubic equation. To do it, plug x = y + b/3a, or equivalently, make the change y = x — b/3a.
Then
ax> +bx* +cx+d=0

becomes 5 )
by b b
-—| +bly—=—| + -—|+d=0
a(y 3a) (y 3a) C(y 3a)
This gives
3by>  3b%y b 2by  b?
3 2
- - bly"—=——+ + -—|+d=0
¢ [y 30 922 27| 0) T 3a Toa2| T
and from this you get
2 3 2 3
3 4,0 by b 2 2b7y
-b - -+ —+ +ey—-—+d=0
T T 3 T 2a 3a 94 3
SO 5 3
b bc 2b
3
—— -——+—=+d|=0
ay +( 3a+c)y+( 3a+27a2+ )

or equivalently

5 (3ac - b? 2b* - 9abc + 27a*d
V| — =0
3a? 2743

and then
B 3ac — b?

3a?
2b3 — 9abd + 27a%d
27a3
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recasts the equation into the desired form above

Y +py+q=0

Q.E.D. Note that, p, g are related to R, Q from previous subsection via

Proof/Demo:
After depressing the cubic equation you get

v +30y-2R=0

Consider the identity
S+T)Y-STS +T)-(S*+T% =0

and
y=8S+T
ST =-0
S3+T3=2R

Cube both sides of the second equation to get S3T3 = —Q>. Now, by the so-called Vieta’s formula, the polyno-
mial P(z) = z> — Rz — @ will have roots S3 and 7°. Solvin with the aid of the quadratic formula

z=R+ JR*+ 03

Notice that the system of equations is symmetric in S, 7, so the order we choose doesn’t matter, and the value of

y will be the same. So, therefore
S =w" \3/R + VR2+ Q3
T =w'\R- VR2 + 0

wherer 0 < m,n < 2 is any 3rd primitive root of the unity. We see that then we have 9 possible combinations for
the value of S + 7, but only 3 of them work. By looking at the second equation, we see that m+nm-+nm-+n must
be a multiple of 3, so

(m,n) = (0,0),(1,2), (2, 1)(m,n) = (0,0),(1,2), (2, 1)(m,n) = (0,0),(1,2),(2, 1)

and our solutions are
Y1 = S+T

y2:Sw+Tw2
y3=Swr+Tw

with
-1+ V3i
w= —
2

w = —
2

From this, and making the traslation to get from y to x, we obtain the wished soludions.
Q.E.D.
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Solucién real simple

Cubic equations are polynomial equations of the form:
AX + Bx* +Cx+D =0

or equivalently, if A # 0,
P ra’ +bx+c=0

To find out a real solution, you can proceed as follows:

= First compute the following two quantities from the coefficients a, b, and c:

B 3b—a?

=3

R 9ab — 27¢ - 243
54

= Secondly, from these values of Q, R, calculate

s=(r+ VO +R)"
T=(R- VO +R) "

= Compute the real solution with

a
X1:S+T—§

Note that here we used a different normalized for the coefficients than in previous sections!

B.0.4. Ecuacion de cuarto grado(cuartica)

Una ecuacion de cuarto grado tiene una solucién complicada en radicales o raices, obtenida por primera vez
por Ludovico Ferrari. La ecuacién general de cuarto grado, puede escribirse de cualquiera de las dos formas
equivalentes siguientes:

ax* +bx® +cx> +dx+e=0

P H+AC+ B +Cx+D=0

donde en el segundo caso hemos supuesto que a # 0. Antes de resolver el caso general, dos casos sencillos
reducibles a una ecuacién cuadritica son conocidos: la ecuacién bicuadrética y la ecuacién cuasi-palindrémica
(ésta, a su vez, tiene dos subcasos, el caso simétrico y el casi-simétrico).

Ecuacion bicuadratica

Supongamos que, en la ecuacién de cuarto grado, cudrtica, tenemos b =d =0,y quea = A,c = B,e = C.
Entonces, la ecuacién resultante adquiere la forma

A +B*+C=0
Definiendo la variable auxiliar z = x2, transformamos la ecuacién anterior en
A2 +Bz+C=0

En general tendrd dos soluciones (reales o complejas), z.. Las soluciones a la ecuacién cuértica de tipo bicua-
drético serdn pues las 4 raices, generalmente complejas:

X =21, X2 =%V
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Ecuacion cuasi-palindrémica

La ecuacidn cudrtica cuasi-palindrémica es la ecuacién

aox4 + a1x3 + a2x2 +aymx + aom2 =0
xt m
y satisface la simetria P(mx) = — P (—) Se dice que la ecuacién cuasi-palindrémica es simétrica o palindrémica
m X
sim = 1,y casi-simétrica si m = —1. Para ambos valores de m, o general m, la ecuacion cuasi-palindrémica puede
resolverse de la siguiente forma:

P(x)

s Calcula Q(x) = %

Realiza el cambio de variable z = x + —.
X

Reescribe la ecuacién como

) = apz® + a1z + ay — 2mag = 0

Resuelve la ecuacién Q(z) = 0, obteniendo dos raices z;, z2. Esto da dos soluciones:

2
—a; + \/al —4ap(ap — 2mayg) a a% (ar — 2map)
ao ap 4aO ao

Para cada z, 71,22, usar el cambio del segundo punto, equivalente a resolver la ecuacién cuadrética X2 -

zx + m = 0. Entonces, las soluciones seran, para cada valor de z hallado de Q(z) = 0,:

oz V72 —4m
==

En sintesis, las ecuaciones cudrticas cuasi-palindromicas se resuelven aplicando dos veces la férmula de resolu-
cién de la ecuacién cuadritica.

General quartic

Solution of x* + ax® + bx?> + cx + d = 0 written out in full. This formula is too unwieldy for general use;
hence other methods, or simpler formulas for special cases, are generally used.
The four roots x1, xp, x3, x4 for the general quartic equation

ax* +bx> +cx* +dx+e=0

with @ # 0 are given in the following formula, which is deduced from a long procedure by back changing the
variables, depressing the quartic to x* + px? + gx + r = 0 and using the formulas for the quadratic and cubic
equations (Ferrari method).

b 1 q
=—— S+, [-4S2-2p+ = B.2
X12 1 + 2 p+ 3 (B.2)
b 1 q
__Z + - [—482_92p,_ 2 B.3
X34 1 +85 + 7 S P (B.3)
8ac — 3b*
= B.4
o (B.4)
b3 — dabc + 84%d
q= (B.5)

843
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and where

1 2 1 Ao
S==\|-zp+—|0+— B.6
> \/ 3Pt 3, (Q 0 ) (B.6)
jAl + AT —4A]
= B.7
Q > (B.7)
If Q and/or § are zero, more simple formulae are deduced. Now

Ao = ¢* = 3bd + 12ae (B.8)
Ay = 2¢% = 9bed + 27b%e + 2Tad* - T2ace (B.9)
and A% - 4A(3) = —27A where A is the aforementioned discriminant. For the cube root expression for “Q”, any

of the three cube roots in the complex plane can be used, although if one of them is real that is the natural and
simplest one to choose. The mathematical expressions of these last four terms are very similar to those of their

cubic analogues.
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