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Resumen

Se revisan los teoremas enunciados y demostrados por Emmy Noether
desde una perspectiva histérica y matemética. Se hace énfasis en el forma-
lismo lagrangiano y variacional o funcional, usando herramientas basicas
del analisis diferencial e integral. Se indican finalmente algunos ejemplos
y aplicaciones en la Fisica Teorica, y se explica el significado intuitivo de
ambos teoremas. Finalmente, se sugieren las posibles generalizaciones y
extensiones del teorema, asi como una menciéon al formalismo de jets y de
formas diferenciales que hace posible la generalizacién de estos teoremas
con un lenguaje libre de coordenadas.
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1. Introducciéon

La formulacién newtoniana de las leyes de la Mecanica deja sin resolver
muchas cuestiones, ademés de que su tratamiento es complicado al versar
sobre fuerzas y aceleraciones (0 momentos), que son magnitudes vectoria-
les. En el siglo XIX, Lagrange y Hamilton, junto a otros investigadores,
desarrollaron formulaciones alternativas de la Mecanica Clasica, conocida
como Mecénica Analitica o Racional, usando procedimientos matematicos
que hoy dia se conocen como analisis variacional y calculo funcional.

2. Accién y lagrangianos

En la formulacién de Lagrange, el objeto fundamental es la integral de
accion de una funcién, hoy dia denominada lagrangiano (o densidad la-
grangiana en la versiéon de campos o sistemas continuos, aunque por abuso
de lenguaje se sigue llamando lagrangiano a la densidad lagrangiana). La
accion es

S(q) = /M Ldt (1)

El lagrangiano L es una funcién matematica que depende de unas va-
riables ¢(t) llamadas coordenadas generalizadas (que pueden ser escalares,
vectores o incluso tensores, espinores, etcétera).

2.1. Lagrangianos de primer orden, L = L(q, q)

Para un lagrangiano que depende de las coordenadas generalizadas y
sus derivadas temporales de primer orden, se tiene que:
oL oL
0L(q,q) = =46 — 94 2
(¢,9) 9g 00t 50 2)
Usando la regla de Leibniz de derivacién de un producto, podemos
escribir esta expresién como sigue:

oL d (0L d 0L
L(g,§) = Zog+ 2 (Lsq) - (£
o(a.d) = Geda+ i (Geda) - (550 ) da Q
o reorganizando los términos
. d
0L(q,4) = Ex(L)oq + - (p3q) - (4)
donde hemos definido el momento generalizado
oL
= — 5
P= 54 (5)
y el operador de Euler de primer orden
oL d oL
Bi(L(g,q) = 2= - 29 6
(Le0) =5~ 55 (6)

El movimiento de un cuerpo o sistema definido por coordenadas ge-
neralizadas es aquel que minimiza la accion (méas generalmente, la ex-
tremiza), y S = 0 implica generalmente que L = 0 para variaciones
arbitrarias de dq. De hecho, la minimizacion de la acciéon es invariante
salvo términos de borde o frontera, esto tes, la minimizacién de la accién
(o extremizacion) implica que se puede anadir un término de derivada
total al lagrangiano, que no contribuye més que con una constante y no



afecta a las ecuaciones de movimiento. El hecho de que el lagrangiano sea
cuasiinvariante (invariante salvo una derivada total temporal) se expresa
generalmente como el principio gauge

dA

oL =— 7

o (7
y entonces la variacion global del lagrangiano de primer orden se puede
escribir

oL d OL d (0L d (0L

d dA
OL = Er(L) + - (pdg) = — 9)
o bien
d (oL d
1= B0+ 3 (Geda) = By + G 000 =8) (10)

La criticalidad de la accién y el lagrangiano de primer orden, implica
el cumplimiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0L doL _
= Hq doq -

Ademés, el término de borde o frontera, es la cantidad conservada o
carga de Noether bajo transformaciones de simetria dgq arbitrarias (como
veremos mas adelante, es uno de los teoremas de Noether):

C= <a—l,15q — A)
0q
Lo divertido de todo esto, es que podemos generalizarlo a derivadas
de orden superior y de alto orden arbitrario. O incluso considerar trans-
formaciones més generales, por ejemplo algunas que incluyan el cambio
de las coordenadas temporales ademas de los campios en las coordenadas
espaciales.

Bi(L) 0 (11)

2.2. Lagrangianos de segundo orden, L(q,q,q)

Supongamos ahora que L = L(q, ¢, §), que se corresponde a un lagran-
giano que depende de la posicion, velocidad y aceleracion generalizadas.
La variacién del lagrangiano es ahora

L. OL_.  OL

o bien, de nuevo usando la regla del producto de Leibniz

... (0L doL d (9L oL ..
0L(q,4,4) = (aq g aq) dq + g (aq 5q) + 95 5G (13)

Para el ultimo término del miembro derecho, aplicamos nuevamente
2 veces la regla de Leibniz para eliminar la dependencia temporal de las
variaciones hasta donde podemos:

oL .. d (8L, d (doL._. d? oL
oot (ag00) - [ (oios) - o] 09



Usando el mismo tipo de reorganizaciéon que con el lagrangiano de
primer orden, obtenemos ahora la variaciéon total del lagrangiano

OL d oL  d* 9L d [(0L d oL oL
L= (&89, 2 o d[(oL. dIL oL
’ (3q dt g " de? 8q‘> o0t [(aqéq dt aq') 09+ Jq]

Esta expresion puede reescribirse sucintamente como
L = Ea(L(a,4,4)0q + = [E1(L(4, G))dq + Eo(L(4))64]  (16)
y donde hemos definido los operadores de Euler

_ 0L ddL d®IL

E2(L(g,4,4) = B¢ didq T e B (17)
.. 0L d OL
Ei(L(¢,4)) = 2% G oq (18)
. OL
Eo(L(§) = 5 (19)

La extremizacion de la accion (invarianza) y la cuasiinvariancia del
lagrangiano genera las ecuaciones de movimiento

oL d oL  d* oL

By=— - =22 = T 2
2= 9¢ “dtog | de 9g (20)
y la conservacion de la carga de Noether en la frontera
oL dOJL oL
===-===—-A —— 44 21
o= (5 ~ios ~A) o+ 7o =

2.3. Lagrangianos de tercer orden, L = L(q,q,q, §')

Se deja como ejercicio para el lector interesado y fascinado por estas
lineas, calcular los detalles (por fuerza bruta de derivacion via regla de
Leibniz) para el lagrangiano cuya variacion es

oL OL_.. OL_.. OL _..
= ?qaq + 220G+ 2 0G+ 5204 (22)

6L =06L(q, 4,4, §) g ER oq

Evidentemente, el problema es reescribir el término

oL ...
— 2
a.q.éq (23)

como sigue

OL o A (0L, N d(dOL N d(d 0L N d oL,
9 1 T aw\oq¢’)  a\@ag®) Ta\araq’l)  aroq’?

(24)
con lo que la variacién del lagrangiano es ahora

L dc
0L = Es(L(q: 4,4, §))0q + —- (25)
donde ahora tenemos, en virtud de la extremizaciéon de la accién, y de la
cuasiinvariancia del lagrangiano, respectivamente, las ecuaciones de mo-
vimiento y la carga de Noether del término de frontera de la accion para

el lagrangiano:



o OL doL  d>0L d® 0L

C = E5(L(4,4))6q + Er(L(G, §))8¢ + Eo(L(7q))d¢ (27)

y donde la carga de Noether para el lagrangiano de tercer orden C puede
reexpresarse también como

oL d oL  d* oL oL d dLY\ .. 0L .
o= (5 v +amar) o+ (5~ ) 1 oon @

2.4. Lagrangianos de orden n, L = L(q, Dq, D%q, ..., D"q)

Aplicando induccion, podemos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange
de enésimo orden (orden n), simplemente cuidado algo la notacién de las
derivadas. D = d/dt, D* = d*/dt?, ..., D™ = d"/dt" son las derivadas
temporales de orden 1 hasta orden n (por generalidad D°f = 1f = f. No
es complicado deducir lo siguiente inductivamente:

n dC
donde ahora se tienen las ecuaciones de Euler-Lagrange y la carga de

Noether

n

; OL
— J —

E.(L) = ;D 5D7g = ° (30)

C =) EwD" " 'qg—Adq (31)
k=0
o bien
oL oL o OL
— (== _ . A
<8Dq 0D2%q 0D3q > Oq+
oL OL oL n_1

3. Campos y densidades lagrangianas

El caso anterior puede generalizarse cuando pasamos de coordenadas
discretas de particulas ¢(t) a campos en una determinada variedad (en
fisica, generalmente el espacio-tiempo, aunque no siempre es esta la tnica
variedad que se estudia). Un campo ¢(z) = ¢(z*) depende de las coor-
denadas z* de la variedad espacio-tiempo. El lagrangiano L se convierte
en una densidad lagrangiana £, y la accion se define andlogamente sobre
dicha variedad

s:/ L= [ L(¢,00,0°¢,...,0°¢)d (32)
M M

donde D es ahora la dimensiéon (no confundir con el D usado para la
derivada temporal antes). La derivada temporal es ahora solamente una
de las derivadas parciales 0 = J,. Mutatis mutandis, si cambiamos q(t)
por ¢(x), las derivadas temporales por derivadas parciales, todo lo anterior



puede generalizarse. Ahora la carga es una corriente J (la carga de Noether
seria esencialmente la integral volumica de la componente temporal de
la corriente) que sera conservada. Esto es debido a que la ecuacion de
continuidad tiene la forma

Ot =0=0800" + 00" = 0Q + 0" (33)
de donde

Q=- / o J'dt (34)

por lo que @ se conservara cuando dicha integral se anule. La condicién
de cuasiinvariancia del lagrangiano pasa ahora a ser una cuasiinvariancia
de una divergencia, es decir, £ puede cambiar como una transformaciéon
de gauge hasta una derivada partial de una cantidad A\* manteniendo la
integral de accién invariante, ya que 9, A" en los bordes o frontera no
contribuira generalmente a las ecuaciones de movimiento clasicas.

3.1. Densidades lagrangianas de orden 1

Ecuaciones de movimiento:

oL oL
Corriente de Noether:
oL
no_ M
JH = (88u¢5¢> A ) (36)

3.2. Densidades lagrangianas de orden 2

Ecuaciones de movimiento:

oL oL oL

EZ([’) = 87(17 - 8“88,,(;5 + all«auaauayqs =

0 (37)
Corriente de Noether:

or or or
©o_ _ _ )M
T = <aau¢ % Sonone ) % o0t 38

3.3. Caso de densidades lagrangianas de orden 3

Para facilitar la notacion, indicaremos las sucesivas derivadas por indi-
ces. Asi, 0,000 = pv, ... 0°¢p = Oy -+ Oy ® = Puy...u, - Con esta notacion,
escribimos las ecuaciones de movimiento y la corriente de Noether como
sigue.

Ecuaciones de movimiento:
oL oL oL oL

= — —0y=— +0p—=———0
96~ 06, " 96,

Hanass 8¢#1M2#3

Es(L) =0 (39)

Corriente de Noether:

- % B oL oL o
= <a¢g Ouggny T Ooudvgy— A )5¢+
oL oL oL
+ (aqsw ~ O amw) 00t e O



3.4. Densidades lagrangianas de orden n

Ecuaciones de movimiento:
0L = En(L(¢, D, ..., D)5 + I\ (40)

y ahora las ecuaciones de Fuler-Lagrange de campo y la corriente de
Noether adquieren las formas funcionales

oL
_ J _
E. (L) = ;D 5Dig = 0 (41)
J = ExD" " lp— \og (42)
k=0
o bien
(oc oL ., 9L
Jf(aw D30ig + P’ 5055 /\)6¢+
oL oL oL o1l
+<7ap2¢ — aD3¢+"')5D¢+"'+ aansw ¢
4. Los 2 teoremas
4.1. Formalismo matematico
Sean n campos ¢'(z), i = 1,...,n, que dependen de D variables o

coordenadas x = z# = (z*, 2., xD). Las ecuaciones de Euler-Lagrange

de primer orden (se puede extender la discusién a cualquier orden de
derivadas mediante el uso de fibrados jet) se escriben

oL oL
E; = - ~ =0 43
(90) 8(;51 H a(au¢l) ( )
Para la integral de acciéon
S= [ L(x;¢'0.0")d (44)
M

se definen las transformaciones de coordenadas y campos:
ot — 2" =" + o2t (45)
¢'(x) = ¢ (1)) = ¢'(2) + 80" = ¢'(2) + 8¢ + Dpg'da”  (46)

que son transformaciones infinitesimales de las cantidades z*, ¢*. Al mas
bajo orden, la accion cambia

08 = | L(,¢'(a"),0¢'(a)d"" — | Lz, ¢(x),00)d"x  (47)
M M
para dar
6 = | |E¢)56' +0,B" (w,6,06,52,50)] (48)
M
y donde B*, 1 =1,2,..., D son funciones lineales en dz*,§¢’. Con estas

expresiones, Noether enunci6 sus dos teoremas.



4.2. Teorema 1 (Noether, grupos r-paramétricos)

El enlace de simetrias (invariancias) y leyes de conservacién es el con-
tenido del primer teorema de Noether. La importancia del teorema de
Noether reside en la conexién de simetrias (o leyes de invariancia) con las
leyes de conservacion. Asi, la invariancia del lagrangiano frente a traslacio-
nes implica la conservaciéon del momento, la invariancia frente a traslacio-
nes temporales implica la conservacion de la energia (mas generalmente, la
invariancia frente a traslaciones espaciotemporales implica la conservaciéon
del denominado tensor energia-momento-impulso), la invariancia frente a
rotaciones implica la conservacion del momento angular (generalmente un
bivector, pero dual a un vector en 3d), la invariancia frente a boosts im-
plica que el centro de masas (o centro de energia en version relativista) se
mueve con movimiento uniforme,...Y mas generalmente, el primer teore-
ma de Noether indica que la invariancia de la accion (cuasiinvarincia del
lagrangiano) frente a un determinado grupo de transformaciones (fijar el
tipo de grupo a nivel matematico es importante, generalmente se prefieren
grupos continuos, habitualmente de Lie-Backliind, pero pueden ser grupos
mas esotéricos como el grupo de Poincaré, el grupo conforme, el grupo de
De Sitter, y otros varios).

Por ende, el primer teorema de Noether establece una correspondencia
uno a uno (Noether probo esto) y lo reciproco, que una ley de conservacion
estéd asociada a una simetria o invariancia, al mismo tiempo que una sime-
tria o invariancia esta asociada a una cantidad conservada incluso aunque
no sea trivial. Las leyes de conservacion de los grupos continuos son leyes
aditivas, mientras que las simetrias discretas obedecen leyes de conserva-
cion multiplicativas (por ejemplo, la invariancia bajo inversién del sentido
del tiempo, la invariancia bajo cambio de particulas por antiparticulas o
la invariancia bajo reflexion especular con las llamadas simetrias T, C y
P, y son también simetrias en la Fisica de forma combinada, pero no al
parecer de forma separada).

En sintesis, el primer teorema de Noether senala que las leyes de con-
servaciéon implican invariancia y viceversa. Si la integral de accién es
invariante para un grupo r-paramétrico de Lie (Lie-Backliind hoy dia):

o =" = et eT) (49)
¢'(x) > ¢"(2) = F'(w, ', €) (50)
donde los valores
e=e’=0=(0,...,0) = (¢',...,¢") (51)
con p=1,...,r dan la transformacion identidad. Entonces, para la para-
metrizaciéon
gt = X¥, (z, 9)e”, Je|’1 (52)
3" = 7' p(w, p)e” (53)
se demuestra, como hizo Noether, que existen r corrientes conservadas
oL ;
J =T X" — ——Z",, p=1,2,..., 54
L M oy

con el tensor energia-momento-impulso dado por



oL

T, = ———0,¢' — "L 55
50,5 9
para las soluciones ¢’(z) de las ecuaciones de movimiento
Ei(¢) =0

de un lagrangiano de primer orden.
Ejemplo 1. Traslaciones espacio-tiempo. Las transformaciones de coor-
denadas

" =z M5 =0 (56)

proporcionan las corrientes

Jh, =T, uv=123,...,D (57)

Ejemplo 2. Simetrias internas. Sean las transformaciones internas de
los campos

szt =0 (58)

¢ (x) = sz‘ (e, e%,..., )P (x) (59)

Entonces las siguientes corrientes son conservadas supuestas validas las
ecuaciones de movimiento E;(¢) = 0.

oL ;
J=—"=—Z",, p=1,2,...,7 (60)
P 00u(e) ”
También se cumple el reciproco: si hay p cantidades conservadas, en-
tonces hay grupos de transformaciones que dejan la accion invariante.

4.3. Teorema 2 (Noether, grupos co-paramétricos
o transformaciones gauge)

El segundo teorema de Noether conecta identidades diferenciales (de-
pendencias de las ecuaciones de movimiento) con invariancia gauge. El
segundo teorema de Noether es mucho mas abstracto y sutil, y gene-
ralmente no tiene unas consecuencias apreciables como el primero. Si el
grupo de invariancia se sustituye por un grupo de dimension infinita y
las transformaciones son gauge de un determinado conjunto de funciones
hasta un determinado orden en las derivadas, Noether probd que no to-
das las ecuaciones de movimiento son independientes y hay redundancia
o dependencias entre ellas. Al conjunto de estas relaciones, generalmente
en la forma de identidades bajo la forma de operadores diferenciales, se le
denomina identidades de Bianchi (aunque suele confundirse este término
con las identidades de Bianchi de ciertos tensores que pueden o no tener
relacion con este teorema). No obstente, en la jerga moderna suele de-
nominarse identidades de Noether a estas relaciones entre ecuaciones de
movimiento bajo la presencia de grupos de transformaciones que dependen
de funciones arbitrarias hasta cierto orden en las derivadas.

El enunciado matemaético del segundo teorema de Noether es més com-
plicado, y se incluye en el siguiente articulo(apartado) una version del
mismo algo arcaica. Las versiones mas modernas usan formas y tensores,
ademas del elegante lenguaje de fibrados jet de una variedad lagrangiana.



En sintesis, el segundo teorema de Noether demuestra que la invarian-
cia bajo un grupo infinitodimensional de transformaciones “gauge” im-
plican dependencias funcionales (redundancias, identidades diferenciales)
entre las ecuaciones de movimiento y viceversa.

Si la integral de accion es invariante bajo un grupo gauge (infinito-
dimensional), los elementos del grupo dependen de s-funciones suaves o
regulares £°(x), p =1,..., s y sus derivadas hasta orden r,, de forma que
las variaciones son

s 01,--,0D=Tp agl+<.<+gD

g¢j = Z Z (Ej(x7¢; 8¢)P7¢71,4~70'D 8(.131)01 . -8(,1;D)<7D gp(x)

p=1 o1,...,0p=0
(61)

y existen s-identidades llamadas identidades de Noether (o identidades de
Bianchi) dadas por las expresiones

o1++op=rp

(Lo O

01,...,0p=0

(62)

donde p = 1,...,s, y que dan relaciones o dependencias entre las n-

ecuaciones de Euler-Lagrange. La prueba usa integracion y el hecho de
que uno puede elegir £” = 0 y también que podemos escribir

o1 +--+op
d(xzt)or---9(zP)op
en la frontera o borde de M, topologicamente denotado por M.

=0 (63)

Ejemplo 1. Electrodindmica cldsica. En Electrodindmica Clésica se tie-
ne que

Eu(A)=0"F, (64)
y
F,/# == 81_/A'u - 8;/.1411 (65)
La accién invariante es
S(A,F) =1 / 5 Fyu " (66)

Bajo las transformaciones gauge

JA* = 9"¢(x) (67)
se deduce que

OMEL(A)=0 (68)
que es obvio resultado por la antisimetria de F, F,, = —Fj,..

Ejemplo 2. Relatividad general. En Relatividad General (RG), se tie-
nen las ecuaciones no lineales de campo

1
Eu(9) = Ruw — §gwR =Gu = kT (69)

10

0(1’1)‘71 . a(xD)UD (E(.’L’,d), a¢)9,517-~7‘7DE7«'(¢)) =0



y donde R, es el tensor de Ricci, R = g"" R, es el escalar de curvatura.
La invariancia de la accién integral de Einstein-Hilbert

Sen = / d*z/=gR (70)

bajo difeomorfismos o transformaciones generales de coordenadas para-
metrizadas en la forma

ozt ==+ (x) (71)

6guu = D;LEV + DVE;L (72)

donde D,, es la derivada covariante, proporciona 4 identidades de Bian-
chi (identidades de Noether, dependencias) dadas por

D"E,,(9) =0 (73)
que es obvio por la simetria de G, y esperable por la conservaciéon del
tensor energia-momento-impulso 7},,,. Estas relaciones fueron descubiertas
por Hilbert y discutidas por él en su primer articulo sobre relatividad
general en 1915.

5. Teoria de invariantes y algebra

Emmy Noether(1882-1935) logré su doctorado (Ph.D) en Matemaéticas
en 1907 en la Universidad de Erlangen. Otra de las facetas de Noether era
la teoria de invariantes algebraicos. La teoria de invariantes algebraicos
estudia formas multilineales con la expresion formal

FD’p(ylv s Yns 8) = Z Qiyig--ip (yil)ail e (yiD)aiD (74)

con
@iy ot oip =p (75)
Si uno pasa de variables y; a las variables z; por transformaciones
lineales z; = Ci;y;, |Ci;] # 0, e insertamos estas relaciones en la formula

precedente, esperamos encontrar una nueva forma del mismo tipo

GPP(w;b) = FP7 [y(z;c); (76)

donde los coeficientes b719P son funciones de los coeficientes a’1"7P a
través de la matrix de elementos Cj;. La principal cuestiéon de la teoria
de invariantes algebraicos es: jqué funciones algebraicas f(a) de los coefi-
cientes a’1"7P son invariantes bajo transformaciones lineales, tales que se
verifica la relacion

f(0) =1C4° f(a) (77)
donde g es un numero racional? Resulta que hay una conexién profunda
entre invariantes algebraicos e invariantes diferenciales, que se descubri6
ya en el siglo XIX. La propia geometria de Riemann, esencial en la Teoria
de la Relatividad General, usa invariantes diferenciales del tipo

flz,dx) = gij(x)dxid:cj (78)

11



aunque se podria también estudiar en principio invariantes méas compli-
cados (otras geometrias), del tipo

fz,dx) = giliz.‘.ipdxil oda'r (79)

que corresponde a las denominadas geometrias de Finsler.

Los teoremas de Noether son relevantes en el estudio del movimiento
de fuerzas centrales del tipo inverso del cuadrado (problema de Kepler, con
simetria oculta no trivial), el estudio de trompos asimétricos en mas di-
mensiones. Por ejemplo, se puede generalizar al denominado grupo SO(n)
el grupo SO(3) usual de un cuerpo o trompo rigido con ecuaciones de Eu-
ler (no confundir estas ecuaciones con las ecuaciones de Euler-Lagrangre):

aJ2 + zn: Cijrw? TP = MP (80)
dt ' ijk 7
J,k=1
con i = 1,2,...,n. Ademas, también tiene aplicaciéon en teorias de

(super)cuerdas, Mecanica Cuéntica, Teorfas Cuanticas de Campos (QFT),
teorias del estado solido, incluso en la teorfa de agujeros negros (el agujero
negro de Kerr con masa y momento angular tiene una constante de mo-
vimiento no trivial llamada constante de Carter asociada a una simetria
no trivial del agujero negro, llamada simetria de Killing), Cosmologia, o
en la mas humana Ciencia de la atmosfera en fluidos (donde cantidades
como vorticidad y enstrofia juegan un papel importante en la dindmica
no lineal asociada a los mismos).

Los teoremas de Noether son tan bellos debido a su generalidad y a
la relevancia de la simetria en el mundo y en el Universo. A pesar de que
se pueden formular hoy dia con una elegancia, generalizacién, abstracién
y nivel de sofisticacion mayor (quizés escriba una tercera parte sobre este
aspecto), la esencia sigue siendo la misma:

= Simetrias continuas implican leyes de conservacion, y viceversa. Ma-
tematicamente, se expresa como ecuaciones de continuidad (campos)
o cantidades cuya derivada temporal es cero (en el caso de sistemas
de particulas).

= Simetrias gauge implican dependencias o relaciones funcionales entre
ecuaciones de movimiento de campos (particulas), y viceversa. Ma-
tematicamente, se expresa como identidades entre ciertos operadores
diferenciales en ecuaciones de tipo ordinario (sistemas de particulas)
o en derivadas parciales (teorias de campos).
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A. Emmy Noether

Figura 1: Fotografia de Emmy Noether en su juventud.
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B. Problemas de variaciones invariantes

Invariante Variationsprobleme.

(F. Klein zum fiinfzigjihrigen Doktorjubilium.)
Von
Emmy Noether in Gittingen.

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181),

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehdrigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prézisere Aussagen machen als fiber beliebige, eine Grappe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchongen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie, Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht nem; ich er-
wilhne Hamel und ‘Herglotz fiir speszielle endliche, Loremtz und
geine Schiiler (z. B.-Fokker), Weyl wad Klein flir spezielle unend-
liche Gruppen®). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ansfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingeraicht, .

2) Hamel: Math. Aon, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 36, bes. § 9, 8, 511. Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein : Géttinger Nachrichten 19. Juli 1918,

In einer eben erschiencnen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach hnlicher Methode.

Fgl. Ges. d, Wiss. Nachrichbten, Math-phys. Elasse,, 1018, Heft 2. 17

Figura 2: La primera pagina de [6], un articulo legendario y de culto entre los
fisicos teoricos.
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