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Resumen

Se revisan los teoremas enunciados y demostrados por Emmy Noether
desde una perspectiva histórica y matemática. Se hace énfasis en el forma-
lismo lagrangiano y variacional o funcional, usando herramientas básicas
del análisis diferencial e integral. Se indican finalmente algunos ejemplos
y aplicaciones en la Física Teórica, y se explica el significado intuitivo de
ambos teoremas. Finalmente, se sugieren las posibles generalizaciones y
extensiones del teorema, así como una mención al formalismo de jets y de
formas diferenciales que hace posible la generalización de estos teoremas
con un lenguaje libre de coordenadas.
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1. Introducción
La formulación newtoniana de las leyes de la Mecánica deja sin resolver

muchas cuestiones, además de que su tratamiento es complicado al versar
sobre fuerzas y aceleraciones (o momentos), que son magnitudes vectoria-
les. En el siglo XIX, Lagrange y Hamilton, junto a otros investigadores,
desarrollaron formulaciones alternativas de la Mecánica Clásica, conocida
como Mecánica Analítica o Racional, usando procedimientos matemáticos
que hoy día se conocen como análisis variacional y cálculo funcional.

2. Acción y lagrangianos
En la formulación de Lagrange, el objeto fundamental es la integral de

acción de una función, hoy día denominada lagrangiano (o densidad la-
grangiana en la versión de campos o sistemas contínuos, aunque por abuso
de lenguaje se sigue llamando lagrangiano a la densidad lagrangiana). La
acción es

S(q) =

∫
M

Ldt (1)

El lagrangiano L es una función matemática que depende de unas va-
riables q(t) llamadas coordenadas generalizadas (que pueden ser escalares,
vectores o incluso tensores, espinores, etcétera).

2.1. Lagrangianos de primer orden, L = L(q, q̇)

Para un lagrangiano que depende de las coordenadas generalizadas y
sus derivadas temporales de primer orden, se tiene que:

δL(q, q̇) =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ (2)

Usando la regla de Leibniz de derivación de un producto, podemos
escribir esta expresión como sigue:

δL(q, q̇) =
∂L

∂q
δq +

d

dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
−

(
d

dt

∂L

∂q̇

)
δq (3)

o reorganizando los términos

δL(q, q̇) = E1(L)δq +
d

dt
(pδq) . (4)

donde hemos definido el momento generalizado

p =
∂L

∂q̇
(5)

y el operador de Euler de primer orden

E1(L(q, q̇)) =
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
(6)

El movimiento de un cuerpo o sistema definido por coordenadas ge-
neralizadas es aquel que minimiza la acción (más generalmente, la ex-
tremiza), y δS = 0 implica generalmente que δL = 0 para variaciones
arbitrarias de δq. De hecho, la minimización de la acción es invariante
salvo términos de borde o frontera, esto tes, la minimización de la acción
(o extremización) implica que se puede añadir un término de derivada
total al lagrangiano, que no contribuye más que con una constante y no
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afecta a las ecuaciones de movimiento. El hecho de que el lagrangiano sea
cuasiinvariante (invariante salvo una derivada total temporal) se expresa
generalmente como el principio gauge

δL =
dΛ

dt
(7)

y entonces la variación global del lagrangiano de primer orden se puede
escribir

δL =
∂L

∂q
δq −

(
d

dt

∂L

∂q̇

)
δq +

d

dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
= E1(L) +

d

dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
(8)

δL = E1(L) +
d

dt
(pδq) =

dΛ

dt
(9)

o bien

δL = E1(L)δq +
d

dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
= E1(L) +

d

dt
(pδq − Λ) (10)

La criticalidad de la acción y el lagrangiano de primer orden, implica
el cumplimiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

E1(L) =
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (11)

Además, el término de borde o frontera, es la cantidad conservada o
carga de Noether bajo transformaciones de simetría δq arbitrarias (como
veremos más adelante, es uno de los teoremas de Noether):

C =

(
∂L

∂q̇
δq − Λ

)
Lo divertido de todo esto, es que podemos generalizarlo a derivadas

de orden superior y de alto orden arbitrario. O incluso considerar trans-
formaciones más generales, por ejemplo algunas que incluyan el cambio
de las coordenadas temporales además de los campios en las coordenadas
espaciales.

2.2. Lagrangianos de segundo orden, L(q, q̇, q̈)
Supongamos ahora que L = L(q, q̇, q̈), que se corresponde a un lagran-

giano que depende de la posición, velocidad y aceleración generalizadas.
La variación del lagrangiano es ahora

δL(q, q̇, q̈) =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q̈
δq̈ (12)

o bien, de nuevo usando la regla del producto de Leibniz

δL(q, q̇, q̈) =

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq +

d

dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
+

∂L

∂q̈
δq̈ (13)

Para el último término del miembro derecho, aplicamos nuevamente
2 veces la regla de Leibniz para eliminar la dependencia temporal de las
variaciones hasta donde podemos:

∂L

∂q̈
δq̈ =

d

dt

(
∂L

∂q̈
δq̇

)
−

[
d

dt

(
d

dt

∂L

∂q̈
δq̇

)
− d2

dt2
∂L

∂q̇
δq

]
(14)
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Usando el mismo tipo de reorganización que con el lagrangiano de
primer orden, obtenemos ahora la variación total del lagrangiano

δL =

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈

)
δq +

d

dt

[(
∂L

∂q̇
δq − d

dt

∂L

∂q̈

)
δq +

∂L

∂q̈
δq̇

]
(15)

Esta expresión puede reescribirse sucintamente como

δL = E2(L(q, q̇, q̈)δq +
d

dt
[E1(L(q̇, q̈))δq + E0(L(q̈))δq̇] (16)

y donde hemos definido los operadores de Euler

E2(L(q, q̇, q̈) =
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈
(17)

E1(L(q̇, q̈)) =
∂L

∂q̇
δq − d

dt

∂L

∂q̈
(18)

E0(L(q̈) =
∂L

∂q̈
(19)

La extremización de la acción (invarianza) y la cuasiinvariancia del
lagrangiano genera las ecuaciones de movimiento

E2 =
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈
= 0 (20)

y la conservación de la carga de Noether en la frontera

C =

(
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈
− Λ

)
δq +

∂L

∂q̈
δq̇ (21)

2.3. Lagrangianos de tercer orden, L = L(q, q̇, q̈,
...
q )

Se deja como ejercicio para el lector interesado y fascinado por estas
líneas, calcular los detalles (por fuerza bruta de derivación via regla de
Leibniz) para el lagrangiano cuya variación es

δL = δL(q, q̇, q̈,
...
q ) =

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ +

∂L

∂q̈
δq̈ +

∂L

∂
...
q
δ
...
q (22)

Evidentemente, el problema es reescribir el término

∂L

∂
...
q
δ
...
q (23)

como sigue

∂L

∂
...
q
δ
...
q =

d

dt

(
∂L

∂
...
q
δq̈

)
− d

dt

(
d

dt

∂L

∂
...
q
δq̇

)
+

d

dt

(
d2

dt2
∂L

∂
...
q
δq

)
− d3

dt3
∂L

∂
...
q
δq

(24)
con lo que la variación del lagrangiano es ahora

δL = E3(L(q, q̇, q̈,
...
q ))δq +

dC

dt
(25)

donde ahora tenemos, en virtud de la extremización de la acción, y de la
cuasiinvariancia del lagrangiano, respectivamente, las ecuaciones de mo-
vimiento y la carga de Noether del término de frontera de la acción para
el lagrangiano:
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E3(L(q, q̇, q̈,
...
q )) =

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+

d2

dt2
∂L

∂q̈
− d3

dt3
∂L

∂
...
q

= 0 (26)

C = E2(L(q̇, q̈))δq + E1(L(q̈,
...
q ))δq̇ + E0(L(

...
q ))δq̈ (27)

y donde la carga de Noether para el lagrangiano de tercer orden C puede
reexpresarse también como

C =

(
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈
+

d2

dt2
∂L

∂
...
q

)
δq +

(
∂L

∂q̈
− d

dt

∂L

∂
...
q

)
δq̇ +

∂L

∂
...
q
δq̈ (28)

2.4. Lagrangianos de orden n, L = L(q,Dq,D2q, . . . , Dnq)

Aplicando inducción, podemos obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange
de enésimo orden (orden n), simplemente cuidado algo la notación de las
derivadas. D = d/dt, D2 = d2/dt2, . . ., Dn = dn/dtn son las derivadas
temporales de orden 1 hasta orden n (por generalidad D0f = 1f = f . No
es complicado deducir lo siguiente inductivamente:

δL = En(L(q,Dq, . . . ,Dnq))δq +
dC

dt
(29)

donde ahora se tienen las ecuaciones de Euler-Lagrange y la carga de
Noether

En(L) =

n∑
j=0

Dj ∂L

∂Djq
= 0 (30)

C =

n∑
k=0

EkδD
n−k−1q − Λδq (31)

o bien

C =

(
∂L

∂Dq
−D

∂L

∂D2q
+D2 ∂L

∂D3q
− · · · − Λ

)
δq+

+

(
∂L

∂D2q
−D

∂L

∂D3q
+ · · ·

)
δDq + · · ·+ ∂L

∂Dnq
δDn−1q

3. Campos y densidades lagrangianas
El caso anterior puede generalizarse cuando pasamos de coordenadas

discretas de partículas q(t) a campos en una determinada variedad (en
física, generalmente el espacio-tiempo, aunque no siempre es esta la única
variedad que se estudia). Un campo ϕ(x) = ϕ(xµ) depende de las coor-
denadas xµ de la variedad espacio-tiempo. El lagrangiano L se convierte
en una densidad lagrangiana L, y la acción se define análogamente sobre
dicha variedad

S =

∫
M

L =

∫
M

L(ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ, . . . , ∂sϕ)dDx (32)

donde D es ahora la dimensión (no confundir con el D usado para la
derivada temporal antes). La derivada temporal es ahora solamente una
de las derivadas parciales ∂ = ∂µ. Mutatis mutandis, si cambiamos q(t)
por ϕ(x), las derivadas temporales por derivadas parciales, todo lo anterior
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puede generalizarse. Ahora la carga es una corriente J (la carga de Noether
sería esencialmente la integral volúmica de la componente temporal de
la corriente) que será conservada. Esto es debido a que la ecuación de
continuidad tiene la forma

∂µJ
µ = 0 = ∂0J

0 + ∂iJ
i = ∂tQ+ ∂iJ

i (33)
de donde

Q = −
∫

∂iJ
idt (34)

por lo que Q se conservará cuando dicha integral se anule. La condición
de cuasiinvariancia del lagrangiano pasa ahora a ser una cuasiinvariancia
de una divergencia, es decir, L puede cambiar como una transformación
de gauge hasta una derivada partial de una cantidad λµ manteniendo la
integral de acción invariante, ya que ∂µλ

µ en los bordes o frontera no
contribuirá generalmente a las ecuaciones de movimiento clásicas.

3.1. Densidades lagrangianas de orden 1
Ecuaciones de movimiento:

E1(L) =
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂∂µϕ
= 0 (35)

Corriente de Noether:

Jµ =

(
∂L

∂∂µϕ
δϕ− λµ

)
(36)

3.2. Densidades lagrangianas de orden 2
Ecuaciones de movimiento:

E2(L) =
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂∂µϕ
+ ∂µ∂ν

∂L
∂∂µ∂νϕ

= 0 (37)

Corriente de Noether:

Jµ =

(
∂L

∂∂µϕ
− ∂ν

∂L
∂∂µ∂νϕ

− λµ

)
δϕ+

∂L
∂∂µ∂νϕ

δ∂νϕ (38)

3.3. Caso de densidades lagrangianas de orden 3
Para facilitar la notación, indicaremos las sucesivas derivadas por índi-

ces. Así, ∂µ∂νϕ = ϕµν , ... ∂sϕ = ∂µ1 · · · ∂µsϕ = ϕµ1···µs . Con esta notación,
escribimos las ecuaciones de movimiento y la corriente de Noether como
sigue.

Ecuaciones de movimiento:

E3(L) =
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L
∂ϕµ

+ ∂µν
∂L
∂ϕµν

− ∂µ1µ2µ3

∂L
∂ϕµ1µ2µ3

= 0 (39)

Corriente de Noether:

Jσ =

(
∂L
∂ϕσ

− ∂µ
∂L
∂ϕµσ

+ ∂µ∂ν
∂L

∂ϕµνσ
− λσ

)
δϕ+

+

(
∂L
∂ϕσν

− ∂µ
∂L

∂ϕµνσ

)
δϕν +

∂L
∂ϕµνσ

δϕµν
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3.4. Densidades lagrangianas de orden n

Ecuaciones de movimiento:

δL = En(L(ϕ,Dϕ, . . . ,Dnϕ))δϕ+ ∂µλ
µ (40)

y ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange de campo y la corriente de
Noether adquieren las formas funcionales

En(L) =
n∑

j=0

Dj ∂L
∂Djϕ

= 0 (41)

J =

n∑
k=0

EkδD
n−k−1ϕ− λδϕ (42)

o bien

J =

(
∂L
∂Dϕ

−D
∂L

∂D2ϕ
+D2 ∂L

∂D3ϕ
− · · · − λ

)
δϕ+

+

(
∂L

∂D2ϕ
−D

∂L
∂D3ϕ

+ · · ·
)
δDϕ+ · · ·+ ∂L

∂Dnϕ
δDn−1ϕ

4. Los 2 teoremas

4.1. Formalismo matemático
Sean n campos ϕi(x), i = 1, . . . , n, que dependen de D variables o

coordenadas x = xµ = (x1, x2, . . . , xD). Las ecuaciones de Euler-Lagrange
de primer orden (se puede extender la discusión a cualquier orden de
derivadas mediante el uso de fibrados jet) se escriben

Ei(φ) =
∂L
∂ϕi

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕi)
= 0 (43)

Para la integral de acción

S =

∫
M

L(x;ϕi, ∂µϕ
i)dDx (44)

se definen las transformaciones de coordenadas y campos:

xµ → x′µ = xµ + δxµ (45)

ϕi(x) → ϕ′i(x′) = ϕi(x) + δϕi = ϕi(x) + δϕi + ∂µϕ
iδxµ (46)

que son transformaciones infinitesimales de las cantidades xµ, ϕi. Al más
bajo orden, la acción cambia

δS =

∫
M

L(x′, ϕ′(x′), ∂ϕ′(x′))dDx′ −
∫
M

L(x, ϕ(x), ∂ϕ)dDx (47)

para dar

δS =

∫
M

[
Ei(ϕ)δϕ

i + ∂µB
µ(x, ϕ, ∂ϕ, δx, δϕ)

]
(48)

y donde Bµ, µ = 1, 2, . . . , D son funciones lineales en δxµ, δϕi. Con estas
expresiones, Noether enunció sus dos teoremas.
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4.2. Teorema 1 (Noether, grupos r-paramétricos)
El enlace de simetrías (invariancias) y leyes de conservación es el con-

tenido del primer teorema de Noether. La importancia del teorema de
Noether reside en la conexión de simetrías (o leyes de invariancia) con las
leyes de conservación. Así, la invariancia del lagrangiano frente a traslacio-
nes implica la conservación del momento, la invariancia frente a traslacio-
nes temporales implica la conservación de la energía (más generalmente, la
invariancia frente a traslaciones espaciotemporales implica la conservación
del denominado tensor energía-momento-impulso), la invariancia frente a
rotaciones implica la conservación del momento angular (generalmente un
bivector, pero dual a un vector en 3d), la invariancia frente a boosts im-
plica que el centro de masas (o centro de energía en versión relativista) se
mueve con movimiento uniforme,...Y más generalmente, el primer teore-
ma de Noether indica que la invariancia de la acción (cuasiinvarincia del
lagrangiano) frente a un determinado grupo de transformaciones (fijar el
tipo de grupo a nivel matemático es importante, generalmente se prefieren
grupos contínuos, habitualmente de Lie-Backlünd, pero pueden ser grupos
más esotéricos como el grupo de Poincaré, el grupo conforme, el grupo de
De Sitter, y otros varios).

Por ende, el primer teorema de Noether establece una correspondencia
uno a uno (Noether probó esto) y lo recíproco, que una ley de conservación
está asociada a una simetría o invariancia, al mismo tiempo que una sime-
tría o invariancia está asociada a una cantidad conservada incluso aunque
no sea trivial. Las leyes de conservación de los grupos contínuos son leyes
aditivas, mientras que las simetrías discretas obedecen leyes de conserva-
ción multiplicativas (por ejemplo, la invariancia bajo inversión del sentido
del tiempo, la invariancia bajo cambio de partículas por antipartículas o
la invariancia bajo reflexión especular con las llamadas simetrías T, C y
P, y son también simetrías en la Física de forma combinada, pero no al
parecer de forma separada).

En síntesis, el primer teorema de Noether señala que las leyes de con-
servación implican invariancia y viceversa. Si la integral de acción es
invariante para un grupo r-paramétrico de Lie (Lie-Backlünd hoy día):

xµ → x′µ = fµ(x, φ; ε1, . . . , εr) (49)

ϕi(x) → ϕ′i(x′) = F i(x, φ; ε1, . . . , εr) (50)

donde los valores

ε = ερ = 0 = (0, . . . , 0) = (ε1, . . . , εr) (51)

con ρ = 1, . . . , r dan la transformación identidad. Entonces, para la para-
metrización

δxµ = Xµ
ρ(x, ϕ)ε

ρ, |ε|´1 (52)

δϕi = Zi
ρ(x, ϕ)ε

ρ (53)

se demuestra, como hizo Noether, que existen r corrientes conservadas

Jµ
ρ = Tµ

νX
ν
ρ − ∂L

∂(∂µϕ)
Zi

ρ, ρ = 1, 2, . . . , r (54)

con el tensor energía-momento-impulso dado por
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Tµ
ν =

∂L
∂(∂µϕi)

∂νϕ
i − δµνL (55)

para las soluciones ϕi(x) de las ecuaciones de movimiento

Ei(ϕ) = 0

de un lagrangiano de primer orden.
Ejemplo 1. Traslaciones espacio-tiempo. Las transformaciones de coor-

denadas

xµ → xµ + εµδϕi = 0 (56)

proporcionan las corrientes

Jµ
ν = Tµ

ν , µ, ν = 1, 2, 3, . . . , D (57)

Ejemplo 2. Simetrías internas. Sean las transformaciones internas de
los campos

δxµ = 0 (58)

ϕ′i(x) = Y i
p (ε

1, ε2, . . . , εr)ϕp(x) (59)

Entonces las siguientes corrientes son conservadas supuestas válidas las
ecuaciones de movimiento Ei(ϕ) = 0.

Jµ
ρ = − ∂L

∂(∂µ(ϕi)
Zi

ρ, ρ = 1, 2, . . . , r (60)

También se cumple el recíproco: si hay ρ cantidades conservadas, en-
tonces hay grupos de transformaciones que dejan la acción invariante.

4.3. Teorema 2 (Noether, grupos ∞-paramétricos
o transformaciones gauge)

El segundo teorema de Noether conecta identidades diferenciales (de-
pendencias de las ecuaciones de movimiento) con invariancia gauge. El
segundo teorema de Noether es mucho más abstracto y sutil, y gene-
ralmente no tiene unas consecuencias apreciables como el primero. Si el
grupo de invariancia se sustituye por un grupo de dimensión infinita y
las transformaciones son gauge de un determinado conjunto de funciones
hasta un determinado orden en las derivadas, Noether probó que no to-
das las ecuaciones de movimiento son independientes y hay redundancia
o dependencias entre ellas. Al conjunto de estas relaciones, generalmente
en la forma de identidades bajo la forma de operadores diferenciales, se le
denomina identidades de Bianchi (aunque suele confundirse este término
con las identidades de Bianchi de ciertos tensores que pueden o no tener
relación con este teorema). No obstente, en la jerga moderna suele de-
nominarse identidades de Noether a estas relaciones entre ecuaciones de
movimiento bajo la presencia de grupos de transformaciones que dependen
de funciones arbitrarias hasta cierto orden en las derivadas.

El enunciado matemático del segundo teorema de Noether es más com-
plicado, y se incluye en el siguiente artículo(apartado) una versión del
mismo algo arcaica. Las versiones más modernas usan formas y tensores,
además del elegante lenguaje de fibrados jet de una variedad lagrangiana.
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En síntesis, el segundo teorema de Noether demuestra que la invarian-
cia bajo un grupo infinitodimensional de transformaciones “gauge” im-
plican dependencias funcionales (redundancias, identidades diferenciales)
entre las ecuaciones de movimiento y viceversa.

Si la integral de acción es invariante bajo un grupo gauge (infinito-
dimensional), los elementos del grupo dependen de s-funciones suaves o
regulares ξρ(x), ρ = 1, . . . , s y sus derivadas hasta orden rρ, de forma que
las variaciones son

δϕj =

s∑
ρ=1

σ1,...,σD=rρ∑
σ1,...,σD=0

(εj(x, ϕ; ∂ϕ)ρ,σ1,...,σD

∂σ1+···+σD

∂(x1)σ1 · · · ∂(xD)σD
ξρ(x)

(61)
y existen s-identidades llamadas identidades de Noether (o identidades de
Bianchi) dadas por las expresiones

σ1+···+σD=rρ∑
σ1,...,σD=0

(−1)σ1+···+σD
∂σ1+···+σD

∂(x1)σ1 · · · ∂(xD)σD
(ε(x, ϕ, ∂ϕ)ρ,σ1,...,σDEi(ϕ)) = 0

(62)
donde ρ = 1, . . . , s, y que dan relaciones o dependencias entre las n-
ecuaciones de Euler-Lagrange. La prueba usa integración y el hecho de
que uno puede elegir ξρ = 0 y también que podemos escribir

∂σ1+···+σD

∂(x1)σ1 · · · ∂(xD)σD
ξρ = 0 (63)

en la frontera o borde de M , topológicamente denotado por ∂M .

Ejemplo 1. Electrodinámica clásica. En Electrodinámica Clásica se tie-
ne que

Eµ(A) = ∂νFνµ (64)

y

Fνµ = ∂νAµ − ∂µAν (65)

La acción invariante es

S(A,F ) = −1

4

∫
d4xFµνF

µν (66)

Bajo las transformaciones gauge

δAµ = ∂µξ(x) (67)

se deduce que

∂µEµ(A) = 0 (68)

que es obvio resultado por la antisimetría de F, Fµν = −Fµν .

Ejemplo 2. Relatividad general. En Relatividad General (RG), se tie-
nen las ecuaciones no lineales de campo

Eµν(g) = Rµν − 1

2
gµνR = Gµν = κTµν (69)
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y donde Rµν es el tensor de Ricci, R = gµνRµν es el escalar de curvatura.
La invariancia de la acción integral de Einstein-Hilbert

SEH =

∫
d4x

√
−gR (70)

bajo difeomorfismos o transformaciones generales de coordenadas para-
metrizadas en la forma

δxµ = Ξµ(x) (71)

δgµν = DµΞν +DνΞµ (72)

donde Dµ es la derivada covariante, proporciona 4 identidades de Bian-
chi (identidades de Noether, dependencias) dadas por

DµEµν(g) = 0 (73)

que es obvio por la simetría de Gµν y esperable por la conservación del
tensor energía-momento-impulso Tµν . Estas relaciones fueron descubiertas
por Hilbert y discutidas por él en su primer artículo sobre relatividad
general en 1915.

5. Teoría de invariantes y álgebra
Emmy Noether(1882-1935) logró su doctorado (Ph.D) en Matemáticas

en 1907 en la Universidad de Erlangen. Otra de las facetas de Noether era
la teoría de invariantes algebraicos. La teoría de invariantes algebraicos
estudia formas multilineales con la expresión formal

FD,p(y1, . . . , yn; ε) =

n∑
i1,...,iD=1

ai1i2···iD (yi1)
αi1 · · · (yiD )αiD (74)

con
αi1 + · · ·+ αiD = p (75)

Si uno pasa de variables yj a las variables xi por transformaciones
lineales xi = Cijyj , |Cij | ≠ 0, e insertamos estas relaciones en la fórmula
precedente, esperamos encontrar una nueva forma del mismo tipo

GD,p(x; b) = FD,p [y(x; c); a] (76)

donde los coeficientes bj1···jD son funciones de los coeficientes aj1···jD a
través de la matrix de elementos Cij . La principal cuestión de la teoría
de invariantes algebraicos es: ¿qué funciones algebraicas f(a) de los coefi-
cientes aj1···jD son invariantes bajo transformaciones lineales, tales que se
verifica la relación

f(b) = |Cij |gf(a) (77)

donde g es un número racional? Resulta que hay una conexión profunda
entre invariantes algebraicos e invariantes diferenciales, que se descubrió
ya en el siglo XIX. La propia geometría de Riemann, esencial en la Teoría
de la Relatividad General, usa invariantes diferenciales del tipo

f(x, dx) = gij(x)dx
idxj (78)
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aunque se podría también estudiar en principio invariantes más compli-
cados (otras geometrías), del tipo

f(x, dx) = gi1i2···ipdx
i1 · · · dxip (79)

que corresponde a las denominadas geometrías de Finsler.
Los teoremas de Noether son relevantes en el estudio del movimiento

de fuerzas centrales del tipo inverso del cuadrado (problema de Kepler, con
simetría oculta no trivial), el estudio de trompos asimétricos en más di-
mensiones. Por ejemplo, se puede generalizar al denominado grupo SO(n)
el grupo SO(3) usual de un cuerpo o trompo rígido con ecuaciones de Eu-
ler (no confundir estas ecuaciones con las ecuaciones de Euler-Lagrangre):

dJB
i

dt
+

n∑
j,k=1

Cijkω
jJkB = MB

i (80)

con i = 1, 2, . . . , n. Además, también tiene aplicación en teorías de
(super)cuerdas, Mecánica Cuántica, Teorías Cuánticas de Campos (QFT),
teorías del estado sólido, incluso en la teoría de agujeros negros (el agujero
negro de Kerr con masa y momento angular tiene una constante de mo-
vimiento no trivial llamada constante de Carter asociada a una simetría
no trivial del agujero negro, llamada simetría de Killing), Cosmología, o
en la más humana Ciencia de la atmósfera en fluidos (donde cantidades
como vorticidad y enstrofía juegan un papel importante en la dinámica
no lineal asociada a los mismos).

Los teoremas de Noether son tan bellos debido a su generalidad y a
la relevancia de la simetría en el mundo y en el Universo. A pesar de que
se pueden formular hoy día con una elegancia, generalización, abstración
y nivel de sofisticación mayor (quizás escriba una tercera parte sobre este
aspecto), la esencia sigue siendo la misma:

Simetrías contínuas implican leyes de conservación, y viceversa. Ma-
temáticamente, se expresa como ecuaciones de continuidad (campos)
o cantidades cuya derivada temporal es cero (en el caso de sistemas
de partículas).

Simetrías gauge implican dependencias o relaciones funcionales entre
ecuaciones de movimiento de campos (partículas), y viceversa. Ma-
temáticamente, se expresa como identidades entre ciertos operadores
diferenciales en ecuaciones de tipo ordinario (sistemas de partículas)
o en derivadas parciales (teorías de campos).
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A. Emmy Noether

Figura 1: Fotografía de Emmy Noether en su juventud.
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B. Problemas de variaciones invariantes

Figura 2: La primera página de [6], un artículo legendario y de culto entre los
físicos teóricos.
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