Fisica: el modelo de Bohr

J.E.G. H.
Master of Mystic Equations and Physmatics




The Strange Doctor/Doctor Strange will teach
you Physics/Chemistry. .. And some bits of
Mystic Equations (Arts), and Physmatics, as

well. ..



Indice

1.

2.

Preludio 4
La inestabilidad electromagnética del atomo de hidrogeno 4
Los espectros atomicos 6
El modelo de Bohr del atomo de hidrégeno 7
Atomos hidrogenoides 9
Las ecuaciones de Maxwell 10

Hacia la Mecanica Cuantica
.58




1. Preludio

Durante el siglo XIX, se recupero la teoria atdmica en Quimica mientras los descubrimientos en el
estudio de la Optica, la electricidad y el magnetismo, se condensé en las ecuaciones de Maxwell.

Dalton suponia que los 4tomos de los elementos quimicos eran todos iguales. Mendeleiev propuso
la primera Tabla Periédica Moderna. Sin embargo, el experimento de J. J. Thomson, como anticipaban
ya las experiencias de Franklin y las propias ecuaciones de Maxwell, introdujeron la necesidad de que
los otrora indivisibles atomos, tenian en su interior particulas. Asi, en 1897, como consecuencia del
experimento de los rayos catddicos, J. J. Thomson introdujo el electrén y el modelo atémico del pudin
con pasas (plumcake model).

Rutherford, ide6 un experimento para observar el interior de los dtomos, bombardeando con parti-
culas alfa (mds adelante identificadas con nucleos de helio-4) una fina 1dmina de oro. El experimento,
fue realizado por Geiger y Marsden y la desviacion de las particulas alfa condujo a Rutherford a
plantear el modelo nuclear del 4&tomo. El 4&tomo era un espacio esencialmente vacio, y dentro de €l
se encontraban los nicleos atoémicos, de un tamafio 100000 veces menor que el tamafio atémico. La
existencia de los niucleos era inevitable: no habia otra forma de explicar los rebotes hacia atrds de las
particulas alfa y su dispersion en la ldmina de oro. Sin embargo, y aunque se introdujero los protones
y neutrones como particulas del nicleo, existian 2 problemas (de los que Rutherford era consciente):

= La inestabilidad electromagnética del &tomo de hidrégeno.

= Los espectros atomicos discretos los dtomos.

2. Lainestabilidad electromagnética del atomo de hidrogeno

Cualquier 4tomo, segiin Rutherford, tendria los electrones orbitando circularmente, en balance de
fuerzas segun la ley sencilla:
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donde K es la constante de Coulomb, e es la carga elemental del 4tomo, y r es la distancia entre el
electrén y el nicleo atdémico. Sin embargo, la teoria electromagnética cldsica, asentada por Faraday y
Maxwell en el siglo XIX, implicaba que las particulas cargadas con aceleracion deben radiar ondas
electromagnéticas y perder energia.

La férmula que da la potencia radiada por la particula cargada en forma de radiacién electromag-
nética es la férmula de Larmor:
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La energia mecdnica del 4tomo de hidrégeno cldsico es igual a la energia cinética més la energia
potencial eléctrica:
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Usando la relacién anterior del balance de fuerzas
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la energia mecdnica se simplifica a la siguiente expresion
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Ahora podemos igualar esta férmula a la férmula de Larmor, con g = e:
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Para simplificar esta expresion un poco podemos introducir el llamado radio clésico del electrén
1o, que es el radio hipotético del electron clésico si toda su energia fuera de tipo potencial eléctrico:
, Ké? Ké?
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donde m es la masa del electron. Con esta expresion de ry, la introducimos en la expresion de la
potencia para dar:
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es decir, haciendo la derivada, pero con el signo cambiado porque pierde energia,
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que se reescribe como
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Ahora podemos integrar la ecuacion
0 t
—3r%dr = 4rjcdt — — f 3rtdr = f 4rycdt (11)
ap 0
resultando
—r +ay = 4rct (12)

en donde hemos usado la condicién inicial ry = r(t = 0) = ay, donde ay = h*/(mKce?) es el radio de
Bohr (no el radio clasico del electrdon ry), radio de la 6rbita fundamental del electrén en el atomo de
hidrégeno (y que deduciremos en secciones posteriores). La solucién es pues:

r=a —4ryct (13)

Ahora podemos calcular el tiempo de caida, si r(t;) = 0, entonces
4ricty = aj (14)

equivalentemente

t = Z—g ~ 20ps = 2,0- 1075 (15)

Las siguientes expresiones para f, son encontradas en la literatura:
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es la llamada constante de estructura fina electromagnética.

3. Los espectros atomicos

Los espectros atémicos son la huella dactilar de los &tomos. Cuando un elemento quimico se calien-
ta (o enfria), a cierta temperatura, emite radiacion electromagnética (luz) que puede ser descompuesta
por un prisma. La descomposicion de esta luz NO es un continuo sino un conjunto de lineas discretas.
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Un espectro de emision de un dtomo (molécula o particula) consisten generalmente en un conjunto
de lineas discretas de colores en un fondo negro. En cambio, un espectro de absorcién es un conjunto
de lineas oscuras en un fondo negro. La fisica cldsica no tiene explicacion para este comportamiento.
La primera pista para resolver el enigma la proporcioné la resolucion de Planck del problema del
cuerpo negro, o radiacion electromagnética emitida por un cuerpo caliente. Planck tuvo que aceptar, a
regafiadientes y sin creérselo en serio, que la luz estaba formada por “4dtomos” o “granos” que llamé
“cuantos”. En el fondo, no es diferente a la hipotesis corpuscular de la materia (o hipdtesis atdmico-
molecular), que sefiala que la materia es granular, y estd formada por un nimero grande de particulas



(cargadas), que se mueven, y atraen y repelen de distintas formas. Asi, la hipdtesis cudntica no es mas
que la extension a la radiacidn de la hipétesis cinético-molecular.

Aunque Planck no le dio mucha importancia ni realidad a su hipétesis de cuantizacién (la observaba
como un truco matematico sin realidad fisica), Albert Einstein si se dio cuenta de su relevancia y que la
hipétesis cudntica permitia explicar el efecto fotoeléctrica de forma natural, para el que habian fallado
todas las soluciones de la teoria ondulatoria de la luz. La explicacién del efecto fotoeléctrico por Albert
Einstein, le daria el premio Nobel (para su disgusto, no por la teoria de la relatividad), en el afio 1921.
La ecuacién que derivé Einstein, es

hf =hfy+ E. (21)

o bien, equivalentemente,
hf —¢o =hf —eVy = E.(max) (22)

4. El modelo de Bohr del atomo de hidrégeno

Para el modelo de Bohr, tenemos los siguientes postulados:

= Los electrones, aunque debieran radiar cldsicamente ondas electromagnéticas, no lo hacen en
Orbitas circulares estacionarias.

= El momento angular L = pr = mvr se encuentra cuantizado, en multiplos enteros de 7 = I Es
V4
decir, N
L:pr:mvr:nz—:nh nezZt, n=1,2,...,00 (23)
Vs

= Cuando un electron salta de una Orbita a otra, se satisface la relacion de Planck
AE=En+1)—-En) =hf =hw (24)
0 mas generalmente

AE = E(ny) — E(n;) = Nhf =Nhw NeZ', N=1,2,3,...,0 (25)

Ahora tenemos dos ecuaciones, que ya hemos derivado previamente:
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De la condicién de cuantizacion del segundo postulado del modelo de Bohr, se deduce que
2h2
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de donde se obtiene la cuantizacidn de las orbitas del modelo de Bohr
hn? n(1
r=r,= A —\n*=ap® nezZt, n=12,...,0 (30)
mKce? mc ) \a




con el valor del radio de Bohr ay dado por

hz

2
mK¢.

ap = ~0,53A =53-10""'m (31)

El tiempo en dar una vuelta a la 6rbita n-ésima por un fotén o particula sin masa es:
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Sin embargo, el periodo del electron en la n-ésima Orbita sera:

n\(1)
al—|=]|n
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Es interesante comparar este tiempo con el que se obtendria de saturar la expresion del principio de
indeterminacion de Heisenberg (E,T, = 1/2):
N /] hn? T,

Tz — = = - 34
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Insertando la expresion de la cuantizacién de Bohr, en la expresion de la velocidad, obtenemos la
cuantizacion de las velocidades:

Kce*  (Kce?)? a?c? ac
2 BC _ C _ _
v mr B2 n? V= n (35)

También estan cuantificadas las aceleraciones:

(Kce*)?
v Ke? (nh)? m(K.e?)? a’mc?
T A (30)
mKce?

Se puede probar que los periodos, las frecuencias, y todas las variables cinematicas y dindmicas cla-
sicas (incluso las no estdndar) estdn cuantizadas de forma trivial en el modelo de Bohr. Por ejemplo,
para el jerk o sobreaceleracion, se tiene que:

a’>mc?
Jp=—-= - jp= == -
T, hn? T, h2n’ hin’
mca?
Para la variable “absement” (ausicidn, ausimiento) A, = r,T,:
AV n’n’ wn
Ay =|—— 75| 2= 5 = 203 .6 (38)
mc a | \mc* a a’m-c m KCe

En el caso particular importante de la energia total, se obtiene que, usando la cuantizacién de las

oOrbitas, la energia mecdnica cuantizada total es igual a

Kce2
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a’mc?

E=-
2r

- |E, =

2h2n?

2n?

8

(39)



donde se define la constante de Rydberg
@*mc? B m(Kce?)?
2 2

Ahora podemos derivar la férmula de Balmer (o de Rydberg) para el &tomo de hidrégeno. Si hace-
mos una transicion de un nivel n; a otro n, > ny, el 4&tomo absorberd una energia igual a:

Ry = ~2,18-107"8J = 13,6eV (40)

11
AE = E(n,) — E(ny) = Ry(; - ;) (41)
1 2

que es la celebérrima férmula de Balmer, y cuya derivacion le daria a Niels Bohr el premio Nobel de
Fisica.

5. Atomos hidrogenoides

El modelo de Bohr no puede generalizarse a d&tomos polielectronicos, ni siquiera cuando sea el
helio. Sin embargo, si da resultados aceptables para dtomos con un nicleo de Z protones y un so-
lo electrén, dtomos llamados hidrogenoides. Basta con hacer en las féormulas de Bohr, la sustitucion
e — Ze?. Asi, se obtienen la cuantizacion para las orbitas, periodos, velocidades, aceleraciones, jerks,
absements o la energia siguientes:

12172 2
r=r,= n :aon’ nezZ", n=1,2,...,00 (42)
mZKce? Z
2nr, 2nh’n®  2nhn?
[n = n = = 43
@) c mcKce?  amc? “43)
hi 1
2 2"(_)(2_)”2 2’
nr, mc |\ Za _ 2nhn
I = Ve Zac - Z2a’mc? )
n
Kce*  ZX(Kce?)? a*c? aZc
2 _ Hee ¢ _ —
VS T T T e T e —" = n 45)
(ZKce*)?
v ZKé? (nh)? mZ3(K.e*)? > Z>mc’ 46)
a=—= —)a:an: = —)an:—
r mr? h2n? (nh)* hn*
mZKC62
Z3a’mc?
. T — . Zs 525 ZSKSmZeIO
jn:a—:—hn _>jn:a_: a/mC: 2 (47)
T, hn? T, h2n’ h'n’
mc*Z2a?
h n? hoon W’ P’
Ap=rTy=—— | S5 A, = = 48
" (mc Za/) (mc2 Zzaz) ~ Zadm*cd  mPZPKe® (9
2 2y2 2.2 2 2
E:_ZKCe . :_m(ZKCe ) __Za/mc :_Z Ry 49)
2r " 2h%n? 2n? n?
Para la férmula de Balmer-Rydberg del 4tomo hidrogenoide, se tendrd que:
Lo (11
AE = E(my) - E(ny) = Z°Ry|— - — (50)
1 2
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6. Las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo fueron sintetizadas por James Clerk Maxwell
en una elegante formulacion matematica (aunque ya eran conocidas para Michael Faraday afios antes
a nivel empirico o experimental). En forma diferencial e integral, son las siguientes:

V-E:ﬁﬁggﬁ-dﬁzmrKCQ:g (51)

2] S €0
V-§:0<—>gg§-d§:0 (52)

S

L. 0B L dé, d (=
VXE=-— E-di=-"2=_—| B-dS 53
X 6IHS€ T dtfs (53)

- - E) = E) pd
VXB:M0j+/10806—HﬁB'd?:ﬂo(lﬁ‘ID), IDZS()fa—‘dS (54)
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En la formulacion relativista especial del electromagnetismo en un espacio-tiempo de 3+ 1 dimensiones
(o mas generalmente, en cualquier espacio-tiempo) se pueden reformulas estas 4 ecuaciones como dos
ecuaciones dependientes una de la otra:

o, F" =J" (55
Ewer0"F7T =0 (56)
o bien, en formalismo de formas diferenciales:
*xdx F=1J (57)
dF =0 (58)

que da la conservacién de la corriente y carga eléctrica viad x d x F = dJ = 0,y F = dA (en
componentes, es F,, = 0,A, — d,A,) es la 2-forma campo de fuerza derivada de la 1-forma poten-
cial gauge electromagnético. En el caso de teorias gauge no abelianas, estas ecuaciones admiten una
generalizacion, dada por las denominadas ecuaciones de Yang-Mills:

*Dp % Fy=J & &"Fuy + A F| =1, (59)

DiF4s =0 DyF,y+D,Fy+ DyF,, =0 (60)
Dy=d+AN & 8, + A, | (61)

Fy=dA+ANA & F), =0,A,-0,A,+|A.A,| (62)

En el formalismo de dlgebras de Clifford se puede reformular el electromagnetismo como una simple
ecuacion:

OF =(0-+0NF =1J (63)

De las ecuaciones de Maxwell, macroscopicas o microscopicas, se deduce la existencia, incluso en
el vacio, de soluciones de tipo ondas, llamadas ondas electromagnéticas, y que se propagan con una
velocidad (en el vacio) igual a

co | (64)
Ho€o

Cuando Maxwell derivo sus ecuaciones, e introdujo su término adicional para lograr la conservacion de
la carga eléctrica, se dio cuenta de la combinacidn de las constantes eléctricas y magnéticas en forma
de velocidad de la luz, y propuso que la luz, que ya en su época estaba intentando experimentalmente
medirse su velocidad, era una onda electromagnética. Faraday, se quedé impresionado por el trabajo
tedrico de Maxwell, que ponia colofén y fin a la comprension cldsica del electromagnetismo que habia
llevado casi un siglo.
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7. Hacia la Mecanica Cuantica

La férmula de Bohr para el dtomo de hidrégeno no captura otros efectos cudnticos, como el efecto
Stark, el efecto Zeeman, el efecto Zeeman andémalo, ni explica el espin del electrén ni otras particulas
subatémicas. Se intent una correccion relativista del modelo de Bohr, incluyendo 6rbitas elipticas,
mediante la introduccion de numeros cuanticos adicionales, mediante las 1lamadas variables accion-
angulo de la Mecdnica Clasica, correccion llamada de Bohr-Sommerfeld o modelo semicldsico del
atomo. Asi, se tenian:

96 pdr = nh (65)
Sgpwdgo = n,h (66)
ép(.)dg = Vl9h (67)

Pero esto tampoco daba cuenta del espin del electrén de forma obvia o natural, aunque si tuvo éxitos
parciales rederivando correcciones relativistas del 4tomo de hidrégeno. Louis de Broglie introdujo la
dualidad onda-particula. Toda particula tiene una longitud de onda asociada, no es solamente que las
ondas se pueden comportar como particulas, las propias particulas son también ondas bajo ciertas
condiciones. Esta dualidad, derivada por de Broglie en forma relativista, adquiere la forma simple:

h h h h v
:——)/l:—:—:— 1—— 68
P=7 p My my c? (68)
Posterioremente, Heisenberg introdujo la llamada mecénica matricial, y su principio de indetermina-
cién, que indica que no puede conocerse simultdneamente y con precision los valores de dos observa-
bles conjugados:

h
AxAp > 3 (69)
h
AtAE > 3 (70)
1
AAAB 2 S(|[A, B]) (71)
Finalmente, Schrodinger y Dirac, introdujeron sus ecuaciones cudnticas para los dtomos:
n? d¥y
V2 4+ V(x,y,2,0)|¥ = ih— = EV¥ (72)
2m dt
(ihy“t?,l + ihey"A, + mc)‘I’ =({hy-D+mc)¥Y =0 (73)

De estas ecuaciones, resueltas numéricamente, se obtienen actualmente las estructuras espectrales de
atomos, moléculas y particulas subatémicas. El objeto fundamental de la Fisica Cudntica es una fun-
cién de onda o vector de estado Psi que es en general un nimero complejo ¥ € C,¥ = a + bi, con lo
que la intepretacion real de la funcién de onda debe ser entendida de otra forma. Max Born, introdujo
la idea de que la funcién de onda es una amplitud de probabilidad, y no es medible, pero el cuadrado
de la funcién de onda, o més precisamente el modulo al cuadrado, da la probabilidad de encontrar
a la particula en el espacio-tiempo. La Fisica Cudntica, extendida a sistemas relativistas, convierte la
funcién de onda en una superposicion de ondas sobre la que actian operadores cudnticos de creacion
y destruccion de particulas. Es la llamada Teoria Cudntica Relativista Especial o Teoria Cudntica de
Campos invariantes, en su version mas refinada conocida hoy dia como Modelo Estandar de la Fisica
de particula subatomica o Fisica de Altas Energia. Fendmenos cudnticos que no tienen explicacion
clésica:
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Espin del electrén y otros nimeros ndmeros cuédnticos de particulas subatomicas.

En la Fisica Atomica: los efectos Zeeman normal, Zeeman andmalo, el efecto Stark, la interac-
cion espin-orbita, el desplazamiento Lamb,. . .

La superposicion cudntica de estados “indefinidos”.
El entrelazamiento cudntico.

Estados cuanticos exoéticos de la materia: condensados de Bose-Einstein, condensados fermio-
nicos, aislantes y superconductores topolégicos, aniones (particulas con espin arbitrario), super-
conductividad, superfluidez, cristales de tiempo, puntos cudnticos,. . .

El efecto Zen6n cudntico y el efecto anti-Zendn cudntico.

La decoherencia cuantica.

La creacién de pares de particulas-antiparticulas (y la prediccion de la antimateria).
La creacién de pares en campos fuertes.

El efecto Hall cuéntico y Hall cudntico fraccional.

El colapso de la funcién de onda o reduccién del vector de estado (interpretacion de Copenhague
de la Mecanica Cuantica).

Las oscilaciones de neutrinos y quarks.
La desintegracion radioactiva.

Procesos de decaimiento y penetracion de particulas en barreras impenetrables cldsicamente
(efecto tinel cuantico).

El mass-gap de las teorias Yang-Mills y la masa cudntica de las particulas en QCD.
La ruptura espontdnea de simetria.

La explicacion de la Tabla Periddica de los Elementos Quimicos.

La estructura y brillo de las estrellas.

La fisién y fusién nuclear.

Interconversién de materia y energia en particulas.

El plasma de quark-gluones y otros tipos de plasma.

El Modelo Estdndar de particulas elementales.

La termodindmica cudntica y evaporacion de los agujeros negros.

Las teorias de supercuerdas/teoria M, F, S,...
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La Teoria Cuantica de Campos permite explicar el 5 % del Universo, pero no incluye la gravitacion
todavia, que estd gobernada por la teoria de campos localmente relativista general llamada Relatividad
General (no debe confundirse con la Relatividad Especial), que en su versiéon mds refinada se llama
Modelo Cosmolégico Estdndar ACDM. Las ecuaciones de la Relatividad General adquieren la forma
tensorial simple siguiente:

1 8nG
Gy + Aguy = Ry + ERg“V +Agy = —T1, (74)

e
De estas ecuaciones, entre otros efectos, se puede deducir, para una métrica g,,)(x), la curvatura, la
precesion del perihelio de Mercurio, la dilatacion gravitacional del tiempo, el gravitomagnetismo, los
agujeros negros (y los agujeros de gusano), la teoria del Big-Bang, la existencia o no de singularidades
espacio-temporiales y curvas cerradas de género tiempo (CTC), las lentes gravitacionales, las ondas
gravitacionales, el decaimiento orbital por la emision de ondas gravitacionales, la termodindmica de
agujeros negros, la posibilidad de la existencia de la energia oscura (o una constante cosmoldgica), las
ecuaciones del movimiento geodésico, el tensor energia-momento-esfuerzos de un espacio-tiempo, la
correccion de excentricidad, el retraso de Shapiro, la existencia o no de warp-drives,. . .

La deteccion de ondas gravitacionales que se progagan a velocidad c, en el vacio, como predije la
teoria einsteniana de la gravitacion abre un ndmero de debates no resueltos. ;Es la velocidad de la luz
c electromagnética en origen? Podria suponerse que si, pero en el espacio-tiempo, se puede introducir
como un factor de conversion del tiempo en espacio de la métrica:

ds* = g,dx'dx’ = di® - *dt* (75)

Y, por tanto, la ecuacién de ondas en aproximacion linealizada, para la perturbacion gravitacional
en el vacio satisface
-
0°hy,, =0 (76)

que es similar en estructrua a la ecuacion de ondas del campo electromagnético A, en el vacio:
2
0°A, =0 (77)

jFascinante! Todo se explica con la ecuaciéon U = 0...
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