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Cuestionario inicial

El presente cuestionario es meramente informativo. El objetivo es saber
el nivel general de la clase y adaptar las lecciones a los alumnos que la cur-
sen. No debemos olvidar que es posible cursar esta asignatura sin haber
cursado Fisica y Quimica en primero (aunque suele ser improbable). Las
respuesta a estas preguntas son personales y se entregardn al profesor en
una hoja por separado, con el nombre y apellidos correspodientes.

1) ;Tienes pendiente la Fisica y Quimica de primero de Bachillerato?
2) (Eres repetidor/a?

3) ¢Cursaste la Fisica y Quimica de primero de Bachillerato? Si la res-
puesta es afirmativa, indica la nota que sacaste.

4) ;Qué calificacion sacaste en Matematicas de primero de Bachillato?
5) ;Te gusta la Fisica?;Y las Matematicas?

6) Sean los vectores u = 3i +4jy v = 2i — j. El vector w = 2u —v y el
angulo a formado por los vectores u y v es igual a:
Ow=2u—-v=
O a=

7) a) Escribe cudles son las unidades fundamentales de longitud, tiem-
po, masa y cantidad de sustancia en el S.I.

b)Escribe el nombre de las unidades de fuerza, intensidad de corriente
y carga eléctrica en el S.I., indicando si estas magnitudes son fundamenta-
les o derivadas en tal sistema de unidades.

¢)Indica el nombre de alguna otra magnitud fundamental en el S.I.

8) Enuncia la segunda ley de Newton de la Dindmica y escribe su for-
mulacién matematica.

9) Un DVD se mueve con una velocidad de 120 r.p.m.(revoluciones por
minuto). Suponiendo que la inicialmente esta velocidad es constante y que
en cierto momento, un fallo hace que se detenga en 2 segundos, calcula la
velocidad angular inicial en rad/s, la aceleracién angular en unidades del
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S.I y las vueltas que ha dado hasta que se detiene.

10) Dos cargas eléctricas, con valores de Q; = 1-10*mC y Q, =
—2 - 107*mC, se hallan separadas 3 metros de distancia. Usando la ley
de Coulomb, halla la fuerza eléctrica entre ambas cargas indicando si es
atractiva o repulsiva. Dato: Kc = 9 - 10°Nm?/C2.

11) En un circuito eléctrico hay un conductor cuya resistencia vale 52
y una pila que proporciona una diferencia de potencial de 10mV. Calcula
la intensidad eléctrica que circula por el circuito.

12) Halla el valor de la energia cinética de un proyectil de 50 kg que se
mueve con una velocidad de 36km/h. Si el proyectil frena en cierto momen-
to, con aceleracion en modulo igual a 1m/s?, calcula la distancia recorrida
hasta que se detiene.

13) Despreciando el rozamiento del aire, indica qué objeto llega antes
al suelo de forma razonada: a) Una manzana de 0.5 kg, b) Un lingote de
oro de 1 kg.

14) Se deja caer un cuerpo de 3 kg desde una altura de 10metros. Toman-
do como valor de la aceleracion de la gravedad 9.8m/s?, halla la velocidad
con la que llega al suelo.

15) Un electrén-voltio es la energia que posee un electrén cuando se
somete a una diferencia de potencial de un voltio. Calcula en unidades
del sistema internacional a cudnta energia equivalen: a) 14 TeV. b) 10'¢TeV.
Dato: 1T=10"2.

16) ;Crees que la Fisica de segundo de Bachillerato es importante para
tu futuro?

17) ¢Qué expectativas tiene para esta asignatura en este curso?

18) ¢(Qué piensas hacer al acabar Bachillerato?;Haras la PA.U.? Si la
respuesta a esta tltima pregunta es positiva, indica la nota que esperas
alcanzar idealmente de acuerdo a lo que piensas son tus capacidades reales.
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Capitulo 1

Los métodos de la Fisica

En este primer capitulo introductorio, estudiaremos el método cientiti-
co, los métodos de estudio de la Fisica como Ciencia a nivel experimental
y tedrico.

¢Qué es la Fisica? Espero mostrar que la Fisica es una ciencia experi-
mental encaminada al conocimiento fundamental de la Naturaleza, y que
queremos aprovechar dicho conocimiento en beneficio de la Humanidad.
La Fisica es una Ciencia en continuo desarrollo y se construye median-
te experimentacion, razonamiento critico (generalmente matematizado) e
imaginacion creativa (en la intuicién y desarrollo de teorias o interpreta-
cién de fenémenos y/o resultados experimentales).

1.1. El método cientifico

Una primera idea de lo que es el método de la Ciencia lo proporciona
el siguiente escrito de Diderot en el libro Intepretacion de la Naturaleza:

“(...)Poseemos tres medios principales: la observacion de la
Naturaleza, la reflexion y la experiencia. La observacién recoge
los hechos o fenémenos, la reflexién los combina, la experiencia
verifica el resultado de la combinacién. Es indispensable que
la observacién de la Naturaleza sea asidua, que la reflexién sea
profunda y consistente, y que la experiencia sea exacta (tanto
en precisién como en exactitud)(...)”

El Universo (o Poliverso/Multiverso si nos creemos intepretaciones
exéticas contemporédneas de la Fisica Cudntica) en que vivimos esté re-

11
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gido por una serie de leyes, de cardcter matematico (esta idea se debe a
Galileo), generalmente “ocultas” a simple vista (0 més o menos dificil de
elucubrar) y que los cientificos se afanan y tratan de descubrir. En parti-
cular, la Fisica actual trata de solucionar cuestiones tan profundas (y casi
tilosédficas) y fundamentales como el origen del propio Universo (Poliver-
s0), o la estructura més pequefia de la materia y el espacio-tiempo. No
son cuestiones faciles de responder, y para responder a estos problemas
y preguntas, los investigadores siguen el denominado método cientifico,
cuya versién moderna se debe al antes mencionado Galileo Galilei. Este
método, puede dividirse en una serie de “pasos” o “etapas”:

s Observacion de los fenémenos naturales. Consiste en examinar cui-
dadosamente los fenémenos y procesos empiricos que queremos es-
tudiar, tratando de describir los factores que influyen en tales fenéme-
nos. Un fenémeno observado repetidas veces, puede llegar a sernos
muy “familiar”, de forma que nos parezca obvio y 16gico lo que antes
parecia complemetamente inexplicable.

» Razonamiento o reflexién. También llamado en ocasiones “lenguaje
razonado”, de cardcter 16gico-matemético. Una vez “contemplado”
un suceso, el paso siguiente es tratar de formar una “hipétesis” que
permita explicar el fenémeno observado. La intuicién, la imaginacién
y la critica del investigador son parte importante de este proceso. Por
ejemplo, J. Kepler, como resulado del estudio de muchas y precisas
observaciones sobre los planetas realizadas por Tycho Brahe, enun-
ci6 las leyes que rigen el movimiento de los planetas y que ahora
llevan su nombre.

» Experimentacion. Las hipétesis cientificas se comprueban o no reali-
zando experimentos. Consiste en repetir el fenémeno observado las
veces que sea necesario bajo “condiciones controladas” y que prepa-
ramos de antemano. Estas condiciones deben ser f4ciles de compro-
bar, de forma que se puedan variar a voluntad por una parte, y, por
otra, que puedan ser reproducidas por otros cientificos. Un experi-
mento es cientifico si puede ser “reproducido”. De esta forma, no sélo
se comprende la influencia que tienen nuestras condiciones sobre el
fenémeno observado, sino que se comprueba su “universalidad”.
La experimentacion es la base fundamental del método cientifico en
ciencias como la Fisica, porque la experiencia es el verdadero juez que
determina si las hipétesis, modelos y teorias son falsas o verdaderas.
Citando a N. Bohr:
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“(...)No puede ser hermosa una teoria que no pueda
explicar los datos experimentales de que dispone(...)”

Asi pues, un principio basico fundamental del método cientifico es la
capacidad de probar, al final, la validez de nuestras afirmaciones me-
diante la realizaciéon de experimentos. En cierto sentido, y de acuerdo
a Popper, un criterio necesario para calificar cualquier idea, hipétesis,
modelo o teoria de “cientifica” es su “falsabilidad”. Una afirmacién
es falsable si puede ser sometido a juicio experimental. Si es falsable,
entonces tal afirmacién es tambiéon cientifica. Sin embargo, muchas
veces, la realidad cientifica de una teoria estd mas alla del criterio de
falsabilidad de Popper. Es por ello que, en el &mbito de la Ciencia,
si bien la falsabilidad proporciona un criterio til, no siempre es po-
sible lograr la falsacién de una teoria o afirmacién para que esta se
abandone.

De acuerdo a lo anterior, en el contexto de esta Filosofia del conoci-
miento, cualquier teoria cientifica tiene caracter provisional. Es véli-
da mientras explique todos los fenémenos observados. No importa
cuantos experimentos estan de acuerdo con una teoria tampoco pa-
ra elucidar su validez y correccién. Si uno sélo contradice la teoria,
entonces hay que modificarla o bien descartarla.

» Elaboracién de modelos y teorias. Se puede llegar a este paso a
partir de los anteriores. O bien, podemos empezar a analizar la Natu-
raleza estableciendo unos postulados o principios, y su formulacién
matematica, de forma que accedemos a las etapas anteriores. Una
teoria se origina cuando las lyes empiricas deducidas de la obser-
vacién y experimentacion se engloban en un contexto mds general
o amplio. También podemos construir una teorfa a partir de ciertos
principios basicos basados en la experiencia y armados con un fuerte
formalismo matematicos (es el método postulacional de Einstein).

En resumen, el método de la Ciencia consiste en un proceso ciclico
de observacion, reflexion (o pensamiento légico-matematico razonado)
y experimentacion. El propio H. Poincaré simplifica algo esta trialdad,
afirmando, en su libro Ciencia y método, que:

“(...)El método cientifico consiste en observar y experimen-
tar (...)”

Los siguientes diagramas ayudan a visualizar el proceso del método
cientifico:



14 CAPITULO 1. LOS METODOS DE LA FISICA

Theory<€

|

» Hypothesis

Refine the Hypothesis l Modify the Theory

A
Verifiable Prediction T
Explains Phenomenon

Repeatable Experiment

True  False

Observations

Modify hypothesis Develop
guestions

to agree with data

Collect data from Hypothesize or
experiments predict the answer

Develop
experiments to test
prediction



1.1. EL METODO CIENTIFICO

Ask a
..... ¥ Question \
Communicate 5 Ptla(rform
Your Results ackground
Research
Analyze
Experiment Create a
Data and Draw Hypothesis
Conclusions /
Conduct an
Experiment

Modify
hypothesis '

15

SCIENTIFIC METHOD
1. Observation
2. State the Problem
3. Hypothesis

4. Experimentation
5. Gather Data
6. Conclusion

7. Verification

' sgveral
times

Analyze data

\

Draw conclusions

Observation| | Prediction |

’ \ design an

perform fhet experiment

Hypothesis Hypothesis experimen to test the
notysupported supported prediction




16 CAPITULO 1. LOS METODOS DE LA FISICA

Observation Theory

y,

Aunque el proceso cientifico tiene unas caracteristicas como las ante-
riores, no son fijas e inmutables, y son susceptibles de mejora. De hecho,
el criterio de Popper es generalmente demasiado “fuerte” para muchas
teorias y asertos. Ademads, podemos también sefialar que:

Prediction

1. Durante la observacién de fenémenos, es importante agruparlos, ca-
tegorificarlos y estudiarlos mediante criterios claros y especificos.

2. Enla elaboracién de hipétesis, estas suposiciones o postulados sobre
la experiencia o la realidad fisica, debe ser formulada de manera pre-
cisa mediante variables o enunciados claros. Asi, se debe establecer
una relacién entre las variables observadas de forma que podamos
verificarlas, o bien, a partir de ellas, hacer otras que puedan ser some-
tidas a juicio experimental. Una variable, en general, es un elemento
o factor de realidad que influye en los resultados de un experimento.
Los experimentos, por tanto, deben relacionar dichas variables. Des-
de el punto de vista de la fisica, estas variables son “magnitudes”.

3. Aparte de la reproducibilidad de un experimento, es importante su
comunicacién. Es decir, es importante poner en conocimiento de otros
cientificos los resultados y conclusiones de nuestros experimentos, y
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10.

11.

las condiciones en la que tuvieron lugar, para poder ser estudiados
en todas sus etapas.

. Un experimento consta generalmente de un disefio experimental e

instrumentos de medida. La calibracién de los mismos es parte im-
portante del mismo puesto que en todo experimento hay una preci-
sién y una exactitud respecto a la variable o variables que medimos.
También es importante en dicho experimento la forma de recogida
de datos y la forma o proceso de medida.

. Un experimento puede contrastar sus datos con otros experimentos

idénticos, y poner a prueba las hipétesis con sus datos.

. Un experimento puede, generalmente, contener ademas de los datos,

una serie de conclusiones.

Hay experimentos cualitativos y cuantitativos.

. Una teoria o modelo debe tener puede simplemente acomodar los

datos o bien predecir, en ocasiones, nuevos fenémenos susceptibles
de comprobacién experimental.

. Durante el andlisis de cualquier experimento, se relacionan magnitu-

des mediante graficas y tablas de datos. En las graficas, generalmente
se distinguen variables independientes y dependientes. En las tablas,
se suelen representar los datos de las medidas de diferentes magni-
tudes o variables.

En Ciencias como la Fisica, se usan una serie de unidades especiales.
Actualmente, el mas usado y estandarizado para todo cientifico en el
mundo es el sistema de unidades llamado Sistema Internacional de
Unidades (SI). En dicho sistema hay 7 unidades patrén, y un ntime-
ro grande de unidades multiplos y submudltiplos. Dichas unidades
estdn asociadas a 7 magnitudes fundamentales: longitud (L), masa
(M), tiempo (T), temperatura absoluta (t), intensidad de corriente
eléctrica (I), intensidad luminosa (I1), y cantidad de sustancia (n). Sus
unidades respectivas son el metro (m), el kilogramo (kg), el segundo
(s), el grado kelvin (K), el amperio (A), la candela (cd) y el mol (mol).
Cualquier otra magnitud en el SI de unidades es una magnitud de-
rivada. Por ejemplo: velocidad (m/s), volumen (1m°), carga eléctrica
(A-s), etc.

Para evitar expresiones matemdtics enormes, con muchas cifras, se
usa lanotacién cientifica. Consiste en un nimero con una parte entera
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y otra decimal, junto a una potencia de base 10 (decimal) con expo-
nente positivo. Ejemplo: la velocidad de la luz puede escribirse como
¢ = 3-10%m/s, un mol se escribe como la cantidad correspondiente a
6,022 - 10% entidades fundamentales, la distancia entre un atomo de
hidrégeno y de oxigeno en la molécula de agua es aproximadamente
de9.7-10""m.

12. Los prefijos cientificos y simbolos usados para los mismos son los
siguientes:

= Multiplos. Tenemos deca (da) 10, hecto (h) 102, kilo (k) 10%, mega
(M) 108, giga (G) 10°, tera (T) 10'?, peta (P) 10", exa (E) 108, zetta
(Z) 10%, yotta (Y) 10%.

» Submultiplos. Tenemos deci (d) 107!, centi (c) 1072, mili 1073,
micro (¢) 1076, nano (n) 107%, pico (p) 107*2, femto 107", atto
10718, zepto (z) 107, yocto (y) 107*%. Hay otros prefijos y su-
tijos, pero no estan universalmente reconocidos por el sistema
internacional (SI).

Otra idea fundamental para el andlisis de datos es el concepto de cifra
significativa, asi como la distincién entre precisién y exactitud. Una cifra
significativa (CS) es un digito que se conoce con seguridad en una medida.
Hay una serie de normas para tratar operaciones con cifras que contienen
diferentes ntimeros de cifras significativas:

» Toda cifra significativa distinta de cero es significativa. Ej.: 321 cm( 3
CS),3.345 cm (4 CS).

» Ceros al final de cifra entera o decimal en nlimero mayor que uno es
significativa. Ej.:6.020m (4 CS), 24.0 (3 CS).

» Ceros entre dos cifras no nulas son significativos. 106.407 s (6 CS).

» Ceros a la izquierda de la coma o ceros antes de la primera cifra no
nula no son CS. Ej.: 0.405kg (3 CS), 0.0005090 m (4 CS).

La precisién de una medida depende de nuestro instrumental y del proce-
so de medida. La precisiéon de un instrumento de medida es la variacién de
medida mas pequefia que podemos apreciar con dicho aparato y también
se llama en ocasiones resolucién del instrumento de medida.

Por contra, la exactitud de una medida es la diferencia entre el valor de
dicha medida y el valor real (entendido como tedrico o bien con el valor
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medio de nuestra serie de medidas como aproximacién a dicho valor real)
de la variable medida.

Una medida puede ser precisa pero inexacta, exacta e imprecisa, tanto
precisa como exacta o bien ni precisa ni exacta. La precisién (en inglés
“precision”) es el grado de “exactitud” o “acercamiento” con el que un
objeto es medido, mientras que la exactitud (en inglés “accuracy”) es lo
cerca que estamos del valor aceptado o real de una medida. Las siguientes
imdagenes lo aclaran graficamente con unas dianas:

accURACY »

Accurate Inaccurate

(systematic error)
Precise .
Imprecise
(reproducibility error) o
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1.2. La Fisica como Ciencia

Ahora explicaremos por qué la Fisica es la mas basica y fundamental
de todas las ciencias experimentales, a pesar de no ser una ciencia “termi-
nada” o “completada”. También vamos a resalta su interaccién con otras
ciencias en el terreno tedrico y experimental.

La Ciencia intenta dar una respuesta a los sucesos que se producen en el
Universo. De todas las ramas, podemos decir que la Fisica es la mds bésica.
A diferencia de otras que intentan estudiar aspectos més concretos, como la
Biologia o la Quimica (actualmente restringida a los 4&tomos y moléculas),
el d&mbito de estudio de la Fisica es todo el Universo (Poliverso). Esto
realmente abarca mucho campo, y entonces la Fisica se divide en algunas
“subespecies” o disciplinas:

» Fisica del Cosmos o Astrofisica.

» Fisica del Universo como un todo o Cosmologia.
» Fisica de la atmoésfera o Metereologia.

» Fisica de los seres vivos o Biofisica.

» Fisica del Estado Sélido y la materia condensada, que estudia dife-
rentes fases de la materia en condiciones extremas.

m Fisica atOémica.
» Fisica nuclear.

» Fisica de particulas o de Altas Energias.

Las leyes de la Fisica constituyen los ingredientes elementales en los
que se basan a su vez la Ingenieria o la Tecnologia. La Fisica es importante
porque trata cuestiones tan generales como el tiempo, el espacio, el movi-
miento, la materia, las radiaciones, la energia, la informacién o hasta las
interacciones fundamentales que rigen el Universo a escalas de distancia
enormes o muy cortas. Es un edificio en construccién. Y todos podemos
ser participes del proceso cientifico hoy dia gracias a las tecnologias de la
informacién o internet. Ademads, la potencia de los ordenadores y compu-
tadores modernos, asi como software especifico disponible para todo el
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mundo (libre o de pago) contribuye a incrementar el uso de las simula-
ciones y otros recursos computacionales para el estudio de la Fisica y las
propias investigaciones. También son muy usados hoy dia atin los llama-
dos experimentos mentales (gedanken experiment), sin duda, un ejemplo
claro de simulacién puramente humana para probar las ideas de cualquier
idea cientifica.

1.3. Teorias efectivas

En cualquier teoria fisica conocida hay generalmente dos descripciones
posibles: una descripcién macroscépica y una descripcién microscépica. ¢
Por qué? Es sencillo. Aunque la materia es discontinua (esta compuesta
por “particulas”, en forma de atomos, moléculas, iones,. ..) la materia se
describe generalmente por descripciones macroscopicas o continuas. Esta
aproximacion es convencional y ttil cuando se desconocen los detalles de
las propiedades de los grados de libertad internos microscépicos. Por ejem-
plo, la Termodindmica es una teoria efectiva o aproximacién al continuo
de la dindmica de un conjunto muy grandes de particulas. En ocasiones,
la Termodindmica puede estudiarse a nivel estadistico, usando en mayor
o menor medida la Fisica Cuédntica o Clésica sin la aproximacién del con-
tinuo, y es lo que se conoce como Mecéanica Estadistica. En sintesis, una
teorfa que aproximada a la teoria microscopica es generalmente llamada
teoria efectiva, y este tipo de aproximaciones son ttiles porque no suelen
depender de los detalles de las teorias microscépicas sino sélo de ciertos
pardmetros de control o variables de estado que son medibles macroscépi-
camente.

Sin embargo, en muchos casos, el conocimiento de la teoria a nivel mi-
croscopico nos lleva a intentar comprender las estructuras a mds pequefia
escala de la Naturaleza. Asi, desde la nocién de 4&tomo, ntcleo o particula
subatomica, donde actualmente estd confinado el dltimo nivel hallado de
estructura de la materia, es posible llegar, al menos en principio, deducir
una teorfa efectiva (menos fundamental).

El estudio de un fenrheno fisico comienza con el aislamiento de una re-
gion del espacio o de una parte de materia de su entorno. La parte aislada
(al menos de forma imaginaria o virtual) y sobre la que fijamos nuestro
estudio recibe el nombre de sistema y todo aquello exterior al sistema
se designa habitualmente como entorno. Una vez distinguidos sistema y
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entorno, se procede a la descripcién del sistema mediante magnitudes re-
lacionadas con el comportamiento del sistema.

De acuerdo al criterio macroscépico, la materia se considera continua y
distribuida uniformemente (en general) a través del espacio. Asies como la
percibimos con los sentidos y experimentos basicos (hasta el advenimien-
to de los espectros atémicos, la hipétesis del continuo no se cuestionaba).
Se supone, ademads, que el espacio ocupado por el sistema esta lleno de
materia continuamente y que las magnitudes del sistema son funciones
continuas (y habitualmente diferenciables) que no varfan drésticamente
en procesos normales. Este tipo de magnitudes posee una serie de propie-
dades adicionales:

» Noimplican hipétesis especiales acerca de la estructura de la materia.
= Su ntmero es pequefio.

» Noslas sugieren directamente nuestros sentido o los aparatos capaces
de medirlas.

» Habitualmente, se miden directamente. Esto es, no se deducen habi-
tualmente de la medida combinada de diferentes magnitudes.

= Se pueden expresar usualmente mediante ecuaciones lineales. Hoy
dia, también es posible expresar magnitudes no lineales y medirlas.
La exigencia de la linealidad es simplemente otra aproximacién para
la descripcion de la realidad y el proceso de medida de magnitudes
ligadas a teorias efectivas o fundamentales.

Por el contrario, segtin la descripcién microscépica, la materia es dis-
continua y estd formada por elementos discretos de realidad que podemos
llamar “particulas” o “corptsculos”. También, desde 1900, se les puede
llamar “cuantos” (en inglés un “cuanto” se escribe como quantum, y en
plural, se les llama “quanta”). Estas entidades elementales de materia
pueden adoptar diferentes formas: moléculas (la unidad elemental maés
pequefia con ciertas propiedades fisicas y quimicas diferenciadas), 4to-
mos (la unidad mds pequefia que forma parte de una reaccién quimica)
y particulas subatémicas (como protones, neutrones, neutrinos, quarks,
mesones, bariones, bosones, fotones, gluones, o leptones) de dimensiones
microscopicas. Los detalles que ofrece una descripcién microscépica son
los siguientes:
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» Se hace la hipétesis corpuscular, o de discontinuidad de la materia, en
la que se supone la existencia de “paquetes” minimos de materia y de
energia. Es decir, se asume que hay una tltima divisién posible por
debajo de la cual no se puede “bajar”. Por supuesto, eso no signfica
que no podamos encontrar que las propias particulas puedan tener
grados de libertad internos o composicién interna (esto sucedié con
lo que hoy llamamos dtomos, que probaron ser divisibles). En prin-
cipio, el principio corpuscular asume que hay un limite tltimo a la
divisibilidad de la materia como la energia.

» Deben especificarse muchas magnitudes, asociadas a la posicién, ve-
locidad, y resto de variables cinemaéticas y dindmicas de las particulas
individuales.

» El sentido comun, a priori, no nos dice de forma “natural” las mag-
nitudes a usar para la descripcién microscépica. Generalmente, se
hace abstracién de la realidad e intentamos identificar las variables
correctas.

» Las magnitudes especificadas, generalmente, o bien no pueden me-
dirse directamente o bien presentan limitaciones entre ellas para me-
dirse simultdneamente y con precision.

» Es necesario estudiar cada tipo de particula del sistema por separa-
do si hay varios tipos de particulas. En ocasiones, incluso cuando
todoas las particulas son idénticas, hay detalles de la descripcion
que hacen necesario un tratamiento colectivo microscépico, pero no
macroscépico (como ocurre por ejemplo con los denominados con-
densados de Bose-Einstein).

Aunque puede parecer que las descripciones microscépicas y macroscopi-
cas son completamente diferentes e incompatibles, estdn profundamente
relacionadas. En cierto sentido, la descripcién macroscépica es lo que hoy
dia se llama “teoria emergente”. Por ejemplo, otro conocido ejemplo de
“emergencia” es en la Fisica de Fluidos. El regimen laminar o turbulen-
to puede estudiarse macroscépicamente incluso cuando no tenemos atin
pistas s6lidas de la teoria microcépica de la que “emerge” el fenémeno
de la turbulencia. Esto es debido al hecho de que las pocas propiedades
medibles de una descripcion macroscépica (efectiva o emergente) son en
realidad valores medios, durante cierto intervalo de tiempo, de un niimero
enorme de caracteristicas microscépicas.
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De todas las caracteristicas microscépicas , sélo unas pocas sobrevi-
ven al realizar un “promedio” o “media” al pasar a una descripcién ma-
croscopica. Otro ejemplo usual es la magnitud que llamamos presién, que
segun la Teorfa Cinética se corresponde con el promedio de la derivada
de la cantidad de movimiento debida a los choques moleculares realiza-
dos sobre una determinada superficie. La presién, sin embargo, es una
propiedad que puede medirse con instrumentos y con nuestros propios
sentidos. De hecho, la presién es una magnitud que fue inventada mucho
antes de que los fisicos modernos retomaran las ideas atémicas y molecu-
lares en el siglo XIX. Sin embargo, el concepto o idea intuitiva de presiéon
permanece y tiene el mismo sentido macroscépico pese a que le demos
una nueva interpretacién microscépica, incluso si modificamos la propia
teoria cinético-molecular para que abarque maés subestructuras (desde los
atomos a las estructuras subatomicas). Y es este hecho de universalidad
de la descripciéon macroscépica una diferencia importante de ésta con la
descripciéon fundamental microscépica.

En sintesis, las pocas propiedades macroscépicas medibles son tan se-
guras como puedan serlo nuestros sentidos y tan precisas como lo sean
nuestros aparatos de medida, y tienen cierto cardcter de invariabilidad o
universalidad. Por contra, la descripciéon microscépica va més alla de nues-
tros sentidos y la experiencia comun. Rivaliza con nuestras suposiciones
mas intuitivas ya que postula la existencia de particulas, su movimiento,
sus interacciones (generalmente ocultas) y otras varias complicaciones. Es
imporante, en la elaboracién de teorias y modelos, comparar dichas des-
cripciones a nivel de fenomenologia y de hipétesis o predicciones.

Hay diferentes campos de la Fisica que se centran en descripciones
macroscOpicas por su importancia. En especial, en los sistemas forma-
dos por fluidos (gases o liquidos) y materia condensada. El estudio de
un gas se puede abordar usando el enfoque microscépico con la la teoria
cinético-molecular, pero es mds facil usar incluso la teoria macroscépi-
ca, que llamamos Termodindmica (aunque seria mejor nombrarla como
Termoestatica al no contener explicitamente en general la dependencia
temporal de las variables). La Termodindamica estudia los sistemas de ga-
ses o fluidos atendiendo s6lo a las variables macroscépicas internas de los
mismos, prescindiendo de las variables microscépicas. Las variables de
estado o coordenadas termodinamicas son el volumen, la temperatura y
la presion habitualmente, aunque hay otras més sofisticadas.

La Dindmica del llamado Sélido Rigido es otro ejemplo habitual de
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descripcién macroscépica o teoria efectiva. Sin embargo, en otros campos,
como la Fisica de Altas Energias, es esencial una descripcién abstracta en
sentido miscroscépico. Todo corptisculo que no sea un 4tomo o un com-
puesto de dtomos se considera generalmente hoy dia “particula elemen-
tal” o para ser mds precisos, “particula subatémica” (dado que sabemos
que hay particulas como los protones, neutrones y, también, todo hadrén
-mesén o barién- estd formado por una combinaciéon de 2 6 3 quarks,
mientras que igualmente se especula con la existencia de estados mul-
tiquark -tetraquarks, pentaquarks,... desde la Cromodindmica Cudntica,
QCD -Quantum ChromoDynamics- o las “glueball” o “bolas de gluones”,
sin quarks, como estados microscépicos que predicen las denominadas
Teorias Cudnticas en el Reticulo -Lattice Field Theory- aplicadas a QCD).

El descubrimiento de las particulas subatémicas comenzé a ser serio
y cientifico a partir del s.XIX con el hallazgo del electrén, y el desarro-
llo y descubrimiento de nuevas particulas sigui6¢ en todo en el siglo XX.
Continuara posiblemente en este siglo, siglo XXI, y los venideros. En parti-
cular, el afio 2012 fue especial porque se hallaron pruebas consistentes de la
existencia del denominado “bosén de Higgs” en el Large Hadron Collider
(Gran Colisionador de Hadrones), o LHC para abreviar. El estudio de las
particulas a muy alta energia es el objeto de estudio de la Fisica de Altas
Energias, y es una rama de la Fisica conectada a muchos otros campos
(como la Astrofisica, la Cosmologia o la Fisica Médica).

Una clasificacién convencional de las particulas subatémicas se hace
seglin alguna de sus caracteristicas microscépicas fundamentales. Segin
la masa, podemos distinguir particulas sin masa (como los fotones, gluo-
nes o los hipotéticos gravitones), los leptones ( particulas que interacttian
débilmente: electrones, muones, tauones, neutrinos y sus antiparticulas),
los hadrones (particulas que interacttian fuertemente, y que se subdivi-
den en mesones y bariones; un ejemplo es el pién o mesén 7, o el protén,
el neutrén, y otras varias particulas exéticas). Segun el tipo de interac-
cién que se establece, a nivel fundamental, hoy sabemos que las particulas
subatémicas elementales se dividen en leptones y quarks. Los leptones son
3 y cado uno tiene un neutrino asociado. Los quarks también vienen en
tipos, en total son 6. Cada uno de estos tipos se clasifica en 3 generaciones,
siendo la tinica diferencia la masa, la estabilidad y ciertos niimeros llama-
dos ntimeros cuanticos.

Segun la carga eléctrica, las particulas pueden ser positivas, negativas o
neutras. Luego hay otro tipo de cargas o ntimeros cudnticos, como el sabor
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(flavor) que etiqueta los tipos de leptones y quarks o el ciertas propiedades
de cada sabor. También tenemos el llamado “color” en los hadrones (nada
que ver con el color de los sentidos, es una simple etiqueta para distinguir
la interaccién que se establece entre unidades hechas de quarks). Final-
mente, tenemos el espin 0 momento angular “interno” de las particulas.
Para las que tienen espin entero, se las llama bosonones. A las que tiene
espin semientero, fermiones. Todos los fermiones del denominado Modelo
Estandar poseen espin 1/2. Los bosones conocidos tienen espin 1, excepcién
hecha del reciente bosén de Higgs, que al ser una particula “escalar” debe
tener espin 0. El gravitén, si existe, debe tener espin 2. No existen teorias
de campo interactuantes “normales” que contengan particulas de espin
mayor que 2 (aunque ciertamente pueden construirse teorias exéticas y
sofisticadas que tienen tales excitaciones, aunque hay discusién sobre su
consistencia matematica y fisica).

Finalmente, otra variable esencial de una particula subatémica es su
tiempo de vida media. Las particulas estables (como el fotdn, el electrén, el
gluén, el gravitén,. . . ) tienen una vida media infinita (7 = o0). Sin embargo,
las particulas con masa son, en general, inestables. Se cree que son estables
el electrén, el neutrino, el fotén y el protén (aunque se duda de este tdltimo
en el contexto de las teorfas de unificacién o GUT-Grand Unified Theories-
y la TOE, o teoria del todo-Theory Of Everything).

1.4. Fuerzas de la Naturaleza

En la actualidad, a principios del siglo XXI han quedado establecidos
el denominado Modelo Estdndar de las Fuerzas (o interacciones) funda-
mentales de la Naturaleza y la Teoria de la Relatividad General. Todas las
fuerzas de la Naturaleza se reducen a 5 tipos de interacciones elementales
a energfas del orden de 100 GeV (aunque posiblemente sea un Modelo
vélido hasta cierta energfa X mayor que esos 100 GeV). Estas fuerzas son:

» La fuerza gravitatoria. Descrita a nivel efectivo por la Relatividad
General de Albert Einstein, es una teoria cldsica de campos relativista
para el denominado tensor métrico y la materia. No dispone de una
descripcién microscépica cuantica consistente todavia, que es el reto
tedrico de descubrir y elaborar la Teoria Cudntica de la Gravedad,
algo que adn no se ha resuelto. La interaccién gravitatoria es la mas
débil de todas las fuerzas en intensidad perola mds importante anivel
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macroscopico, pues gobierna el movimiento de planetas y galaxias
(a priori, también de cimulos y estructura a gran escala, pero ahi nos
topamos con el misterio de la Materia Oscura y la Energia Oscura).
La fuerza gravitatoria aplica a cualquier objeto con masa o energia
y es unos 107 menos intensa que la fuerza nuclear fuerte, de color,
mediada por los gluones o a nivel efectivo por piones en el ntcleo.
Su alcance o rango es infinito e ilimitado, ya que se piensa que el
graviton, la particula cuantica asociada a las ondas gravitacionales, no
posee masa. Esta fuerza es siempre atractiva. La relatividad general
contiene a la gravitacion newtoniana y predice nuevos efectos que
han sido comprobados. Hasta la fecha, no hay evidencias en contra
de esta teoria salvo las anomalias generadas por la existencia de la
materia oscura o la energia oscura (que ha quedado establecida con
los experimentos WMAP y PLANCK).

» La interaccién nuclear fuerte. Es la més intensa pero de muy corto
alcance, ya que sélo la sienten los quarks y los hadrones. El alcan-
ce es del orden de 10™°m, el diametro aproximado de un nucleo
atémico. Son las fuerzas de ligadura las que mantienen unidos a los
diferentes componentes del ntcleo (de carga positiva). Los protones
se repelerian si no existiera la fuerza nuclear fuerte. Esta fuerza es
s6lo atractiva, y decae tan rdpido que fuera del ntcleo no se aprecia
maés que el hecho de que los protones se mantienen estables y juntos
en los mismos.

» Lafuerzaelectromagnética. Unas 100 veces menor que la fuerza fuer-
te, acttia sobre particulas cargadas. Puede ser atractiva o repulsiva
dependiendo de si las cargas son de diferente tipo o del mismo ti-
po. También tiene un alcance ilimitado o infinito como la gravitacién
clasica. Estd mediada por el fotén, particula sin masa, y decae con el
inverso del cuadrado de la distancia en la descripcién coulombiana
no relativista. En una descripcién relativista especial y cudntica, este
comportamiento se ve alterado, y se usa la Electrodinamica Cuéanti-
ca, QED, para describirla. Ademads, el electromagnetismo es la fuerza
que cohesiona dtomos, moléculas y materia macroscopica en general.

» La fuerza nuclear débil. Con un radio de accién muy corto, pero del
orden de unos 10~"m, son las interacciones méas extrafias de todas.
Hoy dia esta interaccién estd unificada con la interaccién electrog-
magnética a energias del orden 100 GeV o superior, y explicada por
el intercambio de fotones masivos denominados W*, W-, Z° median-
te la llamada teoria electrodébil. La interaccién débil en si misma es la
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responsable de la desintegracion beta de los nticleos radioactivos, por
ejemplo, la de un simple neutrén en protén, electrén y antineutrino.

La fuerza o interaccién de Higgs. El Modelo Estdndar no explica
la existencia de masa por si mismo. S6lo el afiadir un nuevo cam-
po, escalar, denominado campo de Higgs (y sus particulas asocia-
das), permite establecer la consistencia interna del Modelo Estandar
y describir los bosones vectoriales W, Z como particulas con ma-
sa. Ademads, esta fuerza de Higgs es imprescindible para entender
la masa de los leptones fundamentales y en menor medida de los
quarks (los quarks adquieren masa dindmicamente por un proceso
no perturbativo asociado a la ruptura de la llamada simetrfa quiral
en QCD, por lo que la masa de los quarks es principalmente debida
a QCD y no al campo de Higgs, que contribuye menos de un 10 % a
las masas de los propios quarks). El bosén de Higgs se descubri6 en
el LHC en 2012 y falta atin mucho por comprender de él y sus pro-
piedades. Incluso podria todavia ser algo similar a un Higgs pero
diferente (desde una particula compuesta, a una fundamental y la
menor de otras part’iculas escalares que podrian encontrarse en este
siglo XXI o mds adelante). El bosén descubierto se parece mucho al
predicho por la consistencia interna del Modelo Estdndar minimo. El
cuanto de Higgs es el que explica el origen de la masa de los bosones
intermedios y el que el fotén o el gravitéon y el gluén no la posean.
Todas las particulas que poseen masa en el Modelo Estandar, se la
deben totalmente (en el caso de leptones y bosones vectoriales W,Z)
o parcialmente (quarks) a su interaccién con el campo de Higgs. Des-
conocemos atn sus propiedades, aunque el Modelo Estdndar predice
algunas de ellas, para ir més all4 de la teoria microscépica establecida
de la interaccion fuerte y electrodébil, es fundamental el estudio del
campo de Higgs que se hace y hara en el LHC, el Colisionador Linear
Internacional (ILC, International Linear Collider) y otros experimen-
tos (posiblemente un colisionador de muones, o proyectos como el
VLHC o el LEP3, ahora en estudio).

En sintesis, la fuerza fuerte acttia con intensidad 1 a corto alcance, actia

sobre hadrones, es atractiva y explica la estructura de los nticleos atémicos.
La fuerza electro magnética es 100 veces mds débil que la anterior, alcance
ilimitado, actta sobre cualquier carga eléctrica y es atractiva o repulsiva,
explicando la cohesioén de atomos y moléculas. La fuerza débil es 12 6rde-
nes de magnitud mas débil que la fuerte y es de corto alcance, pues acttia a
menos de 107 m sobre leptones y quarks, siendo una fuerza esencialmente
repulsiva y explicando los fenémenos de desintegracién radioactiva y en
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general el cambio de “sabor” o “flavor” de las particulas por intercambio
de bosones Z y W. La interaccién de Higgs también tiene un rango corto
similar al de la fuerza débil, corto alcance, y acttia sobre cualquier particu-
la que adquiera masa, mientras que es inerte a particulas sin masa como
el fotén, el gluén o los hipotéticos gravitones, en principio. La fuerza del
campo de Higgs es esencial para entender el origen de la masa a nivel
cudntico. Finalmente, la gravedad, de la que no disponemos una descrip-
cién microscépica consistente (la mitica Gravedad Cudntica), es la més
débil de todas las interacciones, 39 6 40 6rdenes de magnitud mas débil
que la interaccién fuerte, es de largo alcance, sélo atractiva y explica la
estructura general a gran escala del Universo (con excepcién de las obser-
vaciones que apoyan la existencia de la materia oscura y la energia oscura).

En general, a nivel microscépico se desprecia la gravedad, al ser muy
débil, y despreciamos la interaccién electrodébil cuando consideramos dis-
tancias inferiores al fermi (1fm=10"""m) mientras no haya intercambios de
bosones Wy Z, lo que puede ocurrir dos érdenes de magnitud mads abajo de
esa escala. El LHC explorard atn distancias mas pequefias. Si nos salimos
del ntcleo, a distancias superiores se manifiestan las interacciones débi-
les y electromagnéticas. Aunque la interacciion débil va progresivamente
disminuyendo su influencia. Al llegar a los d4tomos, o escalas de distan-
cia superiores, como las moléculas e iones, la interacciéon principal es la
electromagnaética y s6lo en el fenémeno de la desintegracién radioactiva se
manifiesta la existencia de la fuerza débil nuclear. A mayores escalas, de los
cuerpos celestes o mayores, la fuerza dominante es la gravedad. Sé6lo la ro-
tacion de las galaxias (que es indicio de existencia o bien de materia oscura
de naturaleza desconocidad o de una dindmica newtoniana o gravitacio-
nal modificada, MOND/MOG-MOdified Newtonian Dynamics/MOdified
Gravity), y de la aparente -segin WMAP y PLANCK- aceleracién positi-
va de la expansién del Universo a nivel global (jla gravedad no es capaz
de frenar la expansién césmica actual!) son observaciones que nos hacen
sospechar que habrd que sustituir la teoria gravitacional actual por una ver-
sion mejorada y que, posiblemente, esté asociada a la Gravitacion Cuantica.

1.5. Calculo vectorial

El estudio de las magnitudes en Fisica es muy importante. En particular,
hay diferentes tipos de magnitudes segtin su “direccionalidad” y propie-
dades de invariancia. En particular, podemos distinguir magnitudes que
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estdn completamente especificadas por su valor numérico exclusivamen-
te, en cualquier sistema de referencia (veremos lo que es este concepto
en el tema siguiente), como la temperatura, la presién o el volumen, el
tiempo o la carga eléctrica. Por contra, hay otras magnitudes que necesi-
tan especificar algo mas ademas de su valor: su direccién y sentido. Estas
magnitudes se llaman vectores. Por ejemplo, la fuerza, el desplazamiento
o la velocidad son ejemplos tradicionales de estas magnitudes, asi como el
campo gravitatorio o el campo eléctrico. También debemos mencionar que
existen otras magnitudes que tienen una “multiple direccionalidad”. Son
los llamados tensores y generalizan por asi decirlo la nocién de magnitud
escalar y vectorial'.

El estudio del calculo vectorial y de magnitudes escalares es el tinico
que necesitaremos en este curso, ademds del calculo diferencial e integral
asociado a estas magnitudes®. El calculo vectorial proporciona, por un la-
do, una notacién precisa y compacta para los célculos fisicos al nivel de este
curso, y sirve para representar las ecuaciones matematicas que modelizan
las diferentes leyes o situaciones fisicas. También sirven para simplificar la
escritura de otrora largos conceptos, precisando una imagen mental que
captura la esencia de las principales ideas de la Fisica.

Un vector en Fisica es un segmento orientado en el espacio®. En especial, un
vector esta caracterizado por 4 propiedades fisicas: el punto de aplicacién
u origen (puede ser un punto llamado O, asi como cualquier otro punto P)
sobre el que se coloca el vector; una direccién o linea de accién, que es la
recta que contiene al vector, o cualquier otra paralela al mismo; el sentido
del vector es la orientacién del mismo, que generalmente se simboliza con

ncluso hoy dia se especula con la existencia de magnitudes “tipo polivector”, un
agregado de diferentes tipos de tensores de tipo antisimétrico llamados multivectores, en
el contexto del analisis en algebras de Clifford. También existe el concepto de espinor y
multiespinor o el de “twistor”, el de niimeros de Grassmann y atin hay otras clases mds
exdticas de variables y operaciones cuyo uso en Fisica avanzada -no aqui- no pueden ser
excluidas en el futuro. Es el poder de las Matematicas en accién cuando logramos usar
una elegante estructura para simplificar o hacer posibles los cédlculos en las teorfas que
elaboramos

ZHistéricamente, el calculo diferencial e integral fue desarrollado por Leibniz y Newton
independientemente, y nos llegé hasta hoy. No estudiaremos en principio magnitudes de
tipo tensorial en este curso, ni espinores, ni twistores o polivectores en dlgebras de Clifford.
Por tanto, j no tengdis miedo! Los vectores y los escalares “molan”.

3En Matemaéticas, ademés, un vector es un elemento de cierta estructura algebrai-
ca denominada espacio vectorial. Sus operaciones son conocidas en cualquier curso de
Matematicas al nivel de Bachillerato y Educacién Universitaria.
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una flecha en el extremo final del mismo (aunque puede indicarse sobre el
segmento adicionalmente); y, finalmente, un médulo o valor numérico del
vector, su “magnitud o longitud”, y que se define como la longitud del vec-
tor entre su origen y extremo en cierta escala de unidades predeterminadas.

Es habitual simbolizar el origen y el extremo del vector con puntos, lla-
mados Oy P, en letras mayusculas, aunque veremos que esto se cambia un
poco en una notacién que explicaremos mds adelante. También es normal

escribir
H

—

OP=71 =r
para representa al vector de forma abstracta. El médulo se pone entre ba-
rras verticales o eliminando la flecha superior de las anteriores notaciones
o el color negrita (indicando vectorialidad de la magnitud).

Otra diferenciacién entre tipos de vectores es la siguiente. Hay que
distinguir 4 clases especiales de vectores:

= Vectores libres. Vienen dados por las 3 componentes en un sistema
cartesiano o rectangular de coordenadas, y, entonces, por las 3 pro-
yecciones sobre los ejes de dicho sistema de referencia ortonormal
que escogemos generalmente para simplificar los cdlculos. Un siste-
ma de referencia ortonormal estd dado por un punto de origen O y
una base canoénica (vectores unitarios y ortogonales entre si uno a

? PP . ] .
uno) denotada por i, j, k. Algunos autores prefieren escribir e;, e;,e3 0
bien u4, u», u3 en vez de la anterior triada. Nosotros usaremos, salvo

> D> i
que haya riesgo de confusion, la notacién i, j, k. En esta base y sistema
de coordenadas, un vector se escribe como

V=V=(V,V,V.)=Vi+V,j+Vk (1.1)

y donde V, = OA, V, = OB, V, = OC. Estas tres componentes de-
terminan el médulo del vector y su linea de accién o direccién de la
forma siguiente:

V= JVE+ V2412 (1.2)
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cosa = — 1.3
Vi (1.3)
Yy (1.4)
cosf = — )
P=1vi
cosy = ﬁ (1.5)

Estos cosenos, funciones trigonométricas, son los denominados cose-
nos directores de la recta que define el vector. Si el vector es unitario
(de longitud unidad o uno) se verifica trivialmente que:

cosa’ + cos % + cosy? = 1 (1.6)

pero la ecuacién es igualmente valida para un vector general ar-
bitrario (entendida con cuidado). Un vector libre puden trasladar
su origen a cualquier punto del espacio manteniendo su longitud o
modulo y el sentido constante, siempre y cuando la direccion sea
paralela a la que contiene el vector. Ejemplos de vectores libres las
fuerzas ejercidas sobre una superficie.

Vectores deslizantes. Son vectores que pueden trasladar su origen
a lo largo de la linea de accién o recta que los contiene, determina-
dos también por sus componentes cartesianas, pero también pueden
desplazarse libre y exclusivamente por esta recta (y no por direccio-
nes paralelas). Un ejemplo de vector deslizante es la fuerza ejercida
sobre un sélido rigido (que conserva las distancias entre particulas
constituyentes).

Vectores fijos. Para determinar estos vectores, es necesario conocer
las 4 caracteristicas: origen, direccién, sentido y médulo. En los vecto-
res fijos, las 4 propiedades fisicas del vector se hayan completamente
determinadas. Ejemplo de vector fijo es la velocidad de un mévil o la
fuerza que aplicamos en un cierto punto.

Vectores axiales. También se les llama pseudovectores. A diferencia
de los vectores estudiados hasta el momento, que no estdn ligados
a giros o rotaciones, y que podemos llamar vectores polares, exis-
ten estos objetos llamados vectores axiales o pseudovectores que se
comportan de forma peculiar ante rotaciones. El médulo del vector
se sigue indicando con un valor numérico, la direccién del vector es
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la del eje de rotacion, y el sentido de esta especial clase de vectores
se sefiala con la regla de Maxwell (también llamada del sacacorchos
o de la mano derecha). Esta regla indica que el sentido de un vector
axial viene dado por el del giro de un sacacorchos cuando éste avan-
za en el sentido que indica el vector, o el de ese mismo sacacorchos
imaginario si colocamos el dedo corazén e indice como un triedro a
derechas, de forma que el pulgar marca el sentido si el corazén se
desplaza hacia el indice o en sentido opuesto al pulgar si el dedo
indice se desplaza sobre el corazén.

Otras dos clases de vectores que alguna vez se mencionan en Fisica y
Matematicas son las siguientes:

= Vectores equipolentes: vectores libre que tiene le mismo médulo,
direccién y sentido, pero diferente origen. Sus rectas soportes sonpa-
ralelas o coincidentes. No se precisa el punto de aplicacién. Todos los
vectores equipolentes entre si tiene las mismas componentes carte-
sianas en la base canénica. Estos nimeros dan cardcter vectorial a la
magnitud, a diferencia de las magnitudes escalares que, como hemos
visto, vienen determiandas por un solo niimero. Es una definicién
andloga a la de vector libre.

= Vectores opuestos: son vectores de cualquier clase que tienen mismo
modulo, misma direccién pero sentidos contrarios.

¢Qué operaciones podemos hacer con los vectores? Las habituales a las
que estamos acostumbrados. Podemos hallar 1a suma o resultante de dos
vectores: la suma o resultante de dos vectores v; y v, es el vector obtenido
al unir el origen de v; con el extremo de v,, cuando éste se aplica en el
extremo del primero, o también, equivalentemente, la resultante o suma
es la diagonal del paralelogramo construido sobre los dos vectores, siendo
éstos los lados que parten del mismo vértice. Matemdaticamente:

V=vi+wv

Esta regla puede aplicarse de forma reiterada para sumar cualquier
numero arbitrario de vectores:

n
V = Zvi =Vvi+Vv+...+V,
i=1
En componentes, la suma o resultante de un vector tiene por compenen-
tes la suma de las respectivas componentes de los vectores que sumamos.
Es decir:
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V=vi+v; & (Vx/ Vy/ Vz) = (V1x+V2x/ V1y+V2y/ Vat+Va) = (Va, Vylz Vzl)+(vx2/ VyZ/ VZZ)

La diferencia de vectores se define como la suma de un vector con su
opuesto y no ofrece dificultad ninguna. Es decir:

V=vi—v;=v+ (V)

V=vi-v; & (V, Vy/ V.) = (Via—Va, Vly_VZy/ Va=Vzn) =V, Vyll Va)=(Via, VyZ/ V22)

Otra operacioén interesante es el producto de nimeros o mds general-
mente funciones escalares arbitrarias por un vector. Un niamero real K por
un vector v es otro vector V = Kv que tiene la misma direccién que v y el
mismo sentido o el contrario, dependiendo del signo de K, y un médulo
igual al resultado de multiplicar K por la longitud del vector. Si K es nulo,
el vector es el propio vector nulo (que tiene todas las componentes iguales
a cero).

Segtin esta definicion, todo vector se puede expresar como el producto
de su médulo o longitud por un vector unitario ( de longitud unidad, i.e.,
igual a uno) que tenga la misma direccion y sentido que el mismo vector.
Es decir:

V = |vluy
en donde uy es el vector unitario tal que [uy| = 1. Combinando esta
definicién, con las propiedades de los nameros reales, se tiene que:
V = Kv = K(vy, vy, v;) = (Kvy, Kv,, Kv,)

Esto es ttil para el propio establecimiento de las bases canénicas or-
tonormales, pues, en ellas, se tiene que (imagina un sistema de referencia

(O; Z ]7 I?) que el vector de posicién de un punto P arbitrario se puede escri-
bir:

V=V,i+V,j+Vk

seglin hemos visto anteriormente. El desplazamiento entre dos puntos,
Ay Bes la diferencia de los vectores de posicion respectivos OA y OB. Esto
lo veremos con atencién en el tema siguiente:



1.5. CALCULO VECTORIAL 35

d = AB = OB-0A = (Xg—Xa, Ys=Y, Zg—Z) = (Xg=Xa)i+ (Y=Y 2) [H(Zg-Za)K

# EJERCICIO. Hallar la suma o resultante total de los tres vectores
siguientes: i, 10 metros al Noroeste; 7, 20 metros Este y 30 grados hacia el

Norte; @, 35 metros hacia el Sur. Solucién: 5 = (s,,s,) = (10 V3-5v2,5v2—
25), con tana = s,/5,=1.749 o bien a=60°14" 41".

# EJERCICIO. Determinar los dngulos a, 8,7 que forma el vector i =

rd P P . ey . .
(x,y,2) = xi+yj+zk conlos ejes positivos de un sistema cartesiano de coor-
denadas, y probar que se cumple en general que cos® &+ cos® f+cos®y = 1.

# EJERCICIO. Sean los vectores u; = 2f — jé+ l?, Uy = i+ 3]'9— 2]?,
uy = =21 + ]ﬁ— 3k y Uy = 37 +2 jé+ 5k, hallar los valores de los escalares
a, by c, de forma que uy = au; + buy + cuz. Solucién: a=-2, b=1, c=-3.

Otra operacién posible entre 2 vectores es el denominado producto
escalar, generalmente denotado por un punto (con lo que en ocasiones se
le llama producto “punto” de dos vectores). Se define como sigue:

7+ b = || cos(@, b) = |al|b] cos O (1.7)

Las propiedades de este producto son las siguientes:

1. Es un ntimero, es decir, un escalar y no un vector.
“ . ” . 21 > 7 2o
2. Es “conmutativo” o simétrico, puestoqued-b =1b-4.

3. Elproducto escalar de dos vectores es igual que el producto de escalar
de uno de ellos por el vector proyeccién ortogonal del otro sobre él.
Asi, matematicamente, se tiene que:

Z-b=a,-b=|dblcos O = |Z,||b| = b,

en donde @, = |4,|cos 6il, y |@,| = |alcos 6. Como consecuencia, el
modulo de la proyeccién ortogonal de @' sobre bes igual al producto
escalar de los dos vectores, dividido por el médulo del vector sobre
el que proyectamos, por ejemplo b, de la forma sencilla siguiente:

a, = a-b = Proy(a — D)

-

[y
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o bien R

b

b, = — = Proy(b — a)
a

4. El producto escalar de 2 vectores es cero si y s6lo si uno de ellos es el
vector nulo, o bien si los dos vectores son ortogonales y forman 90°.

]y

5. La expresioén analitica del producto escalar en la base canénica viene
dada por la expresion siguiente (facil de recordar):

5 0P
a-b=ab,+a,b,+a.b,

sid = (ay,ay,a,) = i+ ay]?+ azl?y b= (by, by, ;) = b+ by]?+ b.k.

Entre las aplicaciones mas importantes del producto escalar estan las
de determinar de forma invariante el médulo de un vector arbitrario como
la raiz cuadrada positiva del producto escalar del vector consigo mismo:

VI=+VV-V =+ Vi+V;+ V2 (1.8)

y la expresion analitica para el &ngulo formado por dos vectores:

ib axby +ayb, + a.b,

-y =
i \/a,% + a2+ a2 \/b,% L2+ b2

cos 0 = cos(d,b) = (1.9)

# EJERCICIO. Dados los vectores i = 2i + 2 —ky @ = 6i — 3] + 2Kk,
calcular: a) Su producto escalar, b)El angulo que forman, b) La proyeccién
de u sobre v y la de v sobre u. Solucién: a) 4. b) Aproximadamente 79°. c)
4/7,y 4/3.

Existe otra operacién entre vectores que podemos definir en principio
(atendiendo a sus propiedades matematicas y algebraicas) s6lo en el espa-
cio euclideo tridimensional. Es el llamado producto vectorial ( o producto
cruz):

"¢ l—) j—) Iz a a2 |4y 4zl » |4y a4y 7
Axb=la ay a| = OEE= i+ Yk (1.10)
X 2 |b, b, by b, by b

en coordenadas cartesianas, y que en dichas componentes rectangulares
se escribe como
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¢ = ayb, —a.b, (1.11)
¢y = ab, —ab, (1.12)
c; = axb, —a,by (1.13)

Estas componentes pueden recordarse facilmente usando la palabra
mégica XYZZY para la primera componente del producto vectorial ¢, y
luego permutando ciclicamente las letras X, Y, Z para obtener las dos si-
guientes componentes (X — Y — Z — X).

En forma libre de coordenadas se define como el vector que cumple los
axiomas siguientes:

l.c=axb & x: VXV — V.Es decir, es una operacion binaria que
toma dos vectores de un espacio vectorial y fabrica otro “vector”
en dicho espacio vectorial. Realmente es un “pseudovector”, pero la
distincién no es evidente desde la definicién como aplicacién bilineal.

2. |@x l;| = |a |5| sin(a, b) o bien, equivalentemente, la propiedad equiva-
lente (identidad de Lagrange)

]y

@ x b = (bl — (@- b)* = ‘; lb;‘ (1.14)

S §¢

|y

3. La direccién de #x b es la de la recta perpendicular al plano generado
por los dos vectores. Es decir, que tenemos que (7xb) L @y (¥xb) L b.

4. El sentido de (7 x 5) debe ser tal que si los vectores OA, OB y OC
son representantes de 4, b,@xb (equipolentes a ellos), y se considera
un tornillo o sacacorchos perpendicular al plano OAB en O, entonces
al girar describe el menor dngulo OA, OB, entonces el avance del
tornillo sera en el sentido de OC. Esto es la regla de Maxwell.

- - - - - . . 5P
5. 4x0=0xb=0yademéds silos vectores @, b son paralelos o propor-
cionales, el producto vectorial también se anula.

6. Elproducto vectorial es anticonmutativo (antisimétrico o hemisimétri-
co) porque:

- -
axb=-bxa



38 CAPITULO 1. LOS METODOS DE LA FISICA

El valor del momento de un vector no cambia si el vector se desplaza
sobre su recta soporte, ni tampoco cambia si el punto O se desplaza a lo
largo de una recta paralela a la recta soporte del vector.

El producto vectorial permite definir dos conceptos importantes: el
momento de un vector respecto de un punto y el momento de un par de
vectores respecto de un punto.

Se llama momento de un vector v respecto de un punto O al producto
vectorial del vector de posicién del origen del vector respecto de O por el
propico vector. Matematicamente:

- — —
Mo=0OAXAB=r1xv (1.15)

-

Si OA =7 = (ay,ay,a.) y AB = B—-A = (by —ay, b, —a,b,—a,) =7,
entonces

RN
MO: Ay ay a (116)
Ox Uy Uy

Se llama par de vectores al conjunto formado por dos vectores que
tienen mismo moédulo, misma direccién y sentidos contrarios. Sus rectas
soporte son paralelas y su suma o resultante es nula. Entonces aplicando
la definicién anterior de momento respecto de un punto, el momento de
un par es igual a la siguiente expresion:

Moo = (7 X 01) + (7o X 03) = (A X 1) + (7 X (=) =
o bien

>, 2

- - - -
Mpar:(rl_VZ)le =rXuv

De esta forma, el médulo del par es igual a

Myerl = 1751 sin o = |71 sin ald)| = dJh|

en donde d es la distancia llamada “brazo del par”, que, por definicién,
es independiente del punto O respecto del cual se toman los momentos.

El momento de un vector ¥ con respecto a un eje E se define como la
proyeccion sobre dicho eje del momento de ese vector con respecto a un
punto cualquiera del eje E. El momento respecto de un eje es, por tanto,
independiente del punto elegido sobre el eje. Matematicamente, si Mg es
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el momento del vector ¥ respecto del eje E, y O es un punto del eje E,
entonces:

M; = Proy .M,

con My = r X v, definiendo ademds un vector unitario respecto del eje
ug tal que

IMg| = My -ug = [Mp|-1-cosa = |Mp|cosa
# EJERCICIO. Dados los vectores @ = (2,-3,1) y b= (-1,2,-5), hallar:
a) El momento del vector 4 respecto del punto P(-2,1,0) y aplicado en el
origen O(0,0,0). b) El momento del vector 5, aplicado en el punto A(-1,2,3),

respecto del eje E definido por la recta de ecuacién

x-1 y+2 z

2 3 -1

Solucion: a) (-1,-2,-4), b) —91/ V14.

Comentario: En un espacio euclideo de cualquier dimensién D se puede
generalizar sin problema el producto escalar. El producto vectorial es mas
complicado algebraicamente. De hecho, con los axiomas del producto vec-
torial dados antes, se sabe que el producto vectorial puede definirse como
una operacion entre un ntiimero arbitrario k de vectores en D dimensiones
para dar otro vector, y estd bien definida en los siguientes casos:

» El antes estudiado producto vectorial de k=2 vectores en D=3 dimen-
siones.

s Un producto vectorial de k=2 vectores en D=7 dimensiones. Su ex-
presioén analitica es complicada.

» Un producto vectorial de k=3 vectores en D=8 dimensiones. Su ex-
presion analitica es complicada.

» Un producto vectorial de k=D-1 vectores en D dimensiones (aplican-
do una operacién llamada dual de Hodge). Su expresién analitica
es una simple extension analitica de la regla del determinante que
usamos en el producto vectorial en 3 dimensiones.

» Un producto vectorial de k=1 vectores (con un factor) en una dimen-
sién par arbitraria (D=2n,n =0,1,..., ).

» Un producto vectorial de k=0 vectores y 2 factores en 0 dimensiones.



40 CAPITULO 1. LOS METODOS DE LA FISICA

1.6. Campos, derivadas e integrales

Cuando a todo punto del espacio (o del espacio-tiempo) se puede
asociar una funcién escalar f(x,y,z) = f(?) o f(7,t) = f(x,y,z,t), se dice
que hemos definido un campo escalar en el espacio (o el espacio-tiempo).
Anélogamente, podemos definir campos vectoriales (tensoriales, espino-
riales,. .. ) si a todo punto podemos asociar un vector (tensor, espinor,. . . ).
Ejemplos de campos escalares son la distribucién de temperatura en una
barra, y de campos vectoriales el campo de vectores definido por las velo-
cidades de cada punto en el interior de un fluido en movimiento.

La derivada de un vector se define como el objeto

, dv . Av _ v(t+ A —v(t)
v =— =lim — = lim

At A0 AP A0 At

De forma analoga pueden definirse las derivadas sucesivas. La derivada
es un operador lineal (aunque hay derivadas mds exdéticas no lineales
que no estudiaremos aqui, como la derivada de Jackson) y las siguientes
propiedades:

1. %(u+ )—6;—1;+Z—‘t]

2. %(u v)—u-i—:+il1—1;-v
3. %(uXV)IHXZ—Z+6;—?XV
4. %(Fu)zl—“i—?+i—fu

# EJERCICIO. Una particula se mueve con ecuaciones paramétricas
dadas por x = 2t*, y = #* — 4t y z = 3t — 5. Calcula las componentes de
la velocidad, la aceleracién y las integral del vector de posicién respecto
del tiempo definido por las ecuaciones de la curva. Halla la velocidad y la
aceleracion en t=0y t=1.

Cuando las funciones vectoriales dependen de varias variables escala-
res, es preciso definir el concepto de derivadas parciales. Para el caso de 3
dimensiones espaciales y una dimensién temporal:
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v . Av v+ Ax,y,z,t) - v(x, Y, 2, 1)
ax O T AN A T A A (47
A x,y+Ay,zt)—vix,y,zt
N _ g = lim 2V = i YAV ZVE YD
dy Ay—0 Ay Ay—0 Ay
ov L Av vy y,z+ Az ) - v(x, Y, 2, 1)
PR el Az (49
v A vy, z b+ AY) - v(x, Y,z )
ar =V =l A T A Al (120

Las derivadas parciales de orden superior también pueden definirse,
y para funciones matemadticas suficientemente “regulares” o “bonitas” tie-
nen ciertas propiedades de simetria. También pueden calcularse derivadas
parciales de productos escalares o vectoriales sin especial dificultad.

# EJERCICIO. Si tenemos una funcioén vectorial de dos variables dada
por ¥ = (x, y), tal que:

v(x, y) = 2x%y — x4)i + (e — ysinx)j + (2 cos y)k
y y ysinx)j y

Calcular: a) 0,7.

b)as
C) 0¥ = 3—;8
d) 9y 7 = =
e) dy,U = %

Se llama matriz jacobiana a la siguiente matriz:

o, ok
ox ox
J(Fy,F,, ..., F, 1 n
J=Tr(x1, .. x0) = (1, Fy )= : - : (1.21)
8(3(1,3(2, e ,xn) 8F 071—"
oxq ox,,

Esta matriz se construye con una funcién F : R" — R™ que toma
n-tuplas de nameros, es decir, un vector de n-componentes en un vec-
tor de m-componentes, esto es, F es una correspondencia entre vectores
con n-componentes y vectores de m-componentes, generalmente de va-
riable real. Tal funcién es dada por m-funciones (reales en general) con
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n-componentes, Fi(xy,...,X),...,Fu(x1,...,%,), y la matriz jabobiana en
un punto del espacio de n-componentes esta organizada de la manera an-
terior (si existe, pues puede no existir debido a la indefinicién de alguna
derivada parcial). La matriz jacobiana es una matriz de formato (m x n).

Otra matriz importante para el andlisis vectorial en de varias variables
el la matriz hessiana H(f). Se define como la matriz (n x n), para una
variable escalar de n-componentes f(xi,...,x,), dada por las derivadas
parciales continuas H(f);j(x) = D;D;f(x), es decir, por:

*f *f *f
ox2  dx10x dx1 0x,,
*f *f *f
S .
H(f) = dx0x1 93 dx, dx,, (122)
*f *f *f
dx,9x1  0x, 0xy ox?

1.7. Operadores diferenciales e integrales

Un operador es un objeto que aplicado sobre “algo” lo transforma en
otro objeto. En el cdlculo diferencial hay varios operadores diferenciales e
integrales ttiles. Para definirlos, nos podemos ayudar de un objeto llamado
operador vectorial diferencial nabla. En 3 dimensiones, se define como:

o s (309 0
V= 1(9x + ]Qy + k&z = (a, a—y, E) (123)

Su generalizacién a n-dimensiones estd dado, en la basee;, ..., e,, por

J J ) (1.24)

V=) 80 =80y + 6+t 600y, = (5o

- ox1 ox,,
A partir de nabla, en un espacio de 3 dimensiones, es posible construir 3
operaciones diferenciales basicas: el gradiente, la divergencia y el rotacio-
nal.

El vector gradiente se define como una operacién aplicada a una funcién
escalar F con nabla, de forma que se transforma en un vector:
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ﬁ:m:(azr“ oF aF)_ﬁF OF 0F

g,a—y,g —154']@ +k£ (125)

El vector gradiente se generaliza facilmente a cualquier dimensién. El
producto escalar del gradiente de F con un vector unitario segtin cierta
direccion se llamada derivada direccional de F segtn dicho vector. En el
caso de que el gradiente y el vector unitario anterior tengan la misma direc-
cién, el méculo del gradiente representa la méxima derivada direccional o
la méxima variacién de F segtn la direccién de ese vector por unidad de
longitud.

# EJERCICIO. Probar que el vector gradiente es un vector perpendi-
cular a una superficie F(x,y,z) = C. Como aplicacién, hallar un vector
unitario que sea normal a la superficie x?y + 2xz = 4 en el punto P(2,-2,3).
Ayuda: Calcular el producto escalar del gradiente con un diferencial de
desplazamiento segtin la superficie dada.

Se llama divergencia de una funcién vectorial (x, y,z) a la cantidad
obtenida de operar escalarmente nabla con dicho vector. Asi pues, la di-
vergencia toma una funcién vectorial y la transforma en un escalar con la

ayuda de nabla:

3
o S dv; dvy  Jdv,  dus
divi=V -7 = Z = "3 o (1.26)

Y donde x; = x,x; = y,x3 = z. Un vector ¥ con divergencia nula se lla-
ma solenoidal. Ademas, se puede probar que si el campo vectorial 7 define
la velocidad de un punto cualquiera de un fluido, entonces el volumen
de fluido que sale por unidad de volumen y de tiempo a través de las
superficies de un paralelepipedo elemental de centro en el punto P(x,y,z)
y aristas paralelas a los ejes de coordenadas, con dimensiones Ax, Ay, Az
viene aproximadamente dado por la divergencia. Entonces, la divergencia
mide la cantidad de flujo de un “fluido” en cierto volumen, cudnto entre y
cuénto sale de dicho fluido en el recinto delimitado por el correspondiente
volumen.

# EJERCICIO. Dado el vector 7 = x?zi — 21°22] + x12zk, hallar su diver-
gencia en los puntos P(0,0,0) y Q(1,-1,1).

Otro operador vectorial diferencial ttil es el denominado rotacional.
Sea ¥ = (x, y, z) una funcion vectorial definida en cierta regién del espacio,
tal que es una funcién diferenciable (derivable). Entonces se puede definir
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el rotacional de dicho campo como la expresioén siguiente (en coordenadas
cartesianas o rectangulares):

i Kk
Jd dJd d
rotv X U x 3y o2 (1.27)
Uy Uy U
En Componentes tenemos:
— _19y o
(rotv), = dyv. — d.v, = v, 0, (1.28)
(rotv), = 0.0y — dyv, = Jz O (1.29)
4 vx
dr d
(rotv), = d\vy — dyvx = o, UZ (1.30)

A partir de la definicién de rotacional, es facil demostrar las siguientes
propiedades:

- = —\ =
VX (VF)= 0 < rot (gradF) =0 (1.31)
V- (VX7) =0« div(rotF) = 0 (1.32)

El operador rotacional confiere a un campo propiedades de rotacién
o giro si el rotacional es no nulo. Si, en particular, el campo v fuera el
campo de velocidades de un fluido en movimiento, y colocdsemos una
rueda con paletas en diversos puntos de dicho fluido, entonces esta rueda
giraria en los puntos en los que el rotacional fuera diferente de cero, y
dejaria de girar en los puntos donde se anulara. Un campo vectorial cuyo
rotacional es nulo en todo punto del espacio (0 més generalmente en cierto
dominio o subregién del espacio) se denomina irrotacional. De los campos
irrotacionales se dice que derivan de una funcién potencial porque siempre
es posible encontrar localmente (en cada punto de la regién donde se anula
el rotacional del campo) una funcién escalar F de forma que (en acuerdo
con las propiedades arriba indicadas)

5 —_—
U = VF = gradF

A la funcién F se le llama generalmente funcién potencial (escalar). De
forma andloga, cuando la divergencia de un campo se anula localmente
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en todo punto del espacio o regién del mismo, el campo solenoidal puede
escribirse en funcién de otro campo vectorial. Asi, si divo = 0, podemos
escribir

¥ =rotil & divi =0
puesto que la divergencia de un rotacional es nula en virtud de las pro-
piedades de los operadores vectoriales que hemos visto. En cierta forma, el

potencial de un campo solenoidal es un campo vectorial, de forma andloga
a como el potencial de un campo irrotacional es un campo escalar.

# EJERCICIO. Hallar el rotacional del vector @ = xz37 — 2x2yzj + 2yz*k,
y evaluad dicho campo en el punto (1,-1,1) y (0,0,0). Indica si el campo es
irrotacional o solenoidal.

También es posible, usando las propiedades del calculo, hallar la in-
tegral de un vector (realmente la integral es un operador inverso a la
derivacion, y se puede definir formalmente como “derivadas de orden
negativo” con el oportuno cuidado):

f odt = f v.dti + f vydt]?+ f v.dtk

Py d -
Si i = —0, entonces

dt
f u(t)dt = f %(v(t))dt:v(t)+k

y donde k es un vector constante que no depende del pardametro t.
La integral definida entre los limites t = a y t = b de una integral vecto-
rial se define de forma analoga a la regla de Barrow habitual del calculo
infinitesimal de variable escalar:

b b
f u(t)dt = f %(v(t))dt = [v(t) + k]2 = 3(b) — 3(a)

Esta integral se puede enteder como el limite de la suma de las areas de
los rectangulos mixtilineos formados al descomponer, en un intervalo [a, b],
en n pedazos bajo la curva delimitada por (t;) y con longitud At;. Cuando
dicha longitud se hace infinitesimal At — 0, y tenemos formalmente

b n
f d(bdt = lim Zz?(ti)Ati (1.33)
a At;i—0 =1

Otras nociones de integrales de funcién vectorial requieren el uso de
las operaciones producto escalar y vectorial, y también cierta nocién de



46 CAPITULO 1. LOS METODOS DE LA FISICA

direccionalidad en las operaciones. Por ejemplo, dada una curva y, el
vector de posicién r(t) = x(t)?+ y(t) ]ﬁ+ z(t)k y una orientacién de dicha
curva, podemos definir la integral llamada circulacién entre dos puntos A
y B correspondlentes a t, t, de la siguiente forma. Definamos o(x, y,z) =

vxz +0y] i+ vzk como una funcién vectorial de la posicién entre dos puntos
de una curva y. La circulacién a lo largo de la curva de un vector (campo
vectorial) 9(7) = (x, y,z) es igual a la integral

B B
fv = f v-dr = fvxdx +0,dy + v, dz = f v dx + v, dy +v.dz  (1.34)
14 A 14 A

La circulacién de un campo vectorial puede representar diferentes mag-
nitudes fisicas. Por ejemplo, si el campo es un vector de velocidad en un
fluido, un campo magnético o una fuerza, la circulacion tiene diferentes
interpretaciones fisicas aunque la idea matemaética subyacente es la misma.
En el caso particular de que el vector sea la fuerza aplicada a una particula
en un punto, la circulacién mide el trabajo o energia realizado por dicha
fuerza a lo largo de la curva. Si tenemos que la curva es “cerrada”, y no se
corta a si misma, entonces se suele representar de la siguiente forma

B B
560 = 56 v-dr= ngxdx +0v,dy + vdz = f v dx +v,dy +v.dz  (1.35)
Y A Y A

Si el campo vectorial es irrotacional o derivable de una funcién escalar
(potencial), esto es, si U = VF, entonces se tienen las siguientes condiciones
equivalentes:

1. Lacirculacién del campo vectorial no depende del camino elegido pa-

ra ir desde A hasta B a lo largo de la curva, sino sélo de las posiciones
inicial y final A y B. Es decir:

B B AP B
fz?-d?:fVP-dF:f —dr_de:P(B)—F(A)
A A A dr A

2. Lacirculacién a lo largo de cualquier trayectoria o curva cerrada del

campo es cero.
560 = 9§v ~dr=0
Y ¥
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3. El campo vectorial es conservativo, i.e., el campo vectorial es irrota-
cional y se puede escribir como el gradiente de un potencial

— 2 - -
U=VF=gradF & VX0 =roti =0

# EJERCICIO. Hallar la circulacion fy v desde A(0,0,0) hasta B(1,1,1)
del campo vectorial 7 = (3x? + 6y, —14yz, 20xz?), siendo y la curva definida
por las ecuaciones x = t,y = #,z = £2. Solucién: I' = fy v=>5.

Otro tip de integrales dirigidas a lo largo de una curva son més compli-
cadas y no tienen interpretacion inmediata (aunque la tienen) Por ejemplo:

fﬁxd?
7/

o también

Por contra, yendo a dimensiones superiores e integrales multiples si
hay dos objetos ttiles en fisica. Son las nociones de integrales de superficie
y de volumen.

Una superficie también puede representarse por un vector de los lla-
mados axiales o pseudovectores. El vector superficie es un vector normal
a la misma, su médulo es igual a la superficie o proporcional al drea que
representa y el sentido se toma como el de la exterior a la superficie, es
decir, el marcado por el vector que pasa desde la cara interior de la su-
perficie hacia la cara exterior de la misma. Si dividimos una superficie W
en pedazos de superficie AS;, coni =1,2,...,n los n trozos o pedazos en
que la subdividimos, y definimos un campo vectorial 7'y el vector unitario
normal exterior a la superficie #; en un punto P; asociado a cada pedazo,
podemos formar la suma

n

Z T; - ;AS;

i=1
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El limite de esta suma cuando hay infinitos pedazos muy diminutos o
pequetios es la llamada integral de superficie o flujo del campo vectorial
v

n

(P = lim 75)1 . ﬁiASi
Nn—o00

AS;—0 =1

o bien, suele escribirse simplemente

<;>(z7)=ﬂ;v‘v’~d_s’=ffwz7-ﬁds=ffwz7-ﬁ|d§=fwv (1.36)

Hablaremos mds de esta magnitud en el tema de campo gravitatorio,
campo eléctrico y campo magnético, pues es una magnitud muy impor-
tante. Si la superficie es una superficie cerrada, se puede escribir también

¢(®:5@§V7~£:9§€V6-d§:9§vﬁ-d§:9§vv (1.37)

Similarmente, se puede introducir la nocién de integral a lo largo de
un volumen V encerrado por cierta superficie en el espacio. Haciendo una
descomposicion andloga en diferenciales de volumen, se puede definir la
integral a lo largo de un volumen de una variable escalar o vectorial:

fVdeszvadvszfdei‘x (1.38)
fv av - [[ fv av - [[ fv 3 (1.39)

asi como las integrales respectivas para regiones cerradas del espacio

56 FdV = 9566 FdV = 56@5 Fd’x (1.40)

\% \% %

9§z7dv - 5@%6 GV = ﬁgﬁ aix (1.41)
1% 1% 1%

El calculo integral y diferencial puede generalizarse a otras magnitudes
mads complicadas como campos tensoriales, pero requiere el uso de técnicas
avanzadas de geometria diferencial y dlgebra multilineal (en particular, el
calculo exterior en variedades, también llamado de formas diferenciales,
el dlgebra tensorial e incluso los instrumentos de algebras de Clifford en
dimensiones superiores para alcanzar el caso de variables que son suma
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de polivectores -suma de escalares y multivectores de cualquier “grado”,
pero no se verdn en este curso).
# EJERCICIO. Halla el vector unitario perpendicular u ortogonal al

plano determinado por los vectores i = 27 — 6] — 3k y 7 = 4i + 3] — k.

# EJERCICIO. Un solido rigido gira alrededor de un eje que pasa por
un origen O con una velocidad angular dada w. Demostrar que la velo-
cidad lineal de un punto P del sélido con vector de posicién dado por 7
viene dada por ¥ = w X 7, en donde w es un vector de médulo igual a la
velocidad angular dada y cuya direccién y sentido son los dados por la
regla de Maxwell para el producto vectorial que hemos estudiado.

#y EJERCICIO. Una particula se mueve a lo largo de una curva con
ecuaciones dadas por x = ¢, y = 2 cos(3t) y z = 2sin(3t), donde la variable
t representa el tiempo en segundos. Halla: a) La velocidad y la aceleraciéon
de la particula. b) El médulo de la velocidad y de la aceleracién en t=0. c)
Las componentes intrinsecas de la aceleracion.

# EJERCICIO. El vector de posicién de una particula viene definido por

{t) = A cos wti + A sin wt j_,) en donde A es una constante y w es la velocidad
angular, también constante. A) Demostrar que la velocidad es perpendi-
cular a la posicién en cualquier punto. B) Demostrar que la aceleracion
estd dirigida hacia elorigen y su médulo es proporcional a la distancia al
mismo. C) Probar que el vector 7 X ¥ es constante.

# EJERCICIO. Hallar el valor de V - (A x 7, siendo 7un vector de posi-
cién arbitrario y A un vector tal que V X A=0.

# EJERCICIO. Hallar el trabajo o energia total que es necesario realizar
para desplazar una particula en un campo de fuerzas definido por el vector
F = 3xyi — 5zj + 10xk a lo largo de la curva definida por x = £2 + 1, y = 282,
z = t2, desde el punto definido por t = 1 hasta t = 2.

1.8. Cuestiones

A continuacién se proponen algunas cuestiones para clarificar ideas y
conceptos, asi como para “investigar” un poco para aquellos alumnos més
avezados e interesados.
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# CUESTION 1. De las magnitudes fisicas que se citan a continuacién,
indica el cardcter de cada una de ellas (escalar o vectorial): peso, masa,
calor, tiempo, calor especifico, presion, fuerza, densidad, desplazamiento,
energia, volumen, superficie, potencia, campo eléctrico, campo gravitato-
rio, campo magnético.

# CUESTION 2. Indica si es posible que la suma de dos vectores de
modulos 3 y 5 sea un vector de médulo 2. ;Y de médulo 9?

#) CUESTION 3. Nombra la magnitud o magnitudes que pueden defi-
nirse a partir del producto escalar y vectorial de dos vectores.

# CUESTION 4. Explica cémo obtener las potencias escalares y las po-
tencias vectoriales de un vector, indicando sus diferencias.

# CUESTION 5. Justifica que el momento de un vector respecto de un
punto no cambia si se desplaza el vector sobre su linea de accién.

#) CUESTION 6. Explica, sin hacer las cuentas, el pasos que hay que
dar para demostrar que el momento de un vector respecto de un eje no
cambia al elegir puntos distintos sobre el eje para hacer la proyeccion.

# CUESTION 7. Si un vector tiene médulo constante, su derivada pue-
de no ser nula. Explica por qué es posible esto y crea o pon un ejemplo.

#) CUESTION 8. ;Qué hace falta para que la derivada de un vector sea
nula?

# CUESTION 9. Citar algtn caso conocido de un vector cuya derivada
sea nula y otro cuya derivada sea constante.

# CUESTION 10. Indica la direccién que tiene un vector que es la deri-
vada de otro de direccién constante y médulo inversamente proporcional
al tiempo.

#) CUESTION 11. Indica el significado del producto escalar del vector
superficie elemental por el vector velcoidad del lIfuido que atraviesa la su-
perficie en un instante dicha superficie.

# CUESTION 12. Indica el médulo, direccién y sentido de la velocidad
angular de cada una de las agujas de un reloj de pared con minutero y
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segundero.

# CUESTION 13. Investiga y encuentra una definicién intuitiva (y abs-
tracta si lo deseas) de: espinor, biespinor, twistor, supertwistor, tensor, for-
ma diferencial, k-vector (también llamado multivector), polivector, matriz
e hipermatriz, indicando la diferencia que hay entre ellos y sus diferentes
categorias.

# CUESTION 14. Averigua, para cada una de las exéticas clases de
magnitudes nombradas en el ejercicio anterior, dénde o para qué se usan
(sies que lo hacen) en Fisica.

1.9. EJERCICIOS CON SOLUCIONES

1) Tomando como origen de dngulos el semieje positivo de abscisas,
hallar la resultante de un desplazamiento de 2m y 40°, con otro de 4m
y 127°. Primero por composicion gréfica, y segundo por componentes en
unidades adecuadas. Sol.: (-0.78,4.49)m.

2) Un cuerpo se desplaza hacia el este con velocidad de 10km/h. Cal-
cular la velocidad con que debe desplazarse hacia el noreste un segundo
cuerpo sabiendo que continuamente se dirige hacia esa direccién con res-
pecto al primero, siendo la resultante igual a 30km/h. Sol.:20km/h.

3) Calcular las componentes de un vector que tiene médulo 8, conteni-
do en el plano YZ, y forma 30°con el eje OZ. Sol.:(0,4, 4 V3)

- -

4) Demostrar que si tres vectores p?, b, b no estdn en el mismo plano, ni
. - g - . .

son paralelos, entonces si xa + yb + z¢ = 0 implicaquex =y =z = 0.

5) Halla las componentes de un vector unitario que tenga la misma di-

reccion y sentido que la resta de los vectores 7 = 47-3 j++ 5k y b=1i-9 j++ 7k.
Sol.: (3/7,6/7,-2/7)

6) Un vector de médulo 4 posee cosenos directores proporcionales a
los nameros 3,1,-2. Halla las componentes de dicho vector en coordenadas
cartesianas. Sol.: (6 V2/7,22/7,—-4~2/7).

7) Probar que el segmento que une los puntos medios de los lados de
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un tridngulo es paralelo al tercer lado y de longitud igual a su mitad.

8) Sean los vectores u(2,1,3), v(-1,3,-1). Calcula: a) El &ngulo que forman,
b) El médulo del vector suma de ambos. ¢) Un vector unitario en la misma

direccién que u. Sol.: a)cosa = —2v1/154, b) V21, c) Vv1/14(2,1,3).

9) Halla las coordenadas del centro e masas de un tridngulo de vértices
A(1,2,3), B(-1,3,5), C(2,0,-4), también llamado baricentro, si sobre los vérti-
ces hay colocadas unas masas puntuales de 2,3, y 5 unidades. Sol.: (9/10,
13/10, 1/10).

10) Escribe las componentes de 3 vectores que formen un tridngulo
rectangulo.

11) Un vector de médulo 3 tiene su punto de aplicacién en (2,3,0), y
forma dngulos de 30 grados con OX y de 60 grados con OY. Halla su mo-

mento con respecto al punto P(5,3,-7). Sol.: (21/2,-21 V3/2,9/2).

12) Halla los cosenos directores de los dngulos que el vector AB forma
con los ejes de coordenadas en forma general abstracta. Aplica el resultado
obtenido a los puntos A(1,3,-2) y B(-1,-2,1).

13) Si se cumple que X - i/ = X Z, indica si las siguientes afirmaciones
son ciertas o no de forma razonada: A) i = z, B) Proy,(y) = Proy.(z), C)
Proy,(x) = Proy.(y). Sol. A) Falsa, B) Verdadera, C)Falsa.

14) Dados los vectores coplanarios @ = (3, -4,0) y b= (1,2,0), se pide: a)
Hallar su producto vectorial, b) comprobar que el vector es perpendicular
a los dos vectores mediante el producto escalar, c) la ubicacién del vector

suma de los dos vectores coplanarios.

15) Sean los vectores:
1
=22
u 7( ,3,6)
1
=—-(3,-6,2
v 7(3, 6,2)

1
==(6,2,-3
w=(6,2,-3)

Demostrar que: a) Son unitarios. b) Son perpendiculares entre si. c) w es el
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producto vectorial de los otros dos.

16) Sean los vectores:

u=(2,-3,1)
v=(1,2,-1)
w=(-1,-1,1)

Calcula: a)u+v—w, b)(u+v)Xw, c) Angulo formado poruy b+c.d) (u—v)-3w.

17) Sean los vectores libres: @ = 2i — ]7+ Ey 3+3 ]7 calcula: a) el angulo
que forman, b) el momento que resulta respecto del punto (3,5, 2).

18) Dado el vector @ = (2%, (t + 1)), halla su derivada, su segunda
derivada y su tercera derivada. Halla el médulo del vector y de dichas
derivadasen t = 2.

19) Halla la velocidad lineal de un punto P del sélido rigido cuya velo-
cidad angulares w = -2k, y cuyo vector de posicién respecto de un punto
del eje fijo alrededor del cual gira es igual a 7 = i+2 jﬁ+ 3k. Sol.: (4,-5,2).

20) Dada la curva:

x=1#+1,y =4tz =28 -6t

halla el vector de médulo 1 que en el instante t=3 es tangente a la curva
en uno cualquiera de sus puntos. Sol.: (3/ V22,2/v22,3/ \/ﬁ).

21) Halla la expresion analitica del vector velocidad y aceleracién, y sus
respectivos médulos, para la particula cuyo movimiento estd descrito por
las ecuaciones x = 3 cos(2t), y = 3sin(2t), z = 5t. Indica cualitativamente el
tipo de trayectoria que realiza la particula.

22) Dada la funcién escalar de posicion F(x, y, z) = 2xy? — 3yz?, halla su
gradiente en el punto (2,1,-1).

23) Halla la divergencia de la funcién @(x, y,z) = 2xyzi — x222] + 232k
en el punto (2,-2,1). Sol.: -20.

24) Halla el rotacional del vector v = (2xz®, —xy°z, 2*z%) en el punto de
coordenadas (2,-1,3). Sol.: (-34, 108, -3)
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25) Una particula se desplaza con aceleracion:
a(t) = 3sin(2t)i — 5cos(2t) ]?+ Atk

Si consideramos nulas la posicién y la velocidad inicial, calcula: a) La ve-
locidad en funcién del tiempo. b) La posicién en funcién del tiempo. c) El
espacio recorrido en funcién del tiempo.

26) Halla la integral curvilinea del vector @ = 2xy?zi+(x+2y—z)j + 522k,
entre los puntos A(0,1,0) y B(2,2,1), a lo largo de la curva cuyas ecuaciones
vienen dadas por:

x=2ty=t+1z="~



Capitulo 2

Introduccion a la Fisica

En Dindmica y Cinematica, se usara el modelo de la particula puntual.
Una particula puntual es un objeto sin dimensiones (matematicamente
un punto de dimensién cero), no deformable, localizable mediante “un
punto”. Por supuesto, esto es sélo una aproximacién, ya que no consi-
dera la posibilidad de los objetos sean “extensos” y posean deformacio-
nes/elasticidad, asi como otras caracteristicas geométricas y fisicas. Sin em-
bargo, el nivel de matemadticas y de fisica del alumno medio, y los propios
objetivos del curso, nos llevan a tener en cuenta en general esta simplifi-
cacioén de la realidad fisica, muy vélida para la mayoria de los propdsitos
précticos de este curso.

2.1. Cinematica

La Cinematica describe el movimiento sin atender a las causas que lo
producen. Es una parte bésica de la Mecanica.

Se define movimiento como “el cambio de la posicién de un mévil u
objeto con respecto al tiempo”.

En Cinematica hay una serie de magnitudes importantes que hay que

estudiar y definir.

2.1.1. Vector de posicién. Base cartesiana.

En el espacio, podemos localizar cualquier punto mediante las llamadas
coordenadas cartesianas, y una base elemental de vectores:

55
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componente Z

componente X
3

—> > Y
X
componente Y
i=(1,0,0) 2.1)
j=(0,1,0) 2.2)
k=(0,0,1) (2.3)
A
Z

Algunos autores emplean en lugar de (Z j_,) E) las notaciones (u,, uy, u,)
o incluso (ey, ey, e3), pero todas ellas son equivalentes. En coordenadas car-
tesianas (x, y,z) (o bien x;,x;,x3) y usando la base anterior, un punto en
el espacio se localiza mediante un vector de posicion en un instante de
tiempo t correspondiente. Es decir, es como si fotografiamos al punto en
un momento dado del tiempo:
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7=t = x()i + y(O)] + z(HK (2.4)

Tiene dimensiones de longitud y se mide en metros.

Siun movil se desplaza entre dos puntos arbitrarios A y B, o equivalen-
temente entre una posicién original Py y un punto final P, se llama vector
desplazamiento a la diferencia de los respectivos vectores de posicion de
dicha particula:

AP =7y — 74 = Axi + Ayj + Azk (2.5)

Equivalentemente, podemos expresar esta tltima ecuacién vectorial
como un conjunto de 3 ecuaciones paramétricas.

AX =xp—Xxp
Ay =yp—Ya

Az =2z —24

o bien
Ax =x—Xxp
Ay=y-1o
Az=z-2z2

Si el desplazamiento es infinitesimal, podemos escribir el diferencial

a7 = dxi + dyj + dzk (2.6)

2.1.2. Velocidad media. Velocidad instantanea.

Se define velocidad media como la variacién del vector de posiciéon
durante un determinado intervalo de tiempo. Matematicamente:

L, AN P-1y  Ax» Ays Azo
vm_At_t—tO_AtZ+At]+ k (2.7)

La dimensiones de la anterior magnitud es LT™! y sus unidades m/s. La
velocidad instantdnea es el limite de la velocidad media cuando el intervalo
de tiempo es muy pequefio e infinitesimal. Mateméticamente
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Uv=1md,=—=7'(t) (2.8)

y en donde se ha usado que la definicién del correspondiente limite es
igual a la derivada, en nuestro caso, del vector de posicién respecto del
tiempo. En notacién por componentes, usaremos que

- rd rd 2
U =0, +0,]+0k (2.9)

tanto para la velocidad media como para la velocidad instantdnea. Esto

es,
mx—At
Ay
Umy:E
.
mZ_At
T dr
dy
’UyZE
oo 2
2Tt

2.1.3. Aceleracion

Se llama aceleraciéon media al cociente:

5 AT T-7y Avy» Avy Av, -
=— = = + + k 2.10
TN T =t AT A T A (2.10)

Las dimensiones de esta magnitud son LT~? y sus unidades m/s*.
Se llama aceleracién instantdnea a la magnitud:

— =T (2.11)
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De nuevo, usaremos la notacién para las componentes siguientes (sea
aceleracién media o instantdnea):

En lugar del sistema cartesiano, se puede elegir un sistema “natural”
o “intrinseco” para la descripcién del movimiento. Dicho sistema consiste
en un sistema de referencia centrado en el cuerpo u origen donde se halla
la particula en cada instante del tiempo. Dicho sistema de referancia es
“movil” y no estd, por lo tanto, en un sitio fijo en el espacio, y se desplaza
con éste a medida que se mueve.

Las componentes intrinsecas de este referencial posee dos aceleraciones
caracteristicas:

= Aceleracidon tangencial. Es el ritmo de cambio del médulo de la
velocidad con respecto del tiempo.

_do

== (2.12)

ai
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» Aceleracion normal o centripeta. Mide el ritmo de cambio de la
direccién de la velocidad respecto del tiempo.

(2.13)

UZ
aczanzi

y donde R es el radio de curvatura.

En ambas componentes, se entiende que el médulo de la velocidad
estd representado por v = |7]. Este modulo, es por supuesto la definicién
usual de “longitud” de un vector:

|7 = \Jvz + 05 + 02

Ademas, las componentes intrinsecas forman un sistema conjunto de
forma que matemdticamente estdn relaciones de la siguiente forma

a=a,7T +an (2.14)

en donde 7 y i son vectores unitarios tangente y normal (ortogonal) a la
trayectoria de la particula en cada punto de la trayectoria. Dicho sistema
es util porque satisface la siguiente relacion pitagorica:

at =a +a; (2.15)

2.1.5. Magnitudes lineales y angulares: relaciones

Para un sistema de magnitudes angulares, en movimiento circular uni-
forme (MCU), o en movimiento circular uniformemente acelerado (MCUA),
hay unas magnitudes andlogas a las lineales interesantes de estudiar. Son
las siguientes:

» Desplazamiento angular. AD. Se mide en radianes y no tiene dimen-
siones en el S.I. Generalmente A0 = 03 — 04 = 67 — 6.

» Radio de la trayectoria circular. R = |#]. Es constante tanto en el MCU
como en el MCUA.

» Velocidad angular. Se define como

A6

=~ (2.16)

()
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o bien por
do
= — 217
w=— (2.17)

anivel infinitesimal. Las unidades de velocidad angular son los rad/s.
En dimensiones T™.

» Aceleracion angular. Se definen las aceleraciones angulares media e
instantdnea como sigue

Aw
dw

Las dimensiones son ahora T2 y las unidades rad/s*>. En un MCU la
aceleracion angular es nula, pero no la centripeta. En un MCUA, la
aceleracion angular es constante.

Las relaciones ttiles que conectan las magnitudes lineales con las angulares
son las siguientes

s=R6O (2.20)
o bien p 46
s
— =R— 2.21
dt R dt (2.:21)
de donde
v = Rw (2.22)
con v = |0] y, ademas,
dv  dwR
at—E—T—aRHat—aR (223)
*  Ww*R? ) )
an—i— R =wR & a, =wR (2.24)

2.2. Dinamica

Describe el movimiento atendiendo a las causas que lo producen.

Las causas que producen el movimiento se identifican con el concepto
o nocién de fuerza e interacion.

También se hace uso del importante concepto y magnitud llamada
energia.
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2.2.1. Leyes de Newton

Newton’s
L.aws of Motion

1. Law of Inertia
II. F=ma
IT1. Action-Reaction

LEYES DE NEWTON

Isaac Mewton formulo tres leyes del movimiento que son:

[LE'r DE IHERCIA) m [Accmn REACCIDN]

Decide gue: Dice que: Dice que:

Si la sumatoria de
uerzas que acuan sobre un ¢l

Una fuerza ejercida sobre un
cuerpo, lo decir
cambia su v ste cambio

Cuando un objeto ejerce una fuerza
sobre otro, este ejerce tambien una
fuerza sobre el mismo. La fuerza

sera proporcional a la fuerza y
y tendra su misma magnitud
y direccion.

que el lro. ejerce al 2do. es la
misma gue el 2do. ejerce sobre el
1ro... pero en sentido contrario.
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s Primera ley de Newton (Principio de inercia de Galileo). Estable-
ce que todo cuerpo sobre el que no actiia ninguna fuerza externa
estd en reposo o bien en movimiento rectilineo y uniforme (MRU).

LEY DE INERCIA
)_ Todo cuerpo en reposo, -";
permanecera an reposo

Fara que se ponga en movimiento
es necesario aplicarle una fuerza.,

-
- -

% } Para deterner un cuerpo en movimiento
es necesario aplicarle una fuerza

s Segunda ley de Newton (Ley fundamental de la Dindmica). La re-
sultante de todas las fuerzas externas que acttian sobre un cuerpo
es proporcional a su masa y las aceleraciones que le producen. Ma-
tematicamente

T, = Zfﬁ —md (2.25)

y en donde m es la llamada masa inerte o inercial del cuerpo, una
medida de la resistencia que ofrece el mismo a ser acelerado. Se llama
inercia a la propiedad que tienen los cuerpos de conservar su estado
de reposo o de M.R.U. de forma natural sin que sobre ellos acttien
fuerza alguna.

» Tercera ley de Newton (Principio de accién y reaccién). Si dos

. 7 z =
particulas, A y B, interacttian entre si con alguna fuerza F 45, se cum-
ple que si una de ellas ejerce una fuerza sobre la otra, ésta reacciona
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con una fuerza igual y de sentido contrario.

Fap = —Faa (2.26)

Newtan's Third Law

P ey actican, theve i an eqisl and oppedite reaction

Recket Engine Thrust

Rocket Pushed Upward
[Reaction)

Exhaust Flow
Pushed Dowmmward
{Actipn)

’ f
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Houston Museum of Natural Science

2.2.2. Momento lineal

Se llama momento lineal o simplemente momento a la magnitud si-
guiente:

7=md (2.27)

Sus unidades son kgm/s y sus dimensiones MLT !, dado que la masa se
mide en kilogramos en el S.I. Esta magnitud se ha llamado de otras formas
durante la historia de la Fisica: impetu, cantidad de movimiento o impulso.
Hoy dia, simplemente se le llama momento o momento lineal si queremos
evitar confusiones con otras magnitudes.

Hay una serie de ecuaciones y relaciones ttiles para el momento lineal:

» Relacién fuerza-impulso.
F= 4 (2.28)
Tt ’
» Conservaciéon del momento lineal. Si ) F= 0, entonces, usando la
segunda ley de Newton
d—ﬁ = (0 — p = constante = Z 7

s En un sistema aislado el momento lineal es constante.
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» En un sistema cerrado se tiene que

ﬁt:ZPint+ZFext:ZFext
ZFethfl—f

porque para un sistema cerrado se cumple la tercera ley de Newton,
en general, si las fuerzas son “suficientemente simétricas”

Y Fin=0

de donde

2.2.3. Fuerzas intrinsecas

En el sistema de referencia intrinseco, tenemos las fuerzas

dU_)

F, = md, = m— 2.2

F;, = ma; mdt T (2.29)
y

- Z)Z -

F,=ma, = mii (2.30)

Casos particulares de ambas fuerzas:
= MRU.F, =F, =0.
= MR.F,=0,F #0.
] M.SZ.U. (o cualquier movimiento uniforme en general) ﬁn = mw?R #
0,F; =0.
= Movimiento curvilineo general. ﬁn #0, ﬁt # 0.

Las fuerzas de rozamiento o friccién son fuerzas de contacto entre dos
medios. Para las fuerzas de rozamiento usuales, se tiene que

F,=uN (2.31)
Hay tres tipos de coeficientes de rozamiento p:

» Rozamiento estético. Es el necesario para iniciar el movimiento. .

» Rozamiento cinético o dindmico p.. Es el necesario para mantener el
movimiento sin deslizar y el que se usa mas frecuentemente.

» Rozamiento deslizante o generalizado u. p. < pu < .

En las fuerzas de tipo “tensiéon” de una cuerda se cumple el principio de
accién y reacciéon en cada punto de la misma.
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2.2.4. Otras magnitudes dindmicas

Hay otras magnitudes dindmicas que hay que conocer. Son las siguien-
tes

» Momento de una fuerza respecto de un punto P. Tomando un punto
P como origen, se tiene la definicién

b d - -
M=Mp=rxF (2.32)
En componentes
. i jﬁ k
Mp=|x vy z (2.33)
F. F, F,
Y en donde S
|Mp| = rFsin¢g

= Momento angular (o cinético) respesto de un punto P. Tomando un
punto P como origen, se define como
- - >, 2 - -
L=Lp=rXp=rxmu (2.34)

En componentes

PR
L=|x 'y z|=|x y
mvy mv, mv;| |px py P

I

N =

(2.35)

N

Y en donde .
|ILp| = rpsin@ = rmusin ¢

El producto vectorial de dos vectores se define en general como sigue. Sean
A= Ax;+ Ay ]?+ Azlz y B= Bx;+ B, ]ﬁ+ B.k, entonces C = Cx?+ Cy ]ﬁ+ C,k con

i j ok 3
C=AxB=|a, A, Al=il A b A gl Al 50

v Ay A=t B |7/, B.]T|B, B,

B, B, B

y de donde

C,=A,B. - A.B,
C=AxB={C, = A.B, - AB. = —(AB. - A.B,) (2.37)
C.=A.B, - A,B,
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y cuyas componentes pueden recordarse con la palabra magica XYZZY.
Ademés, el médulo es igual a

IC| = A x B| = |A||B|sin g

Entonces el vector producto vectorial (o “producto cruz”) es ortogonal o
perpendicular al plano que generan ambos vectores y el sentido dado por
la regla del sacacorchos ( por el camino més corto de giro).

NOTA: Si dos vectores son paralelos o proporcionales, entonces el pro-
ducto vectorial se anula.

2.2.5. Relacién entre L y M

De la definicién de momento angular L = #Xp, se obtiene por derivacién
con respecto al tiempo:

di d - T dﬁ_ﬁ R N =1
E_E(rxﬁ)_UXp+er_EXp+er
de donde
|
%—TXF—M (238)

Existe un teorema de conservacién para el momento angular como
existe para el momento lineal. Si en un sistema con varias particulas el
momento angular total es la suma de los momentos angulares de cada
particula, entonces:

Ztoi.‘al = Z ii (239)
y el momento es la suma de los momentos
Mtotal = Z ]\Zi (240)
Entonces, se tiene que
ditoml -
= M; 241
=) (2.41)
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Por ende, si la suma de todos los momentos de fuerzas (algunas veces
llamados torques) o momento total se anula, el momento angular total se
conserva en el sentido de que es constante como vector:

Z\Ztoml =0 —> Ly = Z fi = fl +...+ fn = constante (2.42)

Hay un caso particular importante de fuerzas, las llamadas fuerzas
centrales, que merece atencion especial. Un fuerza se dice que es central si
puede escribirse de la forma siguiente

F = F) 7, (2.43)

Es decir, una fuerza es central si su magnitud depende sé6lo de la dis-
tancia a un punto, denominado centro de fuerzas, y estd dirigida en la
recta que une la particula con dicho centro. De esta forma, para una fuer-

o
za central, se tiene que F || 7, y esto implica a su vez dos consecuencias
importantes:

» El momento angular total se conserva siempre para una fuerza cen-
>
tral, i.e., L1y = constante.

» El momento de la fuerza central con respecto al centro de fuerza es
- -
nulo, i.e., M = ¥ X Fc = 0. También es cero el momento en el caso de

que la particula esté situada en el punto de aplicaciéon de la fuerza
7=0.
2.2.6. Equilibrio dindmico entre fuerzas

Se define equilibrio dindmico de fuerzas como la situacién fisica en la
que se cumplen las siguientes dos condiciones:

» ) F.y =0 & { = constante.

>
= Y M, =0 < L = constante.

2.2.7. Analisis energético de problemas dindmicos

» Trabajo. La nocién de trabajo de una fuerza se basa en la siguiente
definicién

W = F - A7 = |E||A# cos ¢ (2.44)
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A nivel diferencial, esta ecuacién puede escribirse también como
sigue

dW =F . d7 (2.45)

Las unidades de trabajo o “energia” sonlosjulios (J) y las dimensiones
fisicas son [W] = ML>T~2.

Es importante recordar aqui las férmulas bésicas del producto escalar
de dos vectores A, B:

A-B=AB, +A,B,+A.B, (2.46)

en donde A = Ax;+ Ay ]ﬁ+ Azlz yB= Bx?+ B, ]?+ BZE. Ademas, se tiene
que
A-B=|A||B|cos¢ (2.47)

con lo que el producto escalar es cero sélo si uno de los factores es
cero o bien A L B. Para el trabajo elemental, se puede integrar sobre
una trayectoria I' para hallar el trabajo entre dos puntos (algunas
veces llamado “circulacién”):

B
Wr = f AW & Wa_p = f E-dr (2.48)
r A
Si la trayectoria es cerrada, suele escribirse
Wr = 95 F.a7 (2.49)
T
y en ambos casos escribimos en componentes cartersianas
a7 = dxi + dyj + dzk (2.50)
F=Fi+F,j+Fk (2.51)

Potencia. La potencia media se define como

AW

P=— 2.52
y la potencia instantdnea como
dW _F-dif
=—= =F-7 2.53
TR ¢ (2.53)

Las unidades de potencia habituales son los vatios (W) y su dimen-
sion fisica es [P] = ML?*T-3. Otras unidades comunes de potencia son
el C.V,, con 1C.V. = 735W.
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» Energia cinética. Se llama energfa cinética a la cantidad

1
E. = -mv’
2mv

El teorema de las fuerzas vivas sefiala que el trabajo necesario pa-
ra llevar una particula del punto A hasta el punto B si se aplica
una determinada fuerza externa coincide con la variaciéon de energia
cinética. Es dedir,

Waos = AE. = E«B) ~ EA) = E(f) ~E) = ) Wi (254)

La demostracién es muy sencilla:

S dd 3 1.5
WA—>B—fF dr = mdt dtdt f -odt = fzd(v)

de donde "
WA—)B = 5A02 = AEC

R
cono- =0-0.

» Energia potencial. Hay en general dos tipos de fuerzas, segtin posean
ono este tipo particular de energia “potencial”. Se dice que una fuerza
es conservativa si W,_,p no depende del camino elegido para calcular
el trabajo, sino sé6lo de la posicién inicial y final. En caso contrario,
la fuerza se dice que no es conservativa o que es disipativa. Para una
fuerza conservativa se cumple que existe una funcién matematica,
llamada energia potencial E,, tal que

Wa—p(Feons) = _AEP = EP(A) - EP(B) (2.55)

Algunos tipos sencillos de energia potencial que veremos en este
curso:

e Energia potencial gravitatoria. E,(grav) = mgh, o también puede
escribirse

e Energia potencial eléctrica. E,(elec) = KQT.

1
e Energia potencial eldstica. E,(el) = Ekxz.
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» Relacién entre fuerza y energia potencial. Para una fuerza conser-

vativa, hay una relacién “bonita” entre energia potencial y fuerza.
Si denotamos a la energia potencial como U, se tiene que, para toda
fuerza conservativa,

- —
F(cons) = =VU = —gradU (2.56)

y donde el gradiente (grad) se calcula usando el operador vectorial
nabla sobre la funcién energia potencial U:

En una sola dimensién, o también en la direccién radial del espacio
(no solamente del plano o el propio espacio) tenemos que

5 du- - ou
F= e F= — 5, (2.57)

Férmulas complementarias de andlisis vectorial diferencial. Se lla-
ma rotacional al operador

rotV=VxV=\9, 9, o (2.58)
V., V, V.

El operador divergencia se define como

Lo - an (9Vy 8VZ
divi =V .V = Ep + oy + 3 (2.59)

Se tienen ademds las propiedades
V- (V x F) = div(rotE) = 0
rot(gradl) = Vx VU =0

Teorema de conservaciéon de la energia mecénica E,. Si NO nay
fuerzas disipativas (no conservativas), las energia mecénica, formada
por la suma de las energfas cinética y potencial, se conserva. Es decir,
la cantidad

E, = E. + E, = constante & AE,, = 0 (2.60)
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En el caso de que haya fuerzas disipativas, el teorema generalizado
de la energia mecénica sefiala que:

AE,, = —W(dis) & AE,, + W(dis) = 0 (2.61)

Observacién: W(dis) es siempre negativo, porque es energia “perdi-
da” en el entorno del sistema, lo que explica el signo introducido en la
ecuacion anterior. Generalmente, usando el llamado criterio “egois-
ta” para el calor y el trabajo:

1) El trabajo que realiza el sistema sobre el entorno se considera ne-
gativo. El trabajo que el entorno realiza sobre el sistema se considera
positivo.

2) El calor desprendido por el sistema (o cedido) al entorno se con-
sidera negativo. El calor absorbido por el sistema del entorno se
considera positivo.

2.3. Colisiones clasicas

Elmomento lineal (impulso, cantidad de movimiento o impetu) permite
la resolucién de problemas de colisiones entre objetos. Recordemos que el
impulso es la variacién de momento lineal o el producto de fuerza por el
tiempo que estd actuando dicha fuerza

AT = AF = FAt

o bien a nivel diferencial
dl = dj = Fdt

Si una fuerza verifica la tercera ley de Newton (la ley de accién-reaccién),
entonces para un sistema cerrado se conserva el momento lineal total. La
demostraciéon es muy sencilla, ya que si

- -
F12:_F21

entonces
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Apy = Fo At

o ME Vo
— h
Aps = FioAt

Apr = —Aps " -
— — — *
Apiot = Apr + Apz =0 a
miti — miv; = —(matay — Mata;)

MV f + MaU2f = M1V1; + MaU2;

Recuerda: En todas las colisiones se conserva el momento lineal.

Sin embargo, hay varias diferencias entre los tipos de colisiones siguien-
tes:

» Colisiones perfectamente ineldsticas. En estas colisiones, la identidad
de las particulas se pierde y forman un solo conjunto comdn tras la
colisién o choque. Es decir, quedan “pegados” todos los objetos que
sufren choques perfectamente ineldsticos. La energia mecdnica NO
se conserva. Ejemplo: dos bolas deformables (de plastelina) que se
quedan adheridas tras una fuerte colisién.

» Colisiones inelasticas. Se pierde también energia mecanica en la co-
lisién. Sin embargo, a diferencia del caso anterior, la identidad de
las particulas no se pierde en general, y los cuerpos no se quedan
adheridos tras este tipo de choque. Ejemplo: dos bolas de goma de-
formables.

» Colisiones eldsticas (o perfectamente eldsticas, para ser mds precisos).
La energia mecdnica (y también la energia cinética en particular) se
conserva antes y después de la colisién. El ejemplo tipico son dos
bolas rigidas no deformables de billar chocando entre si.

Hay que notar que la energia mecénica se conserva (y la energia cinética)
siy s6lo si no hay friccién o calentamiento durante el choque.

2.3.1. Choque perfectamente elastico

El subcaso del choque perfectamente eldstico se puede resolver muy
facilmente
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Conservation of momentum: Pi = Df

mivi; + mava = (M1 + ma)vy

g,
Vii Vo;
o, — UL + mavy; m mo
d my + mse i
QV—
L
LT + Mo
— e

2.3.2. Péndulo balistico

Otro problema interesante es el llamado péndulo balistico: un cuerpo
impacta con otro en reposo y le hace ascender debido a que éste se halla
sujeto por un hilo indeformable a un plano horizontal en el techo. La reso-
lucién de este ejercicio es también muy simple

my + my

— —

™ —_— g e h
mivi; = (m1 + mao)vy V1 = %lmz vy
5 (m1 +ma)v} = (m1 +ma)gh vy = V2gh

vy = —ml,,;?m V2gh



76 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA FISICA

2.3.3. Choque perfectamente eldstico

Analicemos primero cualitiva e intuitivamente lo que ocurre en varios
casos sencillos. En primer lugar, para masas iguales y velocidades iguales
en valor pero sentidos opuestos (choque frontal), la colision perfectamente
elastica produce la siguiente imagen

Para iguales masas pero una de ellas en reposo, el diagrama es el si-
guiente

@— @

® 00—

Para masas no iguales y momentos en sentidos opuestos se tiene
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Vi V2
m)y ——

Vi A
—— ([ —

Para el choque de una particula con una masa muy grande en reposo, se
tiene que

Vi
m —

—@ (m

Matemdticamente, estos dibujos pueden ser analizados con ayuda de
la conservacion del momento lineal Y la energia cinética. Es decir, usando
las ecuaciones

Eq+Eo=FE, +E, (2.62)

P +P, =P +P, (2.63)
1 2

Estas ecuaciones pueden generalizarse para un nimero arbitrario de particu-
las chocando eldsticamente de forma perfecta facilmente. Para el caso de
2 particulas, con masas diferentes, se tiene que, salvo un signo menos de
sentido vectorial

/

vy = 01—

Cuando la masa m, es muy grande (muy “pesada”), entonces su velocidad
tras el choque es despreciable (tiende a cero).



78 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA FISICA

Ejercicio (para saber si entendemos los conceptos de este apartado).
Supongamos que dejamos caer verticalmente una bola de baloncesto y
justamente tras ella una pelota de tenis. Al llegar al suelo chocan y rebo-
tan de forma perfectamente eldstica. Suponiendo que la masa de la pelota
de baloncesto es mucho mayor que la masa de la pelota de tenis, calcula
cudntas veces mds alto asciende la pelota de tenis tras el choque. (Ayuda:
piensa en el sistema de referencia mas adecuado y usa la conservacién de
la energia). Solucién: 3 veces la altura de la pelota de baloncesto.

Las pelotas antes del choque en el sistema de referencia “malo”

® |
P

Las pelotas tras el choque de la pelota de baloncesto con el suelo en el
sistema de referencia “malo”

@ v
K

2.4. Leyes de escala y metabolismo

Enlanaturaleza se da una gran variedad de formas y tamarfios.En el caso
de los seres vivos encontramos desde la descomunal balleaza azul, el ma-
yor ser vivo que ha existido, con una masa de mas de 200 toneladas,hasta el
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micoplasma, un diminuto microorganismo con masa del orden de 10™¢.
Entre las masas de ambos extremos hay 21 érdenes de magnitud. Surge
la pregunta entonces de hasta qué punto son comparables fenémenos que
observamos en objetos a diferentes escalas de longitud. Evidentemente,
para que se pueda hablar de regularidad ha de darse una cierta semejanza,
tanto en tamafio como en la funcién. Realmente no podemos comparar
cosas totalmente dispares sin algtin factor de transformacién. La pregunta
entonces como dependen los fenémenos del tamafio de los objetos. Esto
lleva a considerar las llamadas leyes de escala y el denominado analisis
dimensional.

Arquimedes establecién el llamado principio de semejanza: en figuras
geométricas semejantes, la superficie es proporcional al cuadrado d ela di-
mension lineal, el volumen lo es al cubo,...Sin embargo, Galileo, 2000 afios
después, se dio cuenta de que este principio presentaba limitaciones. Aun
guardando la semejanza de las proporciones geométricas, el tamarfio de las
cosas no puede aumentar de forma arbitraria. La simetria de escala no es
una simetria obvia de la Naturaleza y se halla “rota” generalmente. Un
diserfio eficaz a escalas pequefias puede resultar ineficiente a mayor escala.
Por ejemplo, un coche del tamafio de un camién y viceversa. Un prototipo
resultard probablemente amazacotado si se reduce la escala: basta pensar
en un elefante del tamafio de una ardilla intentando trepar por los drboles.

Se aprecia en general una relacién entre tamafio y funcién de los seres
vivos: a mayor tamafio, mayor complejidad. Los seres unicelulares presen-
tan menor grado de organizacién que los seres pluricelulares. La forma
responde también a relaciones de tipo funcional y a la comparacién de
diversos factores. En los animales terrestres, por ejemplo, predominan las
formas cilindricas que facilitan la locomocién, a la par que responden a exi-
gencias de las leyes de la elasticidad. Veremos en algunos ejercicios cémo
una hormiga con el tamafio de un hombre resulta un animal extraordina-
riamente débil: la hormiga es una animal fuerte a su escala. Andlogamente,
un hombre a la escala del tamafio de una bacteria encontrarfa grandes di-
ficultades para moverse.

El problema de encontrar relaciones generales para extrapolar y com-
parar propiedades a diferentes escalas es uno de los objetos del andlisis
dimensional y las leyes de escala. La dependencia con la escala de ciertas
propiedades es algo muy importante a nivel de conocimiento fisico, quimi-
co, matematico o biolégico.
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Una primera propiedad que podemos estudiar como primer ejemplo es
el ritmo metabolico: es la energia consumida en la unidad de tiempo como
consecuencia de los procesos derivados del metabolismo y que a la larga
se convierte en calor o energia térmica. Una posiblem hipétesis biologica
consiste en suponer que el ritmo metabdlico es simplemente proporcional
a la masa del organismo, ya que los procesos metabélicos ocurren en todo
el cuerpo. Es decir:

RM ~ M

Un animal con el doble de masa que otro, deberia tener un consumo
deble de energia en su metabolismo de acuerdo a esta relacién. Esto es
un ejemplo de scaling o ley de escala. Sin embargo, esta hipé6tesis no se
ve comprobada experimentalmente en el caso de los mamiferos. Tenemos
que buscar otra relacién para ellos. Consideremos que el calor se escapa
a través de la superficie de la piel. Entonces un andlisis ingenuo nos diria
entonces que el ritmo metabdlico es proporcional al 4rea del animal:

RM~ A
Como el 4rea es proporciona a una longitud caracteristica al cuadrado,
y la masa ha de ser proporcional al volumen, que lo es a su vez del cubo
de la longitud, tendremos que
A~L?
M~ L?

de donde L ~ M. Entonces, el drea es proporcional a

A~ M

y por tanto el ritmo metabdlico sigue una ley de escala del tipo siguiente

RM ~ A ~ M?*P

Esta ley se aproxima mds a la realidad experimental, pero tampoco es
satisfactoria. En realidad, la ley de escala de los mamiferos obedece una
ley de tipo RM ~ M®?#, cuya justificacién es algo mas complicada.

Dimensionalmente, todas las magnitudes tienen cierta dimension fisica.
Dependiendo del sistema de unidades elegido, asi hay tantas magnitudes
fundamentales. En el S.I. hay 7, pero en ciertos sistemas “naturales” de
unidades hay 3,4,5 u otras cantidades de magnitudes elementales.
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2.5. Ejercicios resueltos

1) Calcular en t = 2s la aceleracién tangencial y la centripeta si el vector

. > t3 > tZ >
de posicién esta dado por #{t) = t%i + YA Ek'
Solucién:
Calculamos la velocidad y la aceleraciéon mediante derivacién explicita

a(t) = % =24+ P+ tk m/fs

-

> dv ? > P
at) = i 2 +2tj+k m/s?
Usando la definicién de componentes intrinsecas
d=a,T+a,i

se obtiene que

V= |3+ U+ U= VD2 + (22 + 12 = V52 + t4 m/s

de donde 10 4 48
t+ 4t
1 =v({t) = ———— m/s
t 2 V512 + 4
Sit = 2s, tenemos
16 26 13 5
G =——=—=— m/s

V36 6 3

Para calcular la aceleracién normal usamos la relacion pitagérica
a* = a? + a’
La aceleracion total en 2 segundos es igual a
a= V21 m /s?

y la normal serd pues

2 2
ai:az—afzgo—w%:g m/s>
El radio de curvatura puede calcularse para t = 2s y sale
2 27 V20
a,=— e R = m

R 5
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2) Elvector de posicion de una particula viene dado por 7 = (cos(2t);+ sin(2t) ]j.

Calcula: a) la velocidad y aceleracién instantdneas, b)las componentes

intrinsecas de la aceleracion, c) la velocidad angular w.

Solucién:
a)
7=-20 (sin(2t)?— cos(2t) ]j m/s
a=-40 (cos(2t)17)+ sin(2t) f) m/s*

b) v=20m/s=constante. Ademas,
a = 40m/s*

Entonces a; = 0y a,, = 40m/s?, con R = 10m.

¢) w =0v/R =2rad/s.
3)Una particula de 2kg se mueve con vector de posicion 7 = 2ti+2t ]?—Ztlz.

Calcula su momento lineal.

Solucion: 7 = 4i + 4] — 4k.

4) Un cuerpo tiene una masa de 0.2 kg y se encuentra inicialmente en
reposo. En cierto momento, se le aplica una fuerza F=2+3 ]ﬁ— k newtons
durante 0.2 segundos. Hallar: a) @, b) ¥ al cesar la fuerza tras los 0.2s, c) el

momento tras los 0.2s.

a) =107 + 15] — 5k m/s?

b) 7 =2i+3]—k m/s

Q) F = 04i +0.6]— 0.2k kgm/s
5) Un cuerpo de 20g tiene 7" = 2t — 12 jﬁmetros. Calcular la fuerza sobre

la particula, y sus componentes normal y tangencial.

Solucion:

F=md =—-0.04jN.



2.6. ;QUE HAY QUE SABERSE? 83

.04t

Ft: 00 N
V1 +¢£2
.04

F, = 0.0 N
1+

6) Una masa de 10 g recorre una circunferencia de medio metro de
radio centrada en el origen, con una velocidad lineal de 4m/s. Calcula el
momento angular y el momento respecto del origen.

Solucién:
a) L = 0.02kgm?/s.
b) M = 0.

7) Una particula de medio kilogramo de masa tiene 7 = 3t + 12 ]ﬁcomo
vector de posicién en funcién del tiempo. Calcula el momento angular
respecto del origen:

Solucién: L = —%tz i

8) Sea F = 2i — 3t jﬁ+ 2k N la fuerza que actta sobre un cuerpo de masa

m, tal que 7 = H— 2t j_)+ k metros. Hallar: a) La potencia dada por la fuerza,
b) el trabajo elemental realizado por la fuerza dada.

ayP=2+6t W

b) AW = (2 + 6t)dt.

2.6. ;Qué hay que saberse?

» Las definiciones importantes: todo.

Notacién vectorial y operaciones con vectores: manejo préctico.

Componentes intrinsecas.

Magnitudes angulares: w = 2nf = 2n/T, f = 1/T.

solucién de problemas cinematicos.

MRU, MCU, MRUA, MCUA. Ecuaciones fundamentales y planteamiento-
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s Leyes de Newton de la Dindmica. Formulaciéon energética de la
Mecanica. Nocion y tipos principales de energia y teoremas de con-
servacion asociados. Fuerzas conservativas vs. disipativas, fuerzas
centrales: definicién y consecuencias.

» Tipos de ejercicios de Cinemadtica que hay que saber resolver: dado
un movimiento, escribir sus ecuaciones en un sistema de referencia
y en componentes; dado un movimiento compuesto, descomponerlo
en componentes y hallar sus vectores 7, U, @, como magnitudes carac-
teristicas.

» Tipos de ejercicios de Dindmica que hay que saber resolver: dadas
una fuerza y un vector de posicién, hallar la potencia, el momento
y el trabajo elemental; dadas la masa y un vector de posicién, hallar
la velocidad, el momento, la fuerza y otras magnitudes; hallar las
componentes intrinsecas de la aceleracién y de la fuerza; calcular el
momento angular y el momento de una fuerza con las definiciones
correspondientes; aplicar la definicién de trabaja y la conservacién
de la energia potencial para fuerzas centrales; aplicar la conservacion
de la energia mecénica (o la energia cinética) en problemas concretos.

2.7. Ejercicios: Cinematica de la particula

1) La expresién que da la posiciéon de una particula que se mueve en
la trayectoria recta es (S.I.) x = 7t> — 2 + 3t — 1. Hallar la ecuacion de la
velocidad y de la aceleracién. Calcular el espacio recorrido por la particula
entret =2syt = 3s.

2) La velocidad de una particula que se mueve sobre una recta estéd da-
da por la ecuaciéon v(t) = 41 — 6t + 2. Sabiendo que el origen de espacios
se encuentra tres metros a la izquierda del origen de tiempos, calcular
la ecuacién de la posicion en funcién del tiempo, la aceleracion, la veloci-
dad en t=0sy, también, la velocidad y aceleracién medias entre t=1s y t=2s.

3) Una particula con movimiento rectilineo recorre un espacio de 7 m
antes de empezar a contar el tiempo y cuando t=2s, posee una velocidad
de 4m/s. Si la aceleracién viene dada en el S.I. por a = a(t) = 3> — 1, cal-
cular la ecuacién de la velocidad, la ecuacién de la posicién, la velocidad
mediaentret = 2sy t = 4s, y la distancia al origen de tiempos cuando t = 7s.
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4) El movimiento de un punto material viene dado (en el S.I.) por
x = x(t) = ¢* — 5. Hallar la velocidad y la aceleracion instantaneas, asi co-
mo los valores de la posicién, velocidad y aceleraciéon en el origen de
tiempos.

5) Las componentes del vector de posicién de un punto son: x(t) = 4+3t,
y(t) = £ + 5, z(t) = 2t + 4> en el S.I. Hallar la velocidad y la aceleracién en
t =1s.

6) Un cafién dispara con elevacién de 45°respecto a la horizontal, sien-
do la velocidad de salida de 490m/s. Hallar el alcance, la altura méaxima
y el tiempo necesario para tal avance y tal ascenso. Hallar la posicion y
velocidad del proyectil al cabo de 2s del disparo. Si el cafién se coloca en la
cima de un acantilado de 50 m de altura, determinar el tiempo que tarda
el proyectil en llegar a la superficie del mar, la posicién del impacto, la
velocidad en dicho instante y el 4&ngulo que forma el vector velocidad con
la superficie del mar. Dato: g=9.8m/s?.

7) Un avién en vuelo horizontal, a la velocidad de 360 km/h y 1000 m
de altura, lanza una bomba. Calcula la distancia desde el objetivo fijo e
inmoévil debe lanzarse para que logre alcanzarlo. Si el objetivo es un ca-
mién que se mueve por una carretera horizontal a 72 km/h y en la misma
recta que el bombardero, halla la distancia en este nuevo caso a la que se
debe arrojar la bomba para alcanzar el cambién “blanco”.

8) Un avién en vuelo horizontal a velocidad constante de 500km/h,
lanza tres bombas en intervalos de tres segundos. Dibujar un esquema o
diagrama indicando la posicién de las tres bombas, la del avién, al cabo
de 3 segundos de lanzar la tercera (y tiltima). Razona a qué distancia entre
si caerdn cada una de ellas.

9) Dos aviones estan situados en la misma vertical. La altura de uno
de ellos es 4 veces mayor que la del otro. Pretenden bombardear el mismo
blanco u objetivo. Si la velocidad del més alto es igual a V, indica la velo-
cidad que debe llevar el més bajo en relacién a V para que se produzca el
impacto en el mismo punto de la bomba que arroja cada uno.

10) (PAU-Selectividad) Desde el punto mas alto del palo mayor de un
velero que navega por un lago a velocidad constante de 5m/s se deja caer
una piedra. Sabiendo que dicho palo mayor tien 20m de altura, determi-
nar: a) El tiempo que tarda la piedra en llegar a la cubierta, b)la distancia
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que avanza el velero durante ese tiempo, c)la ecuacion de la trayectoria
que sigue la piedra en su movimiento de caida vista por un observador en
reposo a orillas del lago, d)el punto de la cubierta del verlero sobre el que
cae la piedra. Dato: g=10m/s>.

11) (PAU-Selectividad) Durante una tormenta de verano se ve un reldmpa-
go y se escucha un trueno. Si la velocidad del sonido es de 340m/s: a) De-
termina la distancia a la que nos encontramos del ntcleo de la tormenta
si después de ver el relampago se tarda 120s en oir el trueno, b)Indicar la
razén por la que es posible suponer que vemos el relampago en el mismo
instante en que se produce.

12) Una pelota se lanza desde una altura (H) desde el suelo con ve-
locidad inicial 7y de 3 formas distintas: 1) Horizontalmente, 2)Con una
inclinacion hacia arriba respecto de la horizontal, 3)Con una inclinacién
hacia abajo respecto la horizontal. a) Comparar las velocidades (en médu-
lo) de llegada al suelo, b) Dar el orden de llegada al suelo. Indicar si lanzar
verticalmente la pelota altera en algo los resultados de a) y de b).

13) Una pelota se lanza hacia arriba con velocidad de 25m/s. El viento
le comunica una aceleracioén horizontal de a = 2m/s?. Hallar: a) Las ecua-
ciones de la posicién, velocidad y aceleracion en cualquier instante, b) La
ecuacion de la trayectoria, c)la distancia del punto del lanzamiento a la que
cae la pelota, d)la altura maxima que alcanza. Dato: g=10m/s>.

14) Una pelota respabal por un tejado que forma un dngulo de 30°con
la horizontal y al llegar al extremo queda en libertad con una velocidad
de 10m/s. La altura del edificio es de 60m y la anchura de la calle 30m.
Calcula: a) las ecuaciones del movimiento de la pelota al quedar en liber-
tad, b) la ecuacién de la trayectoria, c) Si llegara directamente al suelo o
chocara antes en la pared opuesta, d) el tiempo que tarda en llegar al suelo
y su velocidad en ese instante.

15) En el S.I,, las coordenadas de un punto en movimiento son x = 12
e y = (t — 1)% a) Hallar la ecuaci6n de la trayectoria e identificar la figura
geométrica que describe (si es posible). b) Hallar la posicién del punto
cuando la velocidad es de 10 m/s.

16) En el S.I. una particula se mueve con x(t) = 7t> —2* + 3t — 1. Calcula:
a) la ecuacion de la aceleracion y la velocidad en cualquier instante, b) el
espacio recorrido entre t = 2 y t = 3 segundos.
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17) Calcular la aceleracién normal en el ecuador terrestre. ;Cuando po-
demos considerar a la Tierra como un sistema inercial?Dato: Ry = 6400km
en el ecuador terrestre.

18) En el libro de Galileo: “Dos nuevas ciencias”, este autor dice que
“(...)para elevaciones que sean mayores o menores de 45°en la misma can-
tidad, los alcances son iguales”. Demostrar esta afirmacion.

19) Una pelota rueda con una velocidad de 1.5m/s por la parte supe-
rior de una escalera. Si la altura y anchura de los escalores es de 30cm,
razona en qué escalon da el primer bote. Apoya tu resultado con calculos
matematicos.

20) Dos cuerpos A y B, situados a 2km de distancia, salen simultdnea-
mente en la misma direccién, ambos con moviiento uniformemente acele-
rado, siendo la aceleracion del mas lento (cuerpo B) igual aag = 0.320cm/s%.
Deben encontrarse a 3.25 km de distancia del punto de partida del cuerpo
B. Hallar el tiempo que tardaradn en ello, la aceleraciéon de A y las velocida-
des de ambos en el momento de encontrarse.

21) En un plano referido a los ejes cartesianos OX, OY, un cuerpo
puntual se desplaza siguiendo una trayectoria de coordenadas x = 3t e
y = —t* + 4t. Hallar: a) La trayectoria descrita, la velocidad y la aceleracion
del movimiento. b) El médulo de la velocidad media desde el instante
inicial hasta los 3 s de iniciado el movi miento. ¢)El radio de curvatura de
la trayectoria en el punto alcanzado por el mévil a los 2 segundos.

22) Desde lo alto de una torre se dejan caer dos piedras, la segunda
0.1 segundos después de la primera. Calcula al cabo de cudnto tiempo la
separacion de las piedras serd de 1 metro. Halla el espacio recorrido por
cada piedra en ese tiempo y la velocidad en ese instante de cada una de
ellas.

23) Calcula la velocidad angular de un punto alrededor del ecuador
terrestre, y también su velocidad lineal. Calcula la velocidad angular de
la Tierra alrededor del Sol (usa el radio medio de la trayectoria terrestre,
150 millones de km) y la velocidad lineal de la Tierra en su movimiento
alrededor del Sol.

24) Un volante parte del resposo y en 5 segundos adquiere una veloci-
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dad angular de 40rad/s. Calcula su aceleracién angular, supuesta constante,
y el nimero de vueltas que ha dado, asi como el espacio lineal que habria
recorrido en ese tiempo.

25) Se deja caer un apelota desde la cornisa de un edificio y tarde 0.3
segundos en pasar por delante de una ventana de 2.5m de alto. Calcula la
distancia a la que se encuentra la cornisa respecto del marco superior de la
ventana con estos datos.

26) Un volante gira alrededor de su eje a razén de 3000 r.p.m. Un freno
lo detiene en 20 s. Calcula la aceleracion angular, supuesta constante, y
el nimero de vueltas que da hasta que se detiene. Calcular la velocidad
angular cuando ha dado 100 y 200 vueltas.

27) Un cilincro de cartén de 20 m de altura gira alrededor de su eje a
razén de 1 vuelta cada 10 segundos. En la direccién de la generatriz se
hace un disparo y se observa qu elos radios que pasan por los impactos he-
chos en las bases forman un dngulo de 1°. Calcular la velociad del proyectil.

28) Se dispara un proyectil con un dngulo de 15°con respecto a la hori-
zontal, saliendo el proyectil con una velocidad de 200 m/s. Se desea saber
la distancia tedrica que alcanzara la bala medida sobre la horizontal, la
velocidad con que llegard a tierra medida en médulo y direccion (sentido).
¢Tropezara con una colina que estd a la mitad de su alcance, si ésta tie-
ne 300 metros de altura? En caso afirmativo, indica razonadamente cémo
podria mos solucionar el problema de impactar en el mismo objetivo y
con el mismo proyectil, disparando desde el mismo sitio y con la misma
velocidad inicial.

29) Una piedra de un kilogramo se deja caer desde un acantilado de
10 m de altura. En el mismo instante se lanza hacia arriba desde la base
del acantilado una pelota con una velocidad inicial de 15m/s. a) Calcula
el tiempo transcurrido cuando se encuentran. b)Al encontrarse, indica si
estd ascendiendo todavia la pelota o no. ¢)Si la piedra tuviera una masa de
2kg, indica qué le pasa a la respuesta del apartado a) y razona la respuesta.

30) Representa en un diagrama velocidad tiempo la siguiente situacién
cinemdtica: Inicialmente, un punto se mueve con velocidad constante de
10m/s desde el instante inicial t=0 hasta t=5s. En ese momento, acelera de
forma constante, de forma que adquiere una velocidad de 30m/s entre t=5s
y t=10s. Entre t=10 s y t=15 s, se mantiene con velocidad de 30m/s. De
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nuevo, cambia de velocidad, pero esta vez frenando, y alcanza el reposo
(v=0m/s) entre t=15s y t=25s (0 sea, frena hasta detenerse en 10 s netos) res-
pecto al tiempo inicial. Para esta situacién, ademads, calcula: a) Aceleracién
media en el intervalo total de tiempo, esto es, la aceleracién media entre
t=0s y t=25s. b) La aceleracién que posee en el instante t=2s. c) La acele-
racion en el instante t=13s. d) La aceleraciéon media en el intervalo (20, 25)
s. e) La distancia recorrida en el intervalo (0, 25) segundos, especificando
también la distancia que recorre en cada tramo.

31) Un observador situado en tierra ve caer las gotas de lluvia co in-
clinacién de 15°respecto a la vertical. Para otro observador, en un tren, las
gotas caen verticalmente. Hallar la velocidad con la que las gotas de lluvia
llegan al suelo para cada uno de estos dos observadores (en tierra y en un
tren). La velocidad del tren es constante e igual a 36km/h.

32) Una particula se mueve en el plano XY segtn las ecuaciones x(t) =
/2 +2 ey = t* — 1. Hallar la ecuacién de la trayectoria y los vectores de
velocidad y aceleracién de la particula.

33) Una particula se mueve a lo largo del eje OX de modo que su po-
sicién en cualquier instante viene dada por x(t) = 5t> + 1, donde x(t) se
expresa en metros y el tiempo en segundos. Calcula la velocidad media en
los siguientes intervalos de tiempo: a) t=2s y t=3s.b) 2s y 2.1s. ¢) 2s y 2.001s.
d)2s y 2.0001s. e) Calcula su velocidad instantdnea en t=2s, comentando el
resultado en relacién a los anteriores apartados.

34) Mario y Luigi, dos amigos italianos, hacen una apuesta sobre quién
llegara antes a la dulce y bella Beatriz, que se encuentra justo en frente de
ellos, pero separada por un rio de 100 metros de ancho y una corriente
de velocidad 3 m/s. Mario (que no sabe Fisica) acepta encantado, pues es
mejor nadador que Luigi, y se lanza en linea recta hacia la hermosa Beatriz.
Luigi (que sabe Fisica) nada a su modo hacia Beatriz. Indica quién llega
antes a la guapisima Beatriz con los siguientes datos: las velocidadesde de
natacién son v(Mario)=6.25m/s, v(Luigi)=5m/s, mientras que las velocida-
des con la que corren en tierra son v(Mario)=4m/s, v(Luigi)=3m/s. Observa
que como Luigi sabe de Fisica, el no va a necesitar correr en tierra pues
nadara a su modo para llegar exactamente en frente de Beatriz (c6mo es
parte de la resolucién de este problema).

35) Una piedra de 1kg se deja caer desde un pricipicio de 10 m de altura.
En el mismo instante, se lanza hacia arriba desde la base del principicio
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otra piedra con 15m/s de velocidad inicial. a) Halla el tiempo que tardan
en encontrarse. b) Halla si estard o no ascendiendo la segunda piedra. c) Si
la piedra de 1kg tuviera una masa de 2kg, indica la respuesta de a) en ese
caso de forma razonada.

36) Una piedra cae libremente y pasa a las 10h frente a un observador
situado a 300 m de altura sobre el suelo; a las 10h y 2s pasa frente a otro
observador que estd a 200 m sobre el suelo. Hallar: a) La altura desde la
que cae la piedra, b) el momento en que llega al suelo contando desde el
momento en que se dejo caer, ¢) la velocidad con la que llega al suelo.

37) Las coordenadas de un punto en movimiento son x = 2sinwt,
y = 2coswt. Calcula: a) la ecuacién de la trayectoria, b) la velocidad en
cualquier instante, c) las componentes tangencial y normal de la acelera-
cién en cualquier instante, d) el tipo de movimiento de esta particula.

38) Dos proyectiles se lanzan verticalmente hacia arriba con un inter-
valo de diferencia de 2 segundos. El primero parte con velocidad inicial
de 50m/s y el segundo una velocidad de 80m/s. Calcular: a) el tiempo
transcurrido hasta que los dos se encuentra a la misma altura, b) la altura a
la que se encuentran, c) la velocidad de ambos proyectiles en ese momento.

39) Demostrar que un movimiento plano cuyo vector de aceleracién es
constante y no nulo puede ser tanto curvilineo como rectilineo, dependien-
do de las condiciones iniciales del vector velocidad.

40) (Ejercicio largo) En todo el siguiente ejercicio se supone desprecia-
ble la resistencia del aire y se considera que la bola se comporta como un
punto. Ademads tomaremos g=10m/s>.

Un nifio participa en un juego que consiste en lanzar una bola sobre una
serie de cajas apiladas una sobre tora y hacer caer el mdximo ntiimero de
ellas. Supondremos que la caja alcanzada caera y, junto a ella, todas las
que estuvieran por encima. Para efectuar su lanzamiento, el nifio levanta
el brazo hacia arriba y lanza la bola en A, situado a uno distancia H=1.80
m del suelo. La bola sale con velocidad 7y y médulo 10m/s, formando un
angulo de 12°hacia arriba con la horizontal. Se apilan 3 cajas, una encima
de otra, sobre un soporte sobreelevado una altura de 1.55 metros sobre
el suelo. La distancia mas pequefia entre las cjaas y la vertical que pasa
por A es L=4 metros. Cada caja tiene una altura a=10cm. Calcular: i) Las
ecuaciones paramétricas del movimiento de la bola respecto del sistema
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de referencia canénico (0; Z ]3, eligiendo el instante de salida de la bola en
A como el origen de tiempos (O es el punto del suelo horizontal que per-
tenece a la recta vertical que pasa por A). ii) La ecuacién de la trayectoria
y el nimero de cajas que caen en el ensayo definido anteriormente. iii) El
chico quiere alcanzar el punto medio M de la caja que estd en la base de la
pila formada por las 3 cajas, lanzando la bola con velocidad v;, que forma
también un dngulo de 12°con la horizontal. La magnitud de v;,;es mas
grande o menor que el valor anterior de v, 10m/s? Justifica la respuesta
sin hacer calculos.

41) Un punto se mueve de acuerdo con la ecuacién vectorial dada por

7= mti +n sin(mt) ]f donde n y m son dos constantes (ntimeros reales). a)
Demostrar que el médulo de la aceleracién es proporcional a la distancia
entre la particula y el eje OX. b) Determinar la ecuacién de la trayectoria y
representarla de forma grafica (cualitativamente, en todo caso).

2.8. Ejercicios: Dinamica de la particula

1) Calcular la fuerza que un hombre de 90kg ejercer sobre el piso de
un ascensor cuando: a) Estd en reposo el ascensor. b) El ascensor sube con
velocidad constante de 1m/s.c) El ascensor desciende con velocidad cons-
tante de 1m/s. d) El ascensor asciende con aceleracion constante de 1m/s.
e) El ascensor desciende con aceleracién constante de 1m/s.

2) Un tren formado por 3 vagones de 15000 kilopondios de peso cada
forman una locomotora. El primer vagén actia de maquina y ejerce una
fuerza de traccion de 4800 kilopondios (kp). Saibendo que la fuerza de ro-
zamiento en cada uno de los vagoes es de 100 kp, calcula: a) la aceleracién
del tren, b)la tensién en la unién de los dos primeros vagones, c) la tensién
en la unién del segundo y tercer vagon.

3) Un bloque de 50kg estd en reposo sobre un suelo horizontal. La
fuerza horizontal minima para que inicie el movimiento es de 15kp y la
fuerza horizontal minima para mantenerle en movimiento con una velo-
cidad constante es de 10 kp. a) Calcular los coeficientes de rozamiento
estdtico y cinético. b) Calcular la fuerza de rozamiento cuando se aplique
al bloque una fuerza horizontal de 5kp.

4) Un cuerpo A de 10 kg situado sobre una mesa horizontal esta unido,
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mediante un hilo que pasa por la garganta de una polea, situada al borde
de la mesa, al cuerpo B, de 5kg, que pende libremente como una plomada.
Al dejarlo en libertad, este sistema se pone espontdneamete en movimien-
to. Se pide: a) el valor de la aceleracién del sistema. b)La tensién en el
hilo durante la caida.c) El espacio recorrido en los 2 primeros segundos de
su movimiento. d)EIl calor desarrollado por el rozamiento en ese tiempo.
Datos: el coeficiente de rozamiento entre A y la mesa vale 0.2, mientras que
el peso de la polea y su rozamiento se consideran despreciables.

5) Se tiene un plano de 30°de inclinacién y 10 m de longitud. a) Halla
la velocidad, paralela al plano, que debe comunicarse a un cuerpo de 1kp
para que al ascender llegue a final del plano con velocidad nula. b) El
tiempo que tarda en recorrer el plano. c) El cuerpo, una vez parado, inicia
el descenso debido a su peso. Halla el tiempo que tarda en recorre los 10
metros del plano de nuevo. Dato: el coeficiente de rozamiento vale 0.1.

6) Un cuerpo desliza sobre una rampa inclinada de 45°sobre la horizon-
tal, siendo el coeficiente de rozamiento 0.2. Calcula: a) El espacio recorrido
al cabo de 3s de iniciarse el movimiento. b) La velocidad al cabo de dicho
tiempo. c) El valor que debe tener el coeficiente de rozamiento para que
descienda el cuerpo con velocidad constante.

7) Una piedra de 200 gramos se ata al extremo de una cuerda de 1 metro
y se la hace girar en el plano vertical. Calcula: a) La velocidad minima para
que se produzca tal movimiento y la piedra no se caiga. b) Sila velcoidad se
duplica, calcula la tensién de la cuerda en el punto maés alto de la trayecto-
ria y en el mas bajo. c) Si la cuerda se rompe en el momento en qu ela piedra
pasa por el punto més elevado, indica razonadamente la forma en que se
moverd la piedra. Dato: este tipo de problema se denomina péndulo cénico.

8) Hallala maxima velocidad a la que puede ir un auto por una curva sin
peraltar, de radio 40 m, sin derrapar, suponiendo que el coeficiente de roza-
miento entre las ruedas y el suelo es de 0.5. Suponiendo que el coeficiente
de rozamiento fuese lo suficientemente grande como para que no derra-
para, hallar la velocidad médxima que podria alcanzar sin volcar, siendo la
altura del centro de gravedad sobre el suelo 75 cm y el ancho de la via 1.5m.

9) Con ayuda de una cuerda se hace girar un cuerpo de 1kg en una cir-
cunferencia vertical de 1 m de radio, cuyo centro esta situado 10.8 metros
por encima del suelo horizontal. La cuerda se rompa cuando la tensién es
de 11.2 kp, lo que ocurre cando el cuerpo estd en el punto mads bajo de su
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trayectoria. Se pide: a) La velocidad del cuerpo cuando se rompe la cuerda.
b) El tiempo que tarda en caer al suelo. c) La velocidad en el instante de
chocar con el suelo.

10) Un vehiculo de 100 kp describe una curva de 20m de radio, con
velocidad de 2my/s. El coeficiente de rozamiento es de 0.2. Determinar: a)
Si el suelo es plano, la velocidad méxima que puede alcanzar el auto para
que no se deslice lateralmente. b) Si no hubiese rozamiento, halla el peralte
de la curva para que a esa velocidad no deslice lateralmente.

11) Un bloque de 5kg esta sostenido por una cuerda y es arrastrado
hacia arriba con una aceleracién de 2m/s. a) Calcula la tensién en la cuerda.
b) Si después de iniciado el movimiento la tensién de la recuerda se reduce
a 49 N, indica el tipo de movimiento que ocurre. ¢)Si se afloja la cuerda
por completo, se observa que el bloque sigue moviéndose, recorriendo 2m
hasta detenerse. Halla la velocidad inicial en el momento en que se afloja
la cuerda por completo.

12) El piloto de un aeroplano se lanza en picado a 400km/h y termina
su picado describiendo, a esa velocidad, un arco de circunferencia vertical.
Halla el radio minimo para que la aceleracién en el pnto mds bajo no exce-
da de 7g, donde g es la aceleracion de la gravedad. En ese momento, halla
el peso aparente del piloto.

13) Un cuerpo de 2kg de masa pende del extremo de un cable. Calcula
la tensién del cable si se mueve: a) Con aceleracién de 5m/s? hacia arriba.
b) La misma aceleracién, pero hacia abajo.

14) Una cuerda inextensible y sin masa que pasa por un apolea sin roza-
miento tiene colgadas de sus extremos masas 11, y m,. Este sistema se llama
méquina de Atwood. Hallar la aceleraciéon de las masas y las tensiones en
el hilo.

15) Una doble maquina de Atwood estd formada por una polea, de la
cual en un extremo cuelga m, y del otro extremo cuelga otra polea de la que
a su vez cuelgan dos masas m, y mz. Suponiendo que esta segunda polea
de la que cuelgan m, y mj3 tiene masa despreciable, calcula las tensiones
en las 2 cuerdas y las aceleraciones de las 3 masas. Opcional: Resuelve el
problema si la masa de la polea de la que cuelgan m, y m3 no es despre-
ciable, sino que vale m4. Opcional (II): Resuelve el problema considerando
el efecto del llamado momento de inercia de las poleas (incluso la de la
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primera, que sigue fija).

16) Un bloque de masa m; = 30kg descansa sobre un plano inclinado
de 30°y estd unido mediante un hilo que pasa por una polea pequefia sin
rozamiento a un bloque de masa m, = 18kg, que cuelga verticalmente. Si el
coeficiente de rozamiento entre el plano y m; es de 0.2, halla: a) La acelera-
cién de cada bloque. b) La tensién en la cuerda. ¢) La fuerza de rozamiento.
Resuelve a),b) y c) si el rozamiento vale 0.1.

17) Una pelota de 160 g llega a la pared e un frontén con una velocidad
de 50m/s. Si permance en contacto con la pared durante 0.02 segundos, y
sale rebotada en la misma direccién, responde a las siguientes preguntas:
a) Indica si el momento lineal de la pelota se conserva. b) Halla el impulso
que la pared ejerce sobre la pelota y la fuerza media que opone la pared.

18) Un cuerpo de masa 8kg se mueve a velocidad de 10m/s, que su-
ponemos constante. Si un fuerza constante y opuesta al movimiento acttia
durante 3s, comunicando una velocidad de 2m/s en sentido contrario, cal-
cula: a) El impulso que acttia sobre el cuerpo. b) El valor de la fuerza. c) El
momento lineal del cuerpo antes y después de actuar la fuerza.

19) Sobre un plano horizontal se coloca un cuerpo A de 280kp. Se le
une, mediante una cuerda inextensible y sin masa que pasa por un apolea
sin rozamiento, otro cuerpo B de 700 kp que desliza por una rampa de 30°,
prolongacién del plano horizontal. Calcula: a) La aceleracion del sistema.
b) La fuerza con la que hay que sujetar el cuerpo A para que el sistema se
mueva con movimiento uniforme. No hay rozamiento.

20) Sobre un plano de 30°de inclinacién se tiene un cuerpo. Halla la
aceleracion que debemos dar al plano, y en qué sentido, para que el cuerpo
n obaje. No hay rozamientos. Indica si cambia la respuesta y cémo si hay
un rozamiento de coeficiente 0.2.

21) Se arrastra un silléon de 1m de largo y cuy centro de gravedad se
puede considerar a 0.5 m del suelo, con una aceleracién de 2m/s, sobre
un suelo de rozamiento 0.2. Siendo el peso del sillén igual a 20kp, halla
la fuerza que se ejerce y las acciones sobre sus cuatro patas. La fuerza se
jerce a lo largo de la horizontal que contiene al centro de gravedad (c.d.g.).
Dato: g=10m/s?.

22) Determinar la altura de un plano inclinado de 10 m de base, de
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modo que un cuerpo que se desliza sin rozamiento a lo largo de este plano,
tarde el menor tiempo posible en llegar a su base. Calculo dicho tiempo.

23) Una particula de 2kg de masa se mueve con velocidad de 47 m/s,

En el mismo instante inicial, el vector de posicién vale 6 ﬁn. Calcular el
momento angular respecto del origen de coordenadas.

24) Dos cuerpos, de 5 y 10 kg, situados uno junto a otro, son empujados
por una fuerza de 120 N que se le aplica a uno de ellos. Hallar la fuerza
neta sobre cada uno. Razona si se obtiene el mismo resultado si la fuerza
se aplica sobre el otro cuerpo.

25) En una mesa horizontal, hay dos cuerpos A y B conectados por una
cuerda. El cuerpo B, a su vez, se conecta a una polea situada en el extremo
de la mesa y de masa despreciable. De dicha polea cuelga un cuerpo C. Si
las masas de A, By Cson 2, 3 y 5 kg respectivamente, y si el coeficiente de
rozamiento entre Ay B, y By el suelo, valen ambos 0.2, calcula las tensio-
nes de las cuerdas y la aceleracion del sistema. Las cuerdas se consideran
ideales e inextensibles.

26) En una mesa horizontal hay dos cuerpos A y B, estando B situado
encima del cuerpo A. El cuerpo A se conecta a una polea situada en el
extremo de la mesa, y de dicha polea cuelga un cuerpo C. El coeficiente
de rozamiento entre A y el suelo es de 0.2, mientras que las masas de A y
de Cvalen 10y 5 kg. La cuerda y la polea son ideales. Calcula: a) La masa
minima de B para que el sistema NO se mueva. b) Si Eliminamos B, halla
la aceleracién del sistema.

27) UN tiovivo estd formado por un aro de 3m de radio del que cuelga
una cuerda de 4m. El conjunto gira alrededor de un eje perpendicular al
aro en su centro. Si de la cuerda se cuelga un hombre del 80kg, halla la
velocidad angular con la que ha de girar el conjunto para que la cuerda se
separe de la vertical un dngulo de 37°.

28) Halla la aceleracién minima que debe llevar el un carrito formado
por un plano inclinado de 30 grados y una polea en su extremo superior a
la que se adhiere un cuerpo de masa M para que dicha masa no se caiga. El
coeficiente de rozamiento entre el plano y el cuerpo (en su pared vertical)
vale p.
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29) Una masa de 4kg se halla en un plano inclinado de 45°y sujeta por
un muelle a la parte superior del plano. El muelle sufre una deformacién
de 5cm. Halla la constante eléstica del muelle y la aceleracion si, tras alar-
gar el muelle 2 cm mads, se deja el cuerpo en libertad. No hay rozamiento.

30) Un bloque de 100 kg de masa se arrastra por una superficie horizon-
tal por acciéon de una fuerza de 1000N. Si el coeficiente de rozamiento entre
el bloque y la superficie es de 0.25, calcula la velocidad que adquiere, par-
tiendo del respos, al cabo de un minuto y el espacio recorrido en ese tiempo.

31) Un bloque de hierro de 7kg de masa es arrastrado sobre una mesa
horzontal de madera por accién de una masa de 2kg que culega vertical-
mente de una cuerda, unida al bloque d ehierro, que pasa por una polea.
El coeficiente de rozamiento entre el hierro y la mesa es 0.15. Hallar la
aceleracion del bloque y la tensién de la cuerda.

32) Sobre un plano inclinado de 30°con respecto a la horizontal se coloca
un cuerpo de 100 g de masa cuyo coeficiente de rozamiento contral el plano
es de 0.4. Calcular la fuerza que provoca el deslizamiento, la aceleracion, la
velocidad a los 5 segundos de inicado el movimiento y el espacio recorrido
en ese tiempo.

33) Un cuerpo de 100 g de masa se impulsa a lo largo de un plano in-
clinado de 30°con respecto a la horizontal. La velocidad instantdnea es de
5m/s inicialmente, y asciende por el plano hasta que se para. El coeficiente
de rozamiento es de 0.2. Calcular el espacio recorrido sore el plano hasta
que se detiene y el tiempo que tarda en hacerlo.

34) Por la garganta de una polea que gira sin rozamiento alrededor
de su eje horizontal, pasa un hilo de masa despreciable cuyos extremos
sostienen dos masas M y m. En una primera experiencia, los dos ramales
de la cuerda son verticales, valiendo M=539g y m=441 g. Despreciando la
masa de la polea, calcular la aceleracién del sistema, el espacio recorrido y
la velocidad adquirida al cabo de 3 segundos. En una segunda experiencia,
el ramal que sostiene la masa menor m es paralelo a la linea de méxima
pendiente de un plano inclinado 30°sobre la horizontal, por el que desliza
m sin rozamiento. Calcular los valores que deben tener M y m, cuya masa
se mantiene en total igual que en la experiencia anterior (980g en total,
M+m), para que la velocidad del sistema al cabo de los 3 segundos prime-
ros sea la misma que en la experiencia anterior. Calcular la tensién del hilo
durante el movimiento. En esta segunda experiencia se corta el hilo en el
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instante en que han transcurrido 3 segundos de comenzar el movimiento.
Calcula la posicién y la velocidad de m al cabo de 1.2 segundos de haberse
roto el hilo. Dato: g=9.8m/s?.

35) Sobre un plano inclinado 30°, se tiene una masa de 500 g que esté uni-
da por una cuerda que pasa por una polea con otro cuerpo de 200 g en
un plano inclinaod 60°con respecto a la horizontal. El coeficiente de ro-
zamiento en ambos planos es de 0.2. Calcula la aceleracién del conjunto,
la tensién en la cuerda y el espacio recorrido por cada masa en un segundo.

36) Tenemos un plano inclinado 40°sobre la horizontal, y su longitud
total es de 1 metro. En la parte mél alta abandmos un cuerpo prismético
para que baje deslizandose. Dibujar todas las fuerzas que hay sobre el ob-
jeto deslizante. Sabiendo que el rozamiento vale 0.5, indica si deslizara o
no. En caso afirmativo, halla la aceleracién de bajada, el tiempo invertido
en la misma y la velocidad con la que llega al extremo del plano.

37) En el extremo superior de un plano inclinado 30°con respecto a la
horizontal, hay una polea de masa y rozamiento despreciables, por cuya
garganta pasa una cuerda inextensible y sin masa. Uno de los ramales
de la cuerda sostiene una masa de 10kg que cuelga libremente y el otro
estd sujeto a una masa de 10kg que reposa sobre el plano. Si el coeficiente
de rozamiento entre el cuerpo y el plano es de 0.5, calcula la aceleracién
del sistema y la tensién en la cuerda.

38) Un cuerpo de 2kg de masa se encuentra sujeto al extremo de una
cuerda de 100 cm de longitud vy, al girar verticalmente describiendo una
circunferencia, cuando pasa por el punto mds bajo, la tensién vale 100 N.
Si en ese momento la cuerda se rompe, se pid: a) La velocidad con la que
sale despedida el cuerpo. b) La tensién en la cuerda en el punto més alto
del la trayectoria si no se rompiera.

39) Un cuerpo de masa m desciende sin rozamiento por un plano in-
clinado qu eforma un dngulo a con el suelo de un ascensor. Calcula la
aceleraciéon de m respecto al plano inclinado en los siguientes casos: a) El
ascensor sube con velocidad constante. b) El ascensor baja con aceleracién
constante. c) El ascensor baja con desaceleracién constante. d) Se rompe el
cable del ascensor.

40) Una masa m colocada sobre una mesa lisa horizontal esta unida,
mediante una cuerda ideal que pasa por un aguejro a la mesa, a un cuerpo
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de masa M. Si la masa m describe una circunferencia de raido R con velo-
cidad V, halla el valor de la tensién para que se mantenga el movimiento.
Halla la aceleraciéon del sistema.

41) El vector de posicién de un punto esta dado por: ¥ = acos Wt +

b sin wt ]? En dicha ecuacién a, b, w son constantes reales. Demostrar: a) Que
la trayectoria es una elipse. b) Que la fuerza que acttia sobre el punto va
dirigida hacia el origen y su médulo es proporcional a la distancia de la
particula al origen.

2.9. Ejercicios: Dinamica de sistemas de particu-
las

1) Un proyectil, en el punto mads alto de su trayectoria, lleva una veloci-
dad V y estalla, de forma que se rompe en 3 pedazos iguales. Uno de ellos
sale impulsado hacia atrds con una velocidad v; = V/2. Los otros dos salen
hacia delante formando un dngulo de 60°y -60°con respecto a la horizontal
(eje OX). Calcular las velocidades de los 2 trozos.

2) Un revolver de 800 g de masa dispara una bala de 10 g con una
velocidad de 700m/s. Calcular la velocidad de retroceso de esa arma.

3) Una avioneta de masa total 3200 kg, se mueve horizontalmente a
600km/h referido a un sistema de referencia en tierra y lanza horizontal-
mente una masa de 40kg con una velocidad (referida a la avioneta) igual
a 600km/h. Calcular: a) La velocidad de la avioneta tras el lanzamiento. b)
La velocidad de la masa 5 segundos después de ser lanzada. Dar los resul-
tados respecto al sistema de referencia en la tierra y respecto al sistema de
referencia de la avioneta.

4) Un hombre de masa 80 kg, en pié, se encuentra en el borde de una
balsa de 40kg. Da un salto con una velocidad de 2m/s para saltar a otra bal-
sa de 60kg. Calcular la velocidad con la que se mueve cada balsa después
del salto.

5) Un atomo de sodio, inicialmente en reposo, emite un fotén de luz
amarilla (598 nm de longitud de onda). ;Cudl es la direccién y el médulo
de la velocidad de retroceso del dtomo cuya masa es de 3.8 - 1072°kg? El
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fotén tiene un momento lineal dado por p = /i/A, donde A es la longitud
de onda y h es la constante de Planck. i = 6.63 - 1073*]s.

6) Un hombre de 60kg estd de pié en una pista de hielo, de rozamiento
despreciable. Si da una patada a un patin de 0.5kg y éste sale con una
velocidad de 4m/s ;qué velocidad adquiere el hombre?

7) Un cuerpo de 4kg de masa se mueve con una velocidad de 10m/s en el
sentido positivo del eje OX, chocando contra otra masa de 16kg situada en
reposo en el origen. Tras el choque, la masa de 4kg sale con una velocidad
de 5m/s, formando un dngulo de 60°con el eje X. Calcular la velocidad de
la otra masa y la velocidad del centro de masas.

8) Dos cuperos de masas m; = 200g y m, = 800g estdn unidos por un
resorte 0 muelle. En cierto instante, la velocidad de la primera masa es

U = O.S?m/s y la velocidad de la segunda masa Uy = 21?m/s. Calcular la
velocidad de la primera masa en el instante en que la segunda masa tiene

. - rd
velocidad v, = im/s.

9) Una granada de 3kg cae verticalmente, explota y se divide en dos tro-
zos cuando se encuentra a 1000 m, teniendo en ese momento una velocidad
vertical de 60m/s. a) Calcular la posicién del centro de masas 5 segundos
después de la explosion. b) Sabiendo que las masas de cada fragmento son
1kg y 2kg respectivamente, y que el primer trozo se mueve, inmediatamen-
te después de la explosién, formando un dngulo de 30°con la vertical y con
una velocidad de 100m/s, hallar la velocidad del otro trozo. ¢) Determinar
la posicién de ambos trozos a los 4 segundos de ocurrir la explosion.

10) Un bote de 2kg de masa explota, rompiéndose en tres trozos. Dos de
ellos tienen una masa de 0.5 kg cada uno y salen despedidos en direcciones
perpendiculares con velocidad de 20m/s. Calcular el vector de velocidad
del tercero inmediatamente después de la explosion.

11) Un sistema estd formado por tres particulas materiales de masas
2kg, 3kg y 5kg respectivamente. En un determinado momento, los vec-
tores de pos1c10n de las mismas partlculas son: r1 = 27+ 3] ], = 3+ ],
3= =2j ], mientras que sus velocidades son 7, = 27— ], Uy = 3j ] yUs = ~3i+2]. J.
Calcular, en dicho instante: a) El vector de posiciéon del centro de masas, b)
La velocidad del centro de masas, ¢) El momento lineal del sistema.
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12) Una masa de 2kg esta colocada en el eje OK en el punto x; = 2m, y
otra masa de 4kg esté situada en el punto x, = 3m. La primera se mueve
en el sentido positivo del eje OX con velocidad 5m/s y la otra se mueve
con 3m/s en el sentido contrario. Determinar: a) La posicién del centro de
masas del sistema en el momento inicial. b) La velocidad del centro de
masas. ¢) El momento lineal del sistema.

13) Tres masas de 2,3 y 4 kg respectivamente se mueven a lo largo del eje
OX con velocidades de 5,-2 y 3m/s respectivamente. Hallar: a) El momento
lineal total del sistema. b) La velocidad del centro de masas.

14) Calcular la posicién del centro de masas del sistema Tierra-Luna,
sabiendo que la distancia entre ellas es de D = 60R, donde R es el radio de
la Tierra. Datos: Mg = Mr = 6 - 10%*, M; = 7.3 - 10%kg.

15) Dos masas mj, m, inicialmente en reposo estdn situadas a una dis-
tancia de 3 angstroms (A). Esan cargadas eléctricamente y se atraen de
modo que van a caer una sobra la otra. Determina: a) La posicién y movi-
miento del centro de masas del sistema referido a la posicién inicial de la
masa ;. b) Posicién del punto de encuentro.

16) Tres masas iguales ocupan los vértices de un tridngulo equildtero
de lado a. Hallar la posicién del centro de masas.

17) Un punto material aislado, de 4kg de masa, se mueve inicialmente
con velocidad de 2m/s segtin el eje OX. Al cabo de 10's, y debido exclusiva-
mente a fuerzas interans, la particula se escinde en dos, de masas iguales,
una de las cuales se mueve formando un angulo de 45°, respecto a la di-
reccion inicial del movimiento, con una velocidad de 10m/s. Calcular la
velocidad de la otra particula y la posicién del centro de masas 15 segun-
dos después de la explosion.

18) Un nucleo en reposo emite un electron con momento lineal a
9.22 - 107" gcm/s. Perpendicularmente a la direccién del electrén, se emite
un neutrino con momento igual a 5.33 - 107'%gcm/s. a) ;En qué direccion
retrocede el ntcleo residual? b) ;Cudl es su momento lineal?

19) Calcular el centro de masas de un disco circular homgéneo de radio
R, que tiene un orificio circular de radio R/2 tangente a su periferia.

20) Hallar el centro de masas (CDM) del siguiente sistema de puntos
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materiales (con masa y coordenadas indicadas): m; = 3kg situadada en
(0,1,3), my = 4kg situada en (-1,2,1), m3 = 2kg situada en (1,0,-5), my = 1kg
situada en (-2,-1,3).

21) En una via horizontal hay un vagén plataforma de 2000 kp que pued
emoverse sin rozamiento. En él hay 10 hombres de un peso medio cada de
75kg. Si estos hombres van corriendo uno tras otro a 3m/s y saltan desde
el extremo de la plataforma, calcular: a) La velocidad de la plataforma si
inicialmente estaba en reposo. b) Si seria lo mismo correr todos junto o
bien separados como se supuso antes. c) Razonar las mismas cuestiones si
la plataforma se mueve inicialmente con velocidad de 2m/s y los hombres
corren en sentido contrario para saltar a 3m/s.

22) Dos puntos materiales A y B separados 20 cm e inicialmente en re-
poso, se atraen con una fuerza igual a 1.3 - 107!°N. Si las masas respectivas
valen 0.2 y 0.4 kg, hallar la distancia a la posicién de A del punto de choque
y estudiar el movimiento del centro de masas del sistema.

23) Una granada inicialmente en reposo explota en tres fragmentos.
Uno sale hacia el Oeste con velocidad de 18km/s y tro sale hacia el Norte
con velocidad de 10km/s. Hallar la velocidad del tercer fragmento.

24) Un sistema estd formado por dos particulas con las siguientes pro-
piedades: my = 1kg, x; = t, y; = 2t ( en metros y segundos); m, = 2kg,
x, = t—1, y, = t. Calcular al cabo de 2 segundos: a) La posicién del centro
de masas. b) La velocidad del centro de masas. c) El momento lineal del
sistema.

25) Dos masas iguales de 500 g que se encuentran en los extremos de
una barra de masa despreciable y de 1 metro de longitud giran en torno al
centro de la barra con una velocidad de 2m/s. Calcular el momento angular
del sistema respecto a su centro de masas.

26) Tres puntos materiales de igual masa, 0.5 kg, estdn unidas por tres

muelles iguales. Si se aplica la fuerza de F=6i-3 j_)a una cualquiera de sus
particulas, calcular: a) La aceleracién del centro de masas. b) La velocidad
del centro de masas al cabo de 2 segundos si la velocidad inicial es nula. c)
El momento lineal del sistema. d) El desplazamiento del CDM en el tiempo
anterior.
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27) Calcular el momento de inercia de un cilindro macizo de 4 cm de
radio y 6cm de altura, cuya densidad vale 3.8¢/cm?>, con respecto al eje de
simetria. Calcular su radio de giro. Calcular su momento angular cuando
gira alrededor del eje de simetria con velocidad angular igual a 10rad/s.

28) Dos esferas de 30 y 80 gramos de masa estdn unidas por una barra
rigida de masa despreciable. La distancia entre los centros de las esferas
vale 25cm. Calcular el momento de inercia del sistema en los siguientes
casos: a) Respecto del eje A, que pasa a través de las esferas y en la direccién
de la barra. b) Un eje B, siguado a 20 cm a la derecha de la masa situada a
maés a la izquierda respecto de su centro y perpendicular a la barra. ¢) Un
eje C, perpendicular a la barra, y que esta pasa por la mediatriz de la recta
que une las dos esferas. d) El momento angular del sistema cuando gira
alrededor del eje C on una velocidad angular de 4rad/s.

29) Calcular el momento angular de un cubo de 10 cm de arista y 5kg
de masa que gira alrededor de un eje que pasa por los centros de dos ca-

1
ras opuestas, con velocidad angular de 10rad/s. Dato: I, = EM(y2 + %),

_ 2.y 1 = Lara o
I, = 12M(x +2z7), I, = 12M(x + y°).

30) Calcular el momento angular de un cilindro de 60 cm de didmetro
y 100 g de masa que gira alrededor de un eje paralelo al de simetria y
distante de él 18cm, con una velocidad angular de 8 rad/s.

31) Un patinador giara, en un determinado instante, con una velocidad
angular de 18 rad/s y su momento de inercia es de 20kgm?. Un instante des-
pués, cambia de postura y su momento de inercia se hace igual a 10kgm?.
Calcular su velocidad angular.

32) Un cuerpo de 500 g gira alrededor de un eje por la accién de un
par de 0.8N - m. Sabiendo que el radio de giro del cuerpo es de 50 cm,
calcular: a) El momento de inercia del cuerpo, b) La aceleracién angular, c)
La velocidad angular al cabo de 5 segundos. d) La velocidad lineal, al cabo
de 5 segundos, de un punto situado a 40 cm del eje de giro.

33) Un disco de 20 kg y radio 0.8cm puede girar libremente alrededor
de su eje principal. Calcular su aceleracién angular cuando sobre su borde
se aplica una fuerza de 20N.
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34) Una rueda de 0.5 m de radio de giro y 50 kg de masa gira alre-
dedor de un eje perpendicular a su centro, con una velocidad angular de
150 rad/s, y esta sujeta a un par de rozamiento de 4N - m. Calcular: a) El
tiempo que tarda en detenerse completamente. b) Las vueltas que da antes
de pararse.

35) Un cilindro de 10 kg y 0.3 m de radio est4 girando alrededor de su
eje de simetria a razén de 800 r.p.m. Calcular la fuerza tangencial que es
preciso aplicarle para conseguir detenerlo en 30s.

36) Sobre un cilindro homogéneo de masa 5kg y radio 0.1m, que des-
cansa sobre un plano horizontal, se aplica una fuerza tangencial de 2 N.
Calcular: a) las aceleraciones angular y lineal del cilindro, b) la fuerza de
rozamiento.

37) Un cilindro de radio 10 cm y masa 4kg es arrollado por una cuerda.
Calcula la aceleracién angular del cilindro: a) Si se la cuelga un peso de
10kp. b) Si se tira de la cuerda con una fuerza de 10kp.

38) Dos masas puntuales de valor m, iguales, se colocan en los extremos
de una varialla rigida de masa despreciable y longitude 21 metros. La varia-
lla gira alrededor de un eje vertical, formando con él un dngulo constante, y
con velocidad angular constante w. Hallar el momento angular del sistema.

39) Calcular el momento de nercia de un disco de 20 cm de radio res-
pecto a un eje perpendicular al plano del disco y que pasa por su centro.
El disco tiene un orificio circular, de 10 cm de didmetro, con el centro en
el punto medio de uno de los radios del disco. El espesor del disco es
despreciable y su densidad superficial es de 3000kg/m?>.

40) Un plato de tocadiscos, de radio R y momento de inercia I, gira en
sentido de las agujas del reloj con velocidad angular w,. Sobre el borde del
plato se mueve una mosca de masa m, en sentido contrario al de las agujas
del reloj, con una velocidad v respecto de tierra. La mosca se encuentra
una miga de pan de masa despreciable y se detiene. Calcular la velocidad
angular del plato al detenerse la mosca. No hay rozamientos.

41) Se dispara una granada con una velocidad inicial de 600m/s y eleva-
cién 45°. Alllegar al punto mds alto de su trayectoria, la granada explosiona
en dos fragmentos de igual masa, uno de los cuales cae al suelo con velo-
cidad inicial nula. ;A qué distancia del punto de lanzamiento cae el otro
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fragmento? Dato: ¢ = 10m/s%.

42) Una esfera homogénea rueda sin deslizar por un plano inclinado
30°. Si la masa de la esfera es de 2kg, calcular la aceleracién del centro de
la esfera y la fuerza de rozamiento.

2.10. Ejercicios: Trabajo y energia

1) Hallar el trabajo realizado por una fuerza de 10 N que forma un
angulo de 15 grados con el eje OX, cuando actta sobre una particula que
se mueve a lo largo de dicho eje en los siguientes casos: a) Desde x=2m
hasta x=7m. b) Desde x=5m hasta x=-2m.

2) La posicién de un punto material viene dada por el vector 7 = xi,

Sobre ella actia una fuerza f = —3xz Calcular el trabajo para el desplaza-
miento desde x = —2metros hasta x = 3 metros.

3) Una particula estd sometida a una fuerza que vale:

. 4_)
10
Z

F=-

y su posicion viene dada por el vector ¥ = (x, y,z). Calcular el trabajo
cuando se desplaza desde un punto con z = 6.4 - 10° hasta otro en el que
z=6.5-10°

4) Un camioén que pesa 50000 N sube por una pendiente de 10 grados a
velcoidad constante. Expresar la fuerza y el vector de posiciéon en funcién
de sus componentes vertical y horizontal. Hallar el trabajo para un reco-
rrido de 200 m medidos sobre la carretera.

5) Un trozo de hielo de 5kg, a 0°, cae desde 20 m de altura. ;Cuanto
hielo se funde? Datos: calor de fusién del hielo 335]/g. Suponer que el calor
desarrollado en el choque se invierte solamente en fundir el hielo.

6) Sobre un sélido en reposo de masa 5kg se aplica una fuerza de 100
N formando un dngulo de -30°con la horizontal. Calcular la velcoidad que
tiene cuando ha recorrido 5 m bajo la accién de dicha fuerza. El coeficiente
de rozamiento vale u = 0,2. Tomar g = 9.8m/s>.
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7) Sobre un péndulo, cuya lenteja es de 500 kg, se dispara un proyectil
de 50 g a 500m/s. El proyectil atraviersa la lenteja y sale a una velocidad de
300m/s. Calcula la altura a la que se eleva la lenteja del péndulo.

8) Un sistema se mueve impulsado por una fuerza F = (4t*—6t)i, donde
t es el tiempo transcurrido. Su desplazamiento viene dado por la expresion
s = t* — 1. Calcular el trabajo realizado desde sy = 3m hasta s¢ = 8m.

9) Un cuerpo de 0.2 kg se lanza desde un punto a 20 m por encima de la
superficie terrestre, formando un dngulo de 60°hacia arriba, con velocidad
de 20m/s. a) ;Cudl es su energia total? b);Cudl es su energia total cuan-
do estéd a 25 m sobre el nivel del suelo? ¢);Cuadl es su velocidad a esa altura?

10) Un objeto de masa m cae resbalando con velocidad inicial despre-
ciable desde lo alto de una superficie semiesférica de radio R. Expresar el
angulo para el cual deja de estar en contacto con la superficie.

11) Un bloque de 2kg situado a 5m de altura y en reposo, empieza a
deslizar sobre una rampa sin rozamiento y a continuacién recorre 6 me-
tros sobre una superficie horizontal rugosa hasta que se para. a)Calcula la
velocidad del bloque hasta al final de la rampa. B) Calcula el trabajo reali-
zado por el rozamiento sobre el bloque. c) Halla el valor del coeficiente de
rozamiento entre el bloque y el plano.

12) Se dispara una bala de 10 g en direccién horizontal y choca con un
bloque de madera de masa 10 kg que esta en reposo sobre una mesa hori-
zontal. La bala queda incrustada en el bloque y el conjunto resbala sobre la
mesa, recorriendo 0.15 m hasta pararse. El coeficiente de rozamiento entre
el bloque y la mesa es de p = 0,4. Calcular: a) La velocidad del conjunto
después del choque. b) La velocidad de la bala antes del choque.

13) Calcula la potencia desarrollada por un ciclista que, con su bicicleta,
pesa 700 N y sube una pendiente de 10 grados a velocidad de 30km/h.

14) Un objeto de 10kg de masa se eleva verticalmente hasta cierta altura,
a la que llega con una velocidad de 20 m/s. Para ello se ha realizado un
trabajo de 6K]J. ;Cudl es la variacion de energia potencial? Calcula la altura
alcanzada por el objeto.

15) Con un motor de 2C.V. se eleva una carga de 20 kp a 30m de altura.
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(Qué tiempo se emplea, suponiendo un rendimiento del 80 %?

16) Se dispara unabala de 10 g, con velocidad de 800m/s y se incrusta en
un bloque de madera, en el que alcanza una profundidad de 30cm. Calcula
la fuerza media con la que se opone la madera al movimiento de la bala.

17) Calcular el rendimiento de un turbina que recibe un caudal de
20m>/s de agua a una velocidad de 20m/s, produciendo una potencia de
2.352 - 10°W.

18) Un moto elevador, de 4CV de potencia, se usa para llenar un depési-
to de 200 metros ctbicos cuyo borde estd situado a 3 m sobre el nivel de
un lago. Calcular, si el rendimiento del motor es 0.8, el tiempo empleado
para esa tarea.

19) Se quiere instalar una bomba para elevar el caudarl de 420]/min de
agua a un depdsito que se encuentra a 25 m de altura. Calcula la potencia
del motor, en CV, si su rendimiento es del 75 %.

20) Un cuerpo de 2kg se lanza sobre un plano horizontal con una ve-
locidad inicial de 6 m/s. Si el coeficiente de rozamiento vale 0.3, calcula el
tiempo que tarda en detenerse y el espacio recorrido. Finalmente, calcula
la energfa disipada.

21) Un bloque de 2kg se lanza a lo largo de una superficie horizontal
rugosa con i = 0.2 y velocidad de 20 m/s. Una vez el bloque ha recorrido
5m por la superficie horizontal, encuentra una rampa inclinada 30 grados
con respecto a la horizontal, con mismo coeficiente de rozamiento. Calcula
la altura que alcanza el bloque, medida sobre la horizontal, al ascender por
el plano inclinado.

22) Una masa de 2kg es lanzada con velocidad de 10m/s desde la posi-
cién A y sigue una trayectoria horizontal. En el punto B (a la derecha de
A) sigue una trayectoria curvilinea en forma de U hasta llegar a un punto
D, al borde de un plano inclinado de 60°respecto la horizontal. Indica de
forma razonada a qué altura asciende en el plano inclinado.

23) Un cuerpo de masa m y pequefias dimensiones desliza sin roza-
miento por el riel de un plano inclinado a grados, hacia abajo partiendo
del reposo. En el extremo del plano, a altura cero, hay un “loop” de radio
R. La altura méxima del plano inclinado es OA=3R, y la distancia BD del
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punto inferior B del loop y del plano inclinado hasta un punto horizontal
D es BD=5R. Halla la velocidad en B, en C (punto mas alto del loop), y en
D (final del trayecto). En el caso de que existiera una fuerza de rozamiento
constante durante todo el trayecto, de valor F = mgsin 0, indica el lugar
donde se detiene el cuerpo.

24) Un punto material o particula se mueve sobre el eje OX desde el
origen hasta un punto situado 2 m en el eje positivo de ese mismo eje. La
fuerza es F = 2x + 3x°. Calcula el trabajo realizado sobre la particula.

25) Una particula de 0.5 kg se mueve con una velocidad de 2 m/s y
choca con otra de 0.6 kg que estaba en reposo. Suponiendo que el choque
es perfectamente eldstico, hallar la velocidad de cada particula después del
choque.

26) Una pelota de 0.1kg choca perpendicularmente con una pared a
2 m del suelo. Si la velocidad de la pelota era de 15 m/s, calcular: a) La
distancia respecto de la pared a la que llega al suelo. b) Las componentes
de la velcoidad en ese momento. ¢) La altura maxima alcanzada tras el
choque. Ayuda: suponer que todos los choques son eldsticos.

27) Una bola de 2kg, animada con velocidad 0.8m/s, choca frontalmente
con otra de 3kg y velocidad 0.4m/s en la misma direccién y sentido. Supo-
niendo que el choque es eléstico, calcular: a) Las velocidades después del
choque. b) El cambio en el momento lineal de cada bola. c) El momento
lineal total.

28) Una pelota se deja caer desde 2m, y después de botar en el suelo
alcanza una altura de 1.2m. Calcular: a) El coeficiente de restitucion. b) La
velocidad con que deberia llegar al suelo para que alcanzara 3 m de altura.

29) De un mismo punto en el techo cuelgan dos hilos inextensibles de
masa despreciable. En los entremos se cuelgan dos masas m;, m,. La pri-
mera masa vale 0.1kg y la segunda 0.2kg. La toma la segunda masa y se
lleva hasta una altura d respecto la primera masa, que se queda colgando
en posicién vertical. Si d vale 0.2 m, y se deja caer la segunda masa sobre
la primera, hallar las alturas que alcanzan las bolas en los siguientes casos:
a) Elastico. b) Completamente inelastico (k=0). c¢) Semieléstico con k=0.9.

30) Un bloque de 2kg se mueve en un plano con velocidad @ = 3 +4 j_.)
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Este bloque choca contra otro de 1kg y velocidad ¢ = 6i+8 ]f Tras el choque
permanecen unidos. Calcula la pérdida de energia cinética tras el choque.

31) Una bolita de acero de masa 10 g cae sobre un alosa de marmol y
después de botar alcanza una altura igual al 90 % de la desde la que cae.
Si se deja botar de forma continuada, calcular: a) La altura a la que sube al
cabo de cinco botes. b) La pérdida de energia cinética total al cabo de los 5
botes.

32) Calcular la energia cinética de rotacién de un cilindro de 2kg y 6 cm
de radio, si gira a razén de 200 vueltas por minuto alrededor de su eje de
simetria.

33) Un disco de masa 20 kg y radio 0.8 metros estd inicialmente en
reposo y se le aplica una fuerza de 20 N tangente a su borde durante 10 s.
Calcular sus velocidades angulares al cabo de: a) 2s, b) 8s, c) 10 s. Calcular
su energia cinétia al cabo de 8 s.

34) Las partes giratorias de una méquina tiene una masa de 50kg y un
radio de giro de 50cm. Calcular, cuando giran a 1200r.p.m., a) el momento
angular, b) la energia cinética, c) el par que es necesario aplicar para con-
seguir esta velociad angular en 10 s, partiendo del reposo.

35) Un volante de Im de didmetro puede girar libremente alrededor de
un eje perpendicular a su centro. Se arrolla una cuerda sobre la circunfe-
rencia del volante, que inicialmente esta en reposo, y se tira de ella con una
fuerza de 10 N constante. En 5 segundos, se han desenrrollado 8.6 metros
de cuerda. Calcular: a) la aceleracién angular al cabo de 5s, b) La velocidad
angular en dichos 5 segundos, c) la energia cinética en ese tiempo, d) el
momento de inercia del volante.

36) Un cilindro macizo de 80 cm de didmetro y 100 kg de masa rueda
sin deslizar por un plano inclinado de 5m de altura. Sabiendo que en la
parte superior del plano estaba en reposo, calcular su energia cinética: a)
de traslacién, b) de rotacién, c) total, cuando haya llegado a la base del
plano.

37) Una regla de longitud L se sostiene verticalmente por un extre-
mo apoyada de un plano horizontal y se deja caer. Hallar la velocidad del
otro extremo al llegar al suelo, si el extremo apoyado en el suelo no resbala.
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38) Desde lo alto de un plano inclinado se sueltan un cilindro y una
esfera homogéneos, de masa m y radio R, iguales, pero la esfera se suelta 1
segundo después del cilindro. Suponiendo que ruedan sin deslizar y que
no hay rozamiento, razona si la esfera alcanza al cilindro. En caso afirma-
tivo, calcular el tiempo que tarda en alcanzarlo.

39) Una rueda gira con velocidad angular de 500 r.p.m. alrededor de un
eje de momento de inercia despreciable. Una segunda rueda, inicialmente
en repososo e idéntica a la anterior, se conecta mediante un embrague al
mismo eje. Calcular la velocidad angular del conjunto. Razonar si se con-
serva la energia cinética.

40) Una bola de billar recibe un golpe con el taco. Si conocemos la velo-
cidad incial de la bola, vy, su radio R, su masa M y la fuerza de rozamiento
que la permite rodar sin deslizar, calcular cudnto avanza la bola antes de
detenerse.

41) Un cilindro se coloca en la parte superior de un plano inclinado 20°y
d elongitud 9/6 metros. Si el cilindro rueda sin deslizar, hallar la velocidad
con que llega al final del plano.

42) Dos cuerpos de igual masa descienden por un plano inclinado desde
la misma altrua. Uno de ellos rueda sin deslizar y el otro desliza sin rodar.
Se supone que ambos tienen la misma forma. Explica razonadamente cudl
llega antes al suelo.

43) Una barra de longitud 0.80 m y masa 6.4kg estd suspendida de un
eje horizontal a 20 cm de su extremo superior. En su extremo inferior choca
un cuerpo de masa 1kg que se desplaza horizontalmente a 10m/s y que tras
el choque sigue con velocidad de 4m/s. Calcula: a) la velocidad angular de
la barra después del choque, b) la velocidad lineal de los dos extremos de
la barra, c) la pérdida de energia cinética del sistema. Dato: el momento
de inercia de la barra respecto a un eje que pasa pro su centro es igual a
I=(1/12)MI2.

44) Un yo-yo estd formado por dos discos de 6 cm de diametro y 0.5
cm de altura unidos por otro cilindro de 2cm de didmetro y 1 cm de altura.
Todos ellos son coaxiales. Sobre el cilindro central se arrolla un hilo de
1.5m de longitud y masa despreciable y se suelta el YO-YO. Calcular la
velocidad del sistema cuando haya descendido 1 metro, sabiendo que la
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masa de cada disco es de 50 g y la del cilindro interior es de 2g.

45) Dos particulas iguales, de masa m, se cuentran en los extremos de
una varilla de longitud L y masa despreciable. El sistema gira con veloci-
dad angular w, constante, en torno a un eje fijo perpendicular a la varilla
a una distancia 1/3 de uno de sus extremos. Calcular: a) la velocidad del
centro de masas, b) el momento angular respecto al punto de corte co nel
eje de giro, c) la energia cinética del sistema.

2.11. Ejercicios avanzados

1) MRUA en 1D y 3D. Supongamos que la aceleraciéon es constante de
un cuerpo y que se conoce la velocidad inicial del mévil y su posiciéon
inicial. Hallar la posicién y la velocidad del mévil en 1D y 3D.

2) Movimiento de una pulga. Una pulga salta 0.1 m en un salto ver-
tical. Halla su velocidad inicial. Si ha alcanzado esa velocidad mediante
una extensioén de sus patas en una distancia de 0.0008 m, halla su acele-
racion inicial. La distancia de aceleracion en el ser humano es de 0.5 m.
Si un hombre saltase con la misma aceleracién que una pulga, calcula la
altura a la que llegaria. Solucién: v(pulga,0)=1.4m/s; a=1226m/s*, h=62.5m.

3) Supongamos una particula distante 0.1 m de un eje motor que gira a
3000rpm. Calcula la aceleracién centripeta del objeto y compararla con la
de la gravedad. Sol.: a/g=4028.

4) Supongamos un objeto de 5 kg de masa y velocidad de 5m/s. En t=0,
el objeto entra dentro de una zona donde experimenta una aceleracién de
resistencia, proporcional a la velocidad, 2 = av, y donde a es una constante
positiva igual a 2s7!. a) Hallar la expresion para la velocidad del objeto a
los 0.5 s, suponiendo que en el instante inicial el objeto estaba en el origen
de coordenadas. b) Hallar las coordenadas del punto donde se para. Sol.:
x(t) = vo/a(l — e, x(0,5) = 2,5m.

5) Un hombre pesa 80 kg y un chico de 40kg de masa llevan patines
en una superficie de hielo con rozamiento despreciable. Tras empujarse
mutuamente, el hombre se leaj del chico a una velocidad de 0.3 m/s respec-
to al hielo. Halla la distancia a la que se encuentran al cabo de 5s. Sol.: 4.5m.
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6) Una rana de 50 g de masa estd en el extremo de una tabla de madera
de 5 kg de masa y de 5 m de longitud. La tabla esta flotando en la superficie
de un lago. La rana salta con velocidad inicial vy formando un dngulo de
30°con la horizontal. Calcula el valor de la velocidad inicial para el que la
rana, al saltar, llega al otro extremo de la tabla. Suponer despreciable el roza-
miento de lamadera y el agua. Sol.:vj = gL/((1+m/M) sin 60). vy = 7,49ms.

7) En los dos extremos de una cuerda que pasa por dos poleas estan
colgadas dos masas iguales m. Hallar la distancia que baja una tercera
masa del mismo valor m si se encuentra colgada en el centro de la cuerda.
La distancia entre los centros de las poleas es de 2 m. Sol.: 0.58 m.

8) Una aplicacién interesante del principio de accién y reaccién es la
propulsién a chorro. Este sistema es aplicado no sélo por las tecnologias
humanas, sino también por la Naturaleza. Aviones, cohetes y similares
usan el mismo principio que usan el calamar y el pulpo para realizar mo-
vimientos. Estos animales guardan cierta cantidad de agua en una bolsa y
la expelen para propulsarse de forma rauda que en ocasiones les permite
huir de depredadores potencialmente peligrosos. En este problema vamos
a observar y explicar la ventaja de usar un cohete de varios cuerpos o
etapas sobre uno monoetapa. A) Suponer que un cohete de una sola etapa
tiene una masa de 13 toneladas, de las que 9.75 son de combustible. Si el
cohete estd inicialmente en reposo, halla la velocidad inicial cuando aca-
ba el combustible. b) Suponer que un cohete similar, con la misma masa,
estd formado por 2 cuerpos, uno con una masa de 12 toneladas, de las que
9 son de combustible, y otro de 1 tonelada, de la que 0.75 es combustible.
Cuando se agote el combustible del primer cuerpo, halla la nueva velo-
cidad inicial. Tras este hecho, se enciende el otro cohete, teniendo como
velocidad inicial la velocidad inicial de la primera etapa. Halla ahora la
nueva velocidad final cuando se agota el combustible de la segunda etapa.
Compararla con el resultado a). c) Deducir las expresiones teéricas de la
velocidad del cohete monoetapa y multietapa.

9) En un estudio sobe el vuelo de los insectos se puede suponer que
el mecanismo de sustentacion es puramente mecédnico y que viene dado
por la fuerza de reacciéon que ejerce el aire impulsado por sus alas. Supo-
niendo que el animal tiene una masa m = 0,001g, que el 4rea de sus alas
es de 0.006cm? y que la densidad del aire es de 0,0013¢/cm?, calcular la
frecuencia con que el insecto ha de mover las alas para sustentarse. Dato:
Fs = MAVpAZ*w?/m. Sol.: 1292 Hz. Obs.: discrepancia de 5 veces la obser-
vada debida a la viscosidad del aire, con lo que el volumen batido es 1/25



112 CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA FISICA

el volumen de aire en movimiento debido a la interaccion de las moléculas
de aire.

10) A partir de la ley de gravitacién universal, calcular la aceleracion
de la gravedad terrestre.

11) Un satélite describe una 6rbita circular de radio R en torno a un
exoplaneta. El periodo de rotacién es T y constante. Hallar la relacién entre
el radio de la 6rbita y el periodo orbital del planeta.

12) Un camioén transporta una caja de 200 kg de masa uniformemente
repartida. La caja tiene 2 m de altura y su base es un cuadrado de 1m de
lado. El coeficiente estdtico de rozamiento entre la caja y la plataforma del
camioén vale 0.8. Hallar la aceleracion constante que ha de adquirir el ca-
mioén para que la caja vuelque. Sol.: a=0.5 g para que no se vuelque, a=0.8
g para que no resbale. Si el rozamiento fuese de 0.3, 0.5 g para no volcar y
0.3 g para no resbalar.

13) Hallar la velocidad mdaxima que un coche puede tener al entrar
en una curca con curvatura R, dngulo de peralte ¢ y rozamiento u entre
neumadticos y asfalto. Para dngulos pequefios hallar su aproximacién de

Pty

L-opu
14) Un individuo se mueve sobre el borde de la plataforma de un tiovi-

vo y con el mismo sentido de giro. Usando la forma de la fuerza centripeta,

encontrar la expresion de la fuerza ficticia de Coriolis que siente el indivi-
duo.Sol:v=v +w X 1,4, = v*/R + w’R + 2wv

orden cero y de orden 1. Sol.: v(aprox)= y/uRg, v(approx,1)= . [RG

15a) Un hombre esta ubicado sobre un trineo en la nieve sin rozamien-
to. Con una ametralladora dispara balas de 0.013 kg con una velocidad de
salida de 800 m/s. a) Halla la cantidad de movimiento de cada bala. b) Si
cada tiro dura 0.2 s, halla la fuerza media experimentada por el hombre
por cada bala que dispara. c) Halla la velocidad que alcanza el trineo con el
hombre y la ametralladora (masa total 90 kg) tras disparar 100 balas. Des-
preciar los rozamientos con el aire, el suelo y la pérdida de masa debida a
la pérdida de la masa de las balas disparadas. Sol.: 11.5m/s.

15b) Calcular los siguientes momentos de inercia: a) Esfera hueca res-
pecto a un eje por su didmetro. b) Esfera maciza por su didmetro. c) Ci-
lindro hueco respecto al eje de simetria. d) Cilindro macizao respecto al
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eje de simetria. e) Barra delgada respecto a un eje perpendicular que pa-
sa por el centro. Sol.: a) 2/3MR?,b) 2/5MR?, c) MR?,d) 1/2MR?, e) 1/12ML?.

16) Un par de estrellas giran alrededor de su centro de masas. La masa
M de una de ellas es el doble de la masa m dela otra. Los centros de las estre-
llas estdn a una distancia d grande comparada con sus radios. A) Deducir la
forma del periodo de rotacién de las estrellas alrededor de su centro de ma-
sas. B) Comparar los momentos angulares de las dos estrellas respecto del
centro de masas comun. C) Calcular el cociente entre sus energias cinéticas
de traslacion. Sol.: A) t = 21 +/d3/(3Gm), B) L,, = 4/9mwd?, Ly = 2/9wmd?,
Ly/Ly =1/2.C)E,/Ep = 2.

17) Una estrella homogénea de radio R y masa M gira con velocidad
angular w. Sabemos que la estrella se contrae debido a las fuerzas gravi-
tacionales internas por la ley R = Ry(1 — Kt), donde K es una constante.
Calculas la variacion de la velocidad angular de rotacién en funcién del
radio y del tiempo. Sol.: w = wy/(1 — Kt).

18) Un objeto de masa m situado en un punto P con una latitud A en el
hemisferio Norte cae hacia la superficie terrestre. Se supone que P estd muy
cercano a la superficie. Deseamos calcular la desviacion respecto de la ver-
tical local del punto P, en cada instante del tiempo, debida a la rotacién de
la Tierra (fuerza de Coriolis, F = —2mw X v). Sol.: I(0) = m(r + Ar)? cos? A,
I(t) = mr? cos? A, w(t) = w(1 + Ar/r)>.

19) La tension maxima de la fibra lisa de los musculos aductores de
los moluscos bivalvos es de 80 N/cm?. Supongamos que la distancia de
insercion de los musculos hasta la articulacion de las valvas es de 0.5 cm
y que la longitud de las valvas es de 5 cm. Hallar la fuerza que tendre-
mos que hacer para abrir un molusco si el musculo correspondiente es un
cilindro de 2mm de radio. Sol.: F(m)=10.05N, F(abrir)=M(max)/d=1.01N.
Nota: recordar que en equilibrio oF = 0,0M = 0.

20) Dos personas de distinta estatura llevan una caja juntos. a) Calcula
quién hace més fuerza. b) Si la caja tiene 5 kg de masa repartida uniforme-
mente, halla la fuerza que hace cada persona. Suponer que las fuerzas que
realizan son verticales. Sol.: F; = 5,77N, F, = 44,23N.

21) El musculo deltoides sube el brazo hasta posicion horizontal. El
musculo estd fijado a 15 cm de la articulacién y forma un angulo de 18
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grados con el hiimero. Suponiendo que el peso del brazo es de 40 N y que
se puede aplicar todo él en el centro de masas situadoa 35 cm de la arti-

., . ., = » .
culacién, calcular la fuerza que hace la articulacién R, el angulo que dicha

fuerza forma con el himero cuando el brazo esta horizontal y la tensién T
que realiza dicho musculo. Sol.: R = 292,15N, ¢ = 10,51°. El deltoides hace
una fuerza de 302.03N pero la articulacién a 292.15, unas 8 veces el peso
que levantan. A pesar de ello, este sistema tienen gran movilidad, que no
tendria si el muisculo estuviara a mayor distancia.

22) Cuando una persona estd de pie, los huesos de las piernas estdn
distribuidos de forma que la fuerza fa es la realizada por los aductores, R

es la realizada por el ileon sobre la cabeza del fémur, y P.esel peso de la
pierna. Hay también una normal que ejerce el suelo sobre las piernas. Si la
persona es de 85 kg, la pierna tiene 10kg de masa y el a&ngulo a es de 60°,

hallar F,, R, . Sol.: F=691N, R=980N,¢ =69.35°.

23) Una pierna se mantiene en equilibrio gracias a la accién del liga-
mente patelar. A partir de las condiciones de equilibrio halla la tensién T
del ligamente, y el valor y direccién de la fuerza R oblicua hacia el suelo
ejercida sobre los huesos. Datos: masa de la persona 90 kg, masa de la pier-
na 9 kg, angulo que forma la tensién con la horizontal 40°. Sol.: T=4668N,
@ =43.16°. R=4902N.

24) Sobre el tendon de Aquiles se ejercen diferentes fuerzas sobre un
hombre de 90 kg cuando estd agachado. La fuerza de contacto ejercida por
la tibia acttia en el punto O. a) Determinar el médulo de la fuerza que
realiza el tendén de Aquiles. b) El médulo y la direcciéon de la fuerza de
contacto necesarios. Sol.:a) N=441.45N, T=5975N, ¢ = 41,19°. b)F=6257N.

25) Deducir la expresion de la energia potencial gravitatoria a baja al-
tura, a partir de la forma encontrada a nivel planetario.

26) Un bloque de 5kg, sujeto a un muelle de constante 500N/m, desliza
por un plano si rozamiento. Si se comprime el sistema formado por el
muelle (sin masa) y el bloque una distancia 5 cm respecto a la posicién de
equilibrio: a) Determina la energia potencial eldstica almacenada en el sis-
tema. b) Halla la velocidad maxima del muelle y su posicién en ese instante.

27) Se determina que el crdneo humano se rompe cuando un objeto
con un drea superficial de pocos cm cuadrados incide produciendo un es-
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fuerzo de 5 - 10°N/m?. Un martillo con cabeza cilindrica de 2kg de masa y
didmetro de base 2.5 cm se suelta desde una altura h y, por desgracia, cae
sobre la cabeza de una persona calva con la base del martillo paralela a la
superficie de la cabeza. Si el contacto entre la cabeza y el martillo dura 2ms,
halla el médximo valor de h para el que no hay rotura de craneo. Sol.: 7.68 m.

28) Una bola de 5kg de masa se mueve horizontalmente con una ve-
locidad de 10 m/s. Choca de forma eléstica contra un plano inclinado de
45°de 25 kg de masa y que esta inicialmente en reposo. Si se desprecia el
rozamiento, halla: a) la velocidad de la bola tras el choque, b) la veloci-
dad del plano inclinado tras el choque, c) aparentemente no se cumple la
conservaciéon del momento lineal, dado que antes del choque solo exis-
te momento en la direccién horizontal y tras el choque hay momento en
ambas direcciones. Comentar el resultado. Sol.: a)2m/s, b) 8.94m/s, c)Hay
fuerzas externas, por lo que el momento no tiene por qué conservarse.

29) Calcular la velcoidad que ha de tener un proyectil para que, dispa-
rado verticalmente, pueda escapar del campo gravitatorio terrestre (Radio
terrestre igual a 6370 km).

30) Pierre Simon de Laplace fue el primero en considerar objetos tan
densos que ni siquiera la luz pudiera escapar a ellos. Estos objetos se llaman
agujeros negros. La teoria de los agujeros negros eclosion6 con la teoria de
la gravitacion relativista, o relatividad general, y la moderna Cosmologia
y Fisica Teérica. Clasicamente, los agujeros negros no emiten radiaciéon
alguna luminosa, pero podemos calcular el radio de un objeto compacto
tipo agujero negro para que la luz no pueda escapar. Expresa el resultado
en funcién de la masa del Sol y de la masa de la Tierra.

31) Un estudiante de Fisica, tras leer la obra de Julio Verne De la Tierra a
la Luna , piensa en la posibilidad de colocar un satélite en 6rbita mediante
un proceso parecido al usado en la obra del prestigioso escritor: mediante
un cafién de gran potencia se diapara un proyectil que se situara en 6rbita.
Analizar la posibilidad real de usar este procedimiento. Sol.: el exigir que
se cumplan las dos leyes de conservaciéon (momento angular y energia)
més la segunda ley de Newton lleva a sin® ¢ = (R2 +h?+2R;h)/(R2 + 2R7h).
Mediante un impulso tinico inicial es imposible poner en érbita un cuerpo
con el proceso Verne.

32) Una masa m estd situada junto a un muelle sin masa y de constante
elastica k. Se comprime el muelle y después se suelta de golpa, oscilan-
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do alrededor de la posicién de equilibrio (sin rozamiento). Encontrar, por
analisis dimensional, la dependencia del periodo T de la oscilacién en fun-
cién de los dos pardmetros del sistema m y k.

33) Aproximadamente, las necesidades alimenticias de los individuos
noramles de un mismo género son proporcionales a su masa. Aunque el
novelista Jonathan Swift no conocia las leyes de escala, aventuré en su libro
Los viajes de Gulliver que los liliputienses debian dar 1828 de sus raciones
al gigante Gulliver, doce veces mayor que ellos. Razona la correccién o
incorreccién de dicha conjetura. Sol.: Es correcta por scaling.

34) Comparar la velocidad normal de pase de dos personas de la misma
complexién y alturas Li, L,. Suponer que, paseando, el tiempo que tarda
una pierna en dar un paso viene dado por el periodo de un péndulo simple
de longitud proporcional a la de la pierna. Sol.:v1 /v, = VL /L.

35) Una hormiga puede levantar 3 veces su peso. Mientras, un elefante
s6lo puede con la cuarta parte. Si las dimensiones medias son, respectiva-
mente, 1.2 y 504 cm, razona si es correcto decir que la hormiga es la més
fuerte.Sol.: No. Por scaling seria mds fragil. El elefante del tamafio de la
hormiga también seria poco éptimo.

36) Supongamos que nos persigue un oso enfadado y hambriento. Si
al intentar escaparnos corremos por un plano horizontal, su velocidad es
superior y nos alcanzard. Usando argumentos de andlisis dimensional, de-
mostrar que para tener mds posibilidades de escapar es preferible correr en
subida. Suponer que la potencia muscular depende del drea de la seccion
transversal méaxima del mtsculo. Sol.: P ~ [3v,v ~ L.

37) Comparando la habilidad de los animales para saltar, hacemos ex-
perimentos con mamiferos e insectos. Supongamos que en el caso de los
mamiferos, la altura del salto NO depende del tamafio de los animales
y que en cambio, cuando se realizan experimentos con insectos, observa-
mos que la altura del salto depende del tamarfio segtin un scaling de tipo
h ~ L*3. Indica cudl de las siguientes hipétesis es la mds correcta en cada
caso: a) La energia suministrada por unidad de masa del musculo es la
misma para todos los animales. b) La potencia suministrada por unidad
de masa del musculo es la misma para todos los animales. Sol.: a) Plausible.
b) Plausible con insectos, pero implausible con mamiferos.

38) Demostrar a partir del teorema del trabajo y la energia que un ani-
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mal serd tanto mds rdpido cuanto més ligeras sean sus patas y cuanto més
largos sean los muisculos de sus patas. Probar también que la velocidad de
carrera de los animales no depende del tamafo. Sol.: F,,d = 1/2mv?, v* ~ 1.
La velocidad de carrera de dos animales de mismas dimensiones y misma
especie similar.

39) Determinar como depende de las dimensiones de un animal te-
rrestre la energia por unidad de masa y de longitud recorrida usada en
moverse. Sol.: C ~ L™3/2 ~ M~1/2. Nota: datos de la revista Science en 1972,
por Schmidt y Nielsen, dan una dependencia con respecto a la masa con
exponente -0.4. Las discrepancias con los argumentos de este problema
se deben a las hipétesis limitadas usadas. Un perfeccionamiento de las
hipétesis permite acercarse al comportamiento experimental real, pero la
aproximacion trivial funciona relativamente bien aqui.

40) Experimentalmente se observa que el coste energético por unidad
de masa por unidad de longitud recorrida C en animales que nadan depen-
de de la masa segtn un exponente -0.3. Justificar este resultado mediante
argumentos dimensionales. Sol.: C ~ M3, pues P = Fv ~ L?0°. Nota:
usar que hay que evaluar C suponiendo que el oxigeno entra en el cuerpo
proporcional a su superficie, y la relacion usual entre masa y volumen.

41) Comparando el ritmo metabdlico de 1000 bacterias de 10um de
didmetro con otro colectivo de bacterias de 20um se observa que el ritmo
metabdlico de la primera es de 2kcal/dia, y el de la segunda es de 8kcal/d1ia.
Razonar si este comportamiento es compatible con una ley de escala de
tipo RM ~ M?3.

42) Supongamos que tenemos un cachalote de 500kg, y que puede
permanecer bajo el agua media hora sin respirar. Estima el tiempo de in-
mersioén de una ballena de 5000kg. Suponer que el ritmo metabélico es a)
proporcional al 4rea, b) proporcional a M**. Sol.: a) 64.63min. b) 53.35 min.
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Capitulo 3

Oscilaciones

3.1. Movimiento armdnico simple (M.A.S.)

Un movimiento armoénico simple (M.A.S.) es un caso particular de mo-
vimiento oscilatorio. Se define como la proyeccién sobre una recta de las
posiciones de un Movimiento Circular Uniforme (M.C.U.). Este hecho pue-
de observarse en el siguiente dibujo:

Rayos paralelos de luz

o Rayos paralelos de luz \
et b [T

PQ ‘f\/om ('\/

eI 15 Q
R | — '
; | P Py
o o o 0 0 0 o Pu1 'N'S' M
PFPQORNS M T
B Sombra del MCU sobre
A una pantalla
Sombra del MCU sobre Y. o
una pantalla

Observacion: El MAS constituye en un movimiento de “vaivén” sobre
la recta de proyeccién de una particula, en torno a un punto central de equi-
librio, y posee una amplitud maxima y una amplitud minima. Por tanto, el
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MAS no es méas que un MCU “camuflado” o “difrazado”. El ejemplo tipico
es el de un muelle como éste

3.1.1. Cinemaética de un M.A.S.

Usando como referencia el MCU no proyectado del que deriva un MAS,
tenemos unas magnitudes que definiran este movimiento:

s Velocidad angular w.
= Angulo ¢.

Recordemos que un MCU tiene una serie de ecuaciones, determinadas por

a=0 (3.1)
Aw = w — wy =0 — w = constante (3.2)
®o (3.3)
De donde
a=0 (3.4)
Aw =0 & @ = constante (3.5)
P =@po+wt (3.6)

Queremos proyectar sobre una recta este movimiento. Si elegimos que
la recta se el eje OX, tendremos por descomposicién trigonométrica:

x(t) = Rcos ¢ (3.7)
¢ =@(t) = wt+ @o (3.8)
(3.9)

y entonces
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x(t) = A cos(wt + @) (3.10)

Nota: Se prefiere usar en vez de R la letra A para recordar que es el
maximo valor de la amplitud del movimiento, y este caso escribimos la
ecuacion fundamental del MAS de la siguiente forma

X(t) = Acos(wt + @) (3.11)

Se puede proyectar también sobre el eje OY, obteniendo en tal caso

Y(t) = Asin(wt + @o) (3.12)

Comentario: Hay que recordar las propiedades trigonométricas si-
guientes, porque resultan ttiles en la préctica

Tt .
cos(p + E) = —sing

_ s
sin(¢p + E) = Cos @

Esto significa que las gréficas del seno o del coseno son la misma fun-
cién, pero desfasadas un angulo de 7t/2 radianes (se diferencian en una
traslaciéon angular de esa magnitud).

De forma equivalente, tenemos también

Tt .
COS(E - @) =sinw

. T
SIH(E — @) =cos @

Conclusién: Para la Cinematica del un MAS podemos escoger como
ecuacion de movimiento una “elongacién” o vibracién elemental de for-
ma sinusoidal cualquiera (seno o coseno) porque cualquiera de ellas son
equivalentes salvo una fase inicial.

3.1.2. Parametros cinemadticos del MAS

Tomando como ecuacion fundamental del MAS

X(t) = A cos(wt + @)

tenemos los siguientes pardmetros fisicos
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» Elongacién X(t). Se llama elongacién a la posicién o estado vibratorio
del MAS en el instante del tiempo t. El centro de vibracién es el punto
X(t) = 0y se llama también punto de equilibrio.

» Amplitud. Es el valor maximo de la elongacién. Como el valor de la
funcién seno o coseno oscila entre -1 y 1, el méximo valor del MAS es
+A, mientras que el minimo es la amplitud cambiada de signo, -A.

» Fase. Es el argumento del seno o coseno que tenemos en la ecuacion
del MAS wt + @,. Suele representarse por ¢ o 0, aunque también
puede usarse cualquier otra letra griega o latina que no se confunda
con otras magnitudes. Asi

@ = wt+ @
q):a)(t—to)+(p0

en el caso de que el tiempo inicial no se sincronice con el inicio de
tiempos sino a cierto tiempor £.

» Periodo. T. Es el tiempo que tarda un MAS en pasar por el mismo
estado de vibracién o elongacion. Se mide en segundos.

» Frecuencia. Es el nimero de “vueltas” u oscilaciones en un segundo.

Se mide en herzios (Hz), con 1Hz = 1s71.

= Algunas relaciones ttiles:

1
f=7
w—z_n

T

3.1.3. Velocidad y aceleracién en el MAS
Usando la definicién de velocidad, tenemos que

_ dx(t) d

o(t) TRl (A cos(wt + @g) = —Aw sin (wt + ¢p)

de donde

u(t) = —Aw sin(wt + ¢p) (3.13)

La velocidad méaxima sera pues v,, = +Aw. De forma similar, obtenemos
la aceleraciéon

a(t) = —dZ(f) - %(‘Aw sin(wt + @p) = ~Aw’ cos (0t + @) = —w*X(t)
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luego

a(t) = —Aw? cos(wt + @o) = —aw* X(t) (3.14)

Otras relaciones: Usandolaley fundamental de la trigonometria euclidea

sin® p + cos? ¢ = 1, se puede ver que entonces sin @ = ++/1 — cos? @ y en-
tonces

o(t) = tAw \/1 — cos?(wt — @y)

Como x = A cos(wt + ¢p), tenemos
a cos(wt + @)
— = w
A Po

x2

Yol cos*(wt + o)

de donde

2
(t) = tAw4[1 - (%) = +w VA% — x?

En esta tltima igualdad hay que tener cuidado al introducir la amplitud en
laraiz y no debe olvidarse que la elongaciéon x = X(t), es decir, la elongacion
es una funcién del tiempo en un MAS.

= En los extremos del MAS, la velocidad es cero, y la amplitud vale +A
o bien -A. La aceleracion valdréd a = +Aw? 0 a = —Aw? en los dichos
puntos, dirigida hacia el centro de equilibrio en ambos casos.

» En el centro de equilibrio del MAS, la elongacion vale cero, X(t) =0y
la velocidad vale +wA, siendo positiva si se mueve hacia la derecha,
y negativa si se mueve hacia la izquierda. En dicho punto no hay
aceleracion.

El siguiente dibujo nos ayuda a resumir lo que hemos visto en este aparta-
do gréficamente
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x=A coswi

....
/ ‘
F R~y
—r\.|

position

T ] T t
0 \—/ o' 7 \—/
A

/\ v=—mA sin @!
velocity ' vd '

/\ /\
acceleration ' ' t

9
a=-w-A cos mit

r = Acosf

0 = wt

T = Acoswt

3.1.4. Dinamica del MAS

Un MAS estd gobernado por una ley de fuerza tipo Ley de Hooke,
también llamada interaccion “elastica”. Un cuerpo que reacciona ante una
fuerza estirdndose o contrayéndose de forma proporcional a la misma y la
deformacién que le produce, se rige por la llamada Ley de Hooke:

— —
Fpy = —KAx (3.15)

y donde AX = ¥—xj es el desplazamiento producido por la deformacién.

La fuerza Fy; se llama fuerza recuperadora porque todo objeto deforma-
do de esta forma tiende a recuperar su estado de longitud no deformado
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inicial, conlongitud L-, mientras no se supere el limite de elasticidad. Grafi-
camente, la expresion de la ley de Hooke en funcién del desplazamiento
se representa con un bonito ““tridngulo”:

|F]
plastico -
ruptura
elastico
lineal
elastico
no lineal
X
Para un muelle, por ejemplo, se tiene que Ax =1 -1y, y F' = k(I — Iy en

general. Podemos relacionar con un MAS la ley de Hooke empleando la
segunda ley de Newton

de donde
—kX=md — mad+kxX=0

Si consideramos un MAS en sé6lo una direccién del espacio, podemos
prescindir de las flechas de los vectores y escribir

ma+kx=0
o bien

L
m

a =

Esta tltima ecuacion es muy similar a la aceleraciéon de un MAS, a = —w?X.
Si identificamos ambas aceleraciones, se tiene que

wzzkﬁw:wfﬁema)zzk
m m

Interpretaciéon: Un MAS es el movimiento resultante como consecuencia
de la existencia de una ley de fuerzas tipo Hooke (eléstica) actuando sobre
un cuerpo. Ejemplos de este tipo son los muelles y resortes, los sélidos
elasticos y los cuerpos vibrando en régimen de “pequefias oscilaciones”
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alrededor de un punto fijo de equilibrio. Dichos movimientos son comunes
en d4tomos, moléculas u objetos de todo tipo de tamafio. También hay una
relacién entre periodo y constante recuperadora. De T = 2m/w, usando la
relacion para el MAS, se obtiene que

/m
T =2 —
MAS Tt X

Observacion: el periodo de un MAS NO depende de la amplitud del mismo.
En movimientos que no son MAS, el periodo si depende en general de la
amplitud de las oscilaciones.

3.1.5. Energia en el MAS

La ley de Hooke es una ley de fuerzas de tipo central y conservativa.
Entonces, existe una funcién energia potencial llamada energia potencial
elastica E,(el). Usando la gréfica antes vista,

Fy

y que F(x) = kx, el trabajo es el drea bajo la curva F = F(x), por tanto,
11 _ L5
W= 2Bh = 2x(kx) = ka

Luego

E,(el) = %kxz (3.16)

en donde x es la elongacién respecto del punto de equilibrio. La energia
cinética del MAS puede calcularse facilmente:

1 1
E.(el) = Emvz = Emcuz(A2 - X%
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E(el) = %k(AZ -X?) = %m(uz(Az - X?) (3.17)

La energia mecéanica serd

1 1 1
En=E. +E,= Ek(AZ - X)) = Esz = EkAZ = constante

Es decir, como debe ser, es una constante o nimero que no depende del
tiempo

1 1
E,.(el) = constante = EkAZ = Ema)zA2 (3.18)

Observamos que:

» La energia cinética es maxima si x = 0, en el centro de equilibrio. La
energia cinética es nula si x = +A, en los extremos del MAS, porque
ahi la velocidad se anula.

» La energia potencial eldstica es maxima tabmién si x = X, = +A, 0 si
X = Xpin = —A, e, 51 x = £A es maxima, en los extremos. La energia

potencial serd minima en el centro de equilibrio, x = 0.

» La energia mecanica para el MAS es una constante en cualquier mo-
mento del tiempo, porque la fuerza eldstica es conservativa.

En resumen, hay que saber que

1 . 1. .
F=KF+PFE = 3 muv® + 5}'@’:}32

1 1 .
=3 m(wAsinwt)? + 3 k(Acoswt)?

1 o . 1 . .
=3 mw? A% sin? wt + 5 kA? cos? wt

1 . . 1 . .
=3 kA% sin? wt + 3 kA? cos® wit

1 . . ) 1 .
=3 kA?(sin® wt + cos® wt) = 3 kA?
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Ea
PEHKE
> PE
0}
e
LL‘ .
—>KE
T2 T

3.1.6. Ejemplos practicos de MAS
Muelle vertical

En un muelle vertical acttian dos fuerzas: el peso y la fuerza eldstica
(despreciando rozamiento y otras fuerzas que pueda haber). El peso es
igual a P = mg y la fuerza de Hooke es F = —kX.

A A

Todas las fuerzas son conservativas, y entonces se conserva a energia
mecdanica total:
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E, = E. + E,(grav) + E,(el) = constante (3.19)

o equivalentemente

AE,, = AE; + AE,(grav) + AE,(el) = 0 (3.20)

Péndulo simple

al

En el caso de un péndulo simple, las fuerzas actuando sobre los ejes son
(nétese que ¢ = O del dibujo):

F=-P,=-Psing

Fo=T-P,< ma,=T—-Pcos¢
de donde

ma=-mgsing <> ma+mgp =0 a+gsing =0 (3.21)

Nota: Hay que destacar que el &ngulo ¢ es una funcién del tiempo. En el
limite de pequefias oscilaciones, se puede escribir que sin ¢ = ¢ y tenemos
la ecuacién de un MAS como aproximacion a dichas oscilaciones pequefias
del péndulo simple:

a+gp =0

ya que en esta misma aproximacioén x = L¢, con lo que

a+%x=0
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Esta ecuacion es la ecuacion de un MAS con
y periodo

Asi, la energfa mecanica del péndulo se conservard en las condiciones de
/" ~ . . 7 —_1 2 1

pequefias oscilaciones”, y mgh = mv* en general para dicho caso. Por la
geometria del péndulo se tiene que

Lcosp+h=L

h=L-Lcosp =L(1-cosg)

Por lo tanto, como

1
mgh = Emvz

entonces la velocidad del péndulo simple es igual a

v = 2gh = £ /2¢L(1 — cos ¢)
y cuando las oscilaciones son “pequefias”,
2
cosp~1-— % +O0(¢p?)

con lo que la velocidad en dichas condiciones es

v = +/28L(¢2/2) = +p /3L

3.2. Formulario del MAS

= Cinematica.
X(t) = A cos(wt + @)

v(t) = —Awsin(wt + @) = = VA? — 2

a(t) = —Aw? cos(wt + @p) = —w*X
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3.3.

Dinamica.
F =ma = —kx
F(el) = —kx
maw? =k
Energia.
1
E.(el) = Ek(A2 —x?)
1 5
E,(el) = Ekx
1 1
E, = —kA?> = —w?A? = constante
2 m
Ejemplos.

Muelle: AE,,(total) = 0. E,,(total) = constante
Péndulo: a+gsin ¢ = 0.Péndulosimple:a+gp = 0,sip = 0,singp ~ ¢,
con w? = g/L.

(Qué hay que saberse?

La ecuaciéon de un MAS, la ley de fuerza (Hooke) que lo genera. La
interpretacién del MAS como un MCU proyectado.

Magnitudes cinaticas del MAS: elongacién, frecuencia angular, fre-
cuencia, velocidad, fase, periodo, aceleracién, amplitud.

Cudndo es maxima y minima la elongacion, la velocidad y la acele-
racion del MAS.

Magnitudes dindmicas del MAS: fuerza, energia potencial eldstica,
energia cinética, energia mecanica.

Calcular la ecuacién de un MAS si me dan los datos adecuados ne-
cesarios.

Derivar una funcién sinusoidal, tipo seno o tipo coseno. Dibujarla de
forma esquedtica.

Péndulo y péndulo simple. Aproximacién del movimiento de un
péndulo fisico mediante un péndulo simple en condiciones de “pe-
quenias oscilaciones” en torno al centro de equilibrio del sistema.
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Resolver problemas con muelles y resortes con/sin gravedad en po-
sicion vertical y horizontal.

Deduccién de la energia potencial eldstica a partir de la gréfica F =
F(x) de una fuerza deformable en régimen lineal.

Relacién maw? = k.

Teorema de conservacion de la energia mecanica para el MAS.



Capitulo 4

Movimiento ondulatorio

4,1. Introduccion

El concepto de onda e suna nocién importante en Fisica.

Llamamos ONDA, a una perturbacién que varia en el tiempo y se pro-
paga en el “vacio” o en un “medio material”.

Las ondas pueden clasificarse de diversas formas segiin su naturaleza
y por cémo se propagan. En general distinguimos:

» Ondas mecénicas. Se propagan en “medios materiales”. Ejemplos:
ondas sismicas, ondas sonoras, ondas en una cuerda,. . . No debemos
confundir entre perturbacién y particula/s. Una particula “montada”
en una onda se mueve pero NO viaja por el medio. Es decir, una boya

133
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en el mar se mueve pero no acompania a las olas que golpean sobre
ella.

» Ondas electromagnéticas. Son las generadas por el campo electro-
magnético (superposiciéon de campos eléctricos y magnéticos E, §).
Se pueden propagar incuso en el vacio, incluso cuando aparente-
mente no hay ningtin medio que “vibre”.

Importante: El movimiento ondulatorio se puede considerar también una
forma de transmitir energia sin transporte efectivo de materia. Setin las
dimensiones donde se propagan las ondas, se clasifican en:

Unidimensionales (1D). Ejemplo: ondas de violin, ondas en una gui-
tarra,. ..

Bidimensionales (2D). Ejemplo: ondas en la membrana de un tam-
bor,. ..

Tridimensionales (3D). Ejemplo: ondas sonoras, ondas electromagnéti-
cas,. ..

N-dimensionales (ND).

Las ondas se pueden clasificar también segtin como se propagan:

» Longitudinales. Las particulas se propagan en la misma direccién en
que se mueven las ondas. Ejemplos: ondas sonoras, ondas de presion
en liquidos,. ..

» Transversales. Las particulas u objetos ondulatorios vibran u osci-
lan en una direccién perpendicular a la direccién de propagacion.
Ejemplo: ondas electromagnéticas.
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alternate stretched regions both in space and time.

Compressed ot NG ('umpl essed
AMARMAA AAAAAAAAAANAN WWWAAAAANAAANAN
|iii\i!\‘\t\\\\“iiﬂ‘ltit!ittt%‘i\\.t\\\\lt

Stretched Stretched
i

Longitudinal wave

Una onda se describe matematicamente como una funcién de onda, una
funcién matematica que depende de la posicién y del tiempo, y que sa-
tisface una ecuacién llamada ecuacion de onda. Las funciones de onda se
representan como f(x, 1), f(x,y,1), f(x,y,z,t) = f(#,t), y cada una de ellas
satisface respectivamente las ecuaciones de onda

Ly}

T
Pf_ L (Pf P
T T Ry

Pf_(Pf PP
T HE =

Una onda en N-dimensiones tendra como ecuaciéon

82_f_v(92f Pf P, +82_f)

o2 \ox? ox3 8x ox?

N

En todos los casos v es la velocidad de la onda, y si usamos el vector nabla
V, la ecuacién de ondas se puede expresar de forma sencilla y compacta
como 5

ot?

en donde hemos definido un operador V2 = V -V, que se llama operador
laplaciano. En ocasiones, ademas, se define el denominado “operador de

— vaZf
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onda” o D’Alambertiano como el operador:
1 1
2 _ w2 2 _
o=V —ﬁat —A—;(?tt
con lo que la ecuacién de onda es simplemente igual a
o’f =0

4.2. Velocidad de propagaciéon

La velocidad de propagacién (v) es por definicién la velocidad con la
que la onda se propaga.

La velocidad de propagacién depende del medio en que se propaga la
onda “en general”.

Sélo consideraremos en este curso medios denominados homogéneos e
isétropos, es decir, medios que son iguales en todos sus puntos y en todas
las direcciones. En ese caso la velocidad de propagacion es una constante
que no depende ni del punto ni de la direccién en que se mueva la onda.

Hay algunos casos particulares importantes de ondas/velocidades de
propagacion que es interesante conocer:

= Velocidad de una onda sonora en el aire. Para una sustancia gaseosa
arbitraria formada por un “gas ideal”, se tiene que

_[yRT
“TNM

en donde y es la constante adiabética del medio, T es la temperatura,
R es la constante universal de los gases ideales y M es la masa molar
del gas. Para el aire seco, considerado un gas diatémico mezcla de
gases diatémicos como Oy, Ny, ..., se tiene que Y, = 1.4 = 7/5, la
masa molar del aire es My = 29-107%kg/mol y R = 8.31Jmol K1, de
donde sale que V. = 340m/s.

» Velocidad de una onda en una cuerda. Depende s6lo del material que
forma la cuerda de la tensién T a la que se somete. Si la distribucién
es homogénea en la cuerda, definimos la densidad lineal

=

I
=3

Q

I

I
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» Ondas en medios s6lidos deformables. Suponiendo que, como en los
casos anteriores, el material sea sufientemente homogéneo e isétropo,
definimos los llamados médulos de Young en superfie y volumen
como las densidades superficiales de masa y volumen

m
«yszﬁ

m
Y E
Lavelocidad en estos casos se define de forma analoga al caso anterior

de las ondas en una cuerda:

0=

T
VY]

» Ondas electromagnéticas en el vacio. Las ondas electromagnéticas
en el vacio se propagan con velocidad constante e independiente de
la fuente que las origina:

4.3. Ondas armoOnicas

Esta seccién es MUY importante. Una onda se dice que es una onda
armonica si su perturbacion, definida por la funcién de ondas, tiene forma
de un MAS (forma sinusoidal). Matematicamente, una onda arménica es
(en 1D, una sola dimensién, por simplicidad):

f(x,t) = Asin(kx — wt + @)

f(x,t) = Acos(kx — wt + @)
f(x,t) = Asin(kx + wt + @)
f(x,t) = Acos(kx + wt + @)

Comentario: Las ondas armoénicas anteriores describen diferentes tipos de
onda. Las dos primeras describen ondas que se propagan en el eje OX
hacia la derecha. Las dos tltimas, describen ondas que se propagan en el
eje OX hacia la izquierda. Un ejemplo sencillo de como se generan ondas
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armonicas en una cuerda es el siguiente dibujo

4.3.1. Magnitudes de las ondas arménicas

Son casi las mismas que las de un MAS:

» Amplitud A. Es la méxima elongacion de la funcién de onda.
s PeriodoT.T =2n/w =1/f.

» Frecuencia. f = 1/T.

» Pulsacién, velocidad o frecuencia angular w = 2nt/T = 27 f.

» Longitud de onda A. Es la distancia entre dos maximos o dos minimos
consecutivos, o bien entre cualesquiera dos puntos que se hallen “en
fase”.
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= Numero de onda k (no confundir con la constante eldstica de un
muelle). Es el reciproco de la longitud de onda multiplicado por 27.
Sus unidades son m~! en el S.I.

4.3.2. Relaciones entre magnitudes importantes

» Periodo -longitud de onda-velocidad de propagacioén estan relacio-
nadas a través de la ecuacion siguiente:

A =0T

= Numero de onda, pulsacién angular y velocidad de propagacion
satisfacen una relacién similar

k=2
Y,

Nota: Cuando una onda cambia de propagarse de un medio a otro distinto,
no cambian ni el periodo, ni la frecuencia, pero si cambian la longitud de
onda y la velocidad de propagacion.

4.3.3. Ondas arménicas: descripcién matematica

DESCRIPCION MATEMATICA DEL
MOVIMIENTO DI\IDULATDRID

supone

////// dMCutades
ENCOMNTRAR FUNCION MATEMATICA
QUE DESCRIBA EL ESTADC DE LA ONDA CAMBIA DE L& OMDA PUEDE TEMER
CUALQUIER PUNTO DEL MEDIO POSICION COM EL TIEMPO CUALQUIER FORMA

EN CUALQUIER INSTANTE

Usamos la notacidon maés frecuente, la funcién de onda habitual se escribe
indistintamente como

y(x, t) & f(x,t) & W(x, 1)
Usaremos en general la notacién

YV = W(x,t) = Asin (kx + wt + @) 4.1)
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en donde seleccionaremos el signo positivo o negativo segin la onda
se mueva hacia la izquierda o la derecha, respectivamente. La funcién de
onda puede expresarse de forma equivalente como sigue:

W = W(x, f) = Asin (2n (% N %) + @0) 4.2)

En general, cualquier onda armonica, si posee igual signo en sus térmi-
nos wt y kx, se propaga hacia la izquierda, mientras que si los signos de
dichos términos son diferentes, la onda arménica se propaga hacia la de-
recha. El problema general del estudio de ondas arménicas se reduce en el
fondo a un problema esencial de geometria y trigonometria.

4.3.4. Casos particulares de ondas arménicas

Si el foco que genera las ondas estd en el origen y la fase incial es nula,
la funcién de onda adopta la expresién sencilla:

W(x,t) = Asin(wt — kx)

o bien
W(x,t) = Asin(wt + kx)

Si la fase inicial no es cero, se escribe y expresa usando equivalencias (en
caso de que sea posible) trigonométricas.

4.3.5. Doble periodicidad

Una onda armonica es doblemente periddica: si desplazamos un punto
x1 a otro punto x,, una distancia igual a un multiplo entero de longitudes
de onda, la funcién de onda no varia:

W(xy, t) =W(x,t) oxo—x1=nd n=0,%1,+2,... (4.3)

o equivalentemente

W(x +nA,t) = WV(x,t) (4.4)

Y si desplazamos t a un multiplo de su periodo tampoco varia

\I’(x, tl) = \y(X, t2) ot -t = nT (45)

W(x,t+nT)=W(x,t) n=0,%1,... (4.6)
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Conclusién: el movimiento ondulatorio arménico es doblemente pe-
riédico, en el espacio con la longitud de onda A y en el tiempo con T.

4.3.6. Fasey diferencia de fase

Como en el MAS, se llama fase al argumento de la funcién de onda
arm O6nica. En este caso depende no sé6lo del tiempo y la fase inicial sino
también del punto x considerado.

W = Asin(wt + kx + @) 4.7)

donde ¢ = @(x, ) es la fase.
Si el punto x esta fijo y miramos a dos tiempos o instantes t; y t,, la
diferencia de fase es Ap = ¢, — @1, en donde

P(x, ty) = wty £ kx + @
@(x,t1) = wty £ kx + @
Ap = w(t, — 1) = wAt
Si en el miso tiempo estudiamos la diferencia de fase entre dos puntos
diferentes x; y x;, tenemos que
P(x2,t) = wt £ kxy + @y
p(x1,t) = wt £ kxy + @

2
Ap = k(x; - xl)TnAx

Se dice que dos puntos estan en fase si A@ = 2mn, o multiplo entero de
2n, paran = 0,£1,.... Se dice que dos puntos estdn en oposicién de fase si
Ap =(2n+ 1), conn =0,+1,+2,.... Ademads, si estdn en fase:

Ax =nA At =nT
y si estdn en oposicion de fase

1 1
Ax—(n+5)/\ At—(n+§)T

para cualquier n =0, £1,.. ..
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4.4. Propagaciondeondas: principios, leyes y me-
didas

4.4.1. Principio de Huygens

Cada punto de un frente de onda se convierte en un centro emisor de
ondas elementales, de forma que el nuevo frente de onda es la superfi-
cie envolvente de todas las ondas elementales. Frente de onda es el lugar
geoétrico de todos los puntos que oscilan en fase simultdneamente, es de-
cir, en el mismo instante del tiempo. Este principio ayuda a entender los
fenémenos de interferencia, reflexién y refracciéon de las ondas. La imagen
que uno tiene de él es la de las ondas generadas en un lago o estanque por
el efecto de la lluvia o el lanzamiento de una piedra.

P .
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spherical wavelet
wavefront
propagated
(envelope a > 4
of wavelets)
wavefront b »
(each point
emits a
° wavelet) c c c > ¢
common
center
of both lane plane
VRETOS €vavefront d "0 wavefront
(each point propagated
emits a (envelope
wavelet) € ME  of wavelets)

4.4.2. Principio de superposicion

Sivarias ondas procedentes de lugares distintos coinciden en un punto,
la onda total se obtiene sumando sus funciones de onda:

N
@:Z\yi:\yﬁ\{fﬁ...w{m (4.8)
i=1

Graficamente, por ejemplo, se tiene algo como este dibujo

a5

00
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4.4.3. Ley de reflexion

Normal Reflected
Waves

' Reflected
“Wavefronts

Incident
Wavefronts

Para la reflexién de una onda por parte de un medio material se cumple
que

sinf; =sinf, & 6; = 6,

en donde los dngulos 0; y 0, son los d&ngulos formados con la normal al
medio por la onda incidente.
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4.4.4. Ley delarefraccién o ley de Snell(6ptica)

Incident

Refracted
Wave

Si una onda pasa de un medio a otro distinto, se cumple que

sin6, sin0;
Oy (%

(4.9)

Esta ley se llama ley de la refraccion o de Snell, y también puede escri-
birse como sigue

v, sin0,

(o sin 61'

La razoén por la que esta ley se cumple es la siguiente: el cociente de
velocidades entre el medio incidente y el refractado debe ser proporcional
al cociente entre los senos del dngulo incidente y refractado como conse-
cuencia del teorema del seno aplicado a la geometria de la refraccién de la
onda.

sinf, ot v

sin 91' v;t U;

La deduccién con dibujo puede hacerse de forma sencilla como indida
este dibujo:
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Wavefront

Surface " Medium 1

Medium 2

O también éste

Beredorrve Torex = . wueef Vi= C
(¢ = sPEep e LiauT Tw BadprTy SeaceE )

moan Dic = e O (Sven's Law )

Para el caso de una onda luminosa, la ley de la refraccién se llama ley de
Snell y en general se llama ley de la refraccion a secas. Se define, para las
ondas luminosas, el llamado indice de refraccién como el cociente entre



4.4. PROPAGACION DE ONDAS: PRINCIPIOS, LEYES Y MEDIDAS 147

la velocidad de la luz con la velocidad de la luz en el medio donde se
propaga:

n=-—
v

El indice de refraccién es igual a la unidad para el caso del “vacio”, y
més generalmente n; = c/v;. Usando el indice de refraccion, la ley de Snell
se escribe como sigue

sinf6, ot v, n; ; :
- =—=—=— ¢ |n;sinb,;, =n,sin 6,
sin9; vt v, n,

(4.10)

Algunos casos particulares de la ley de la refraccién luminosa (Snell) y
sus consecuencias:

» Sio, > v;, entonces v,/v; > 1y sin 0, > sin 0;, es decir, 0, > 0;. El rayo
luminoso u onda (si no es onda luminosa) se aparta més de la normal
que el incidente.

» Siv, <v;, entonces v,/v; < 1y sin 0, < sin 0, es decir, 0, < 0;. El rayo
luminoso u onda (si no es onda luminosa) se acerca més a la normal
que el incidente.

= Angulo limite. ;. Es el angulo incidente tal que no produce refrac-
cién, esto es, aquel para el cual 0, = 90°, i.e., sin6, = 1. Entonces,
v,Jvi =1/sinH; = 1/ sin O;, o bien

, vi N
sinf, = —=—
Oy n;

Si 0 > 0;, entonces NO se refractan ondas o rayos, y dicho dngulo
existe en general para v; < v, o n; > n,.

Nota adicional esquemética: En particular para la Optica, se tiene el
siguiente esquema resumen (en inglés por comodidad)
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Reflection

Definition: Light that bounces off
surfaces is reflected light.

Observation: Mirrors reflect light orderly
and images are formed. Surfaces that are
rough reflect light in all directions to
giving overlapping images.

Law: The angle of reflection is equal to
the angle of incidence.

Sketch:

Refraction

Definition: Light that bends as it enters another medium is
refracted light

Observation: Smooth lenses make images look bigger or

smaller (magnified with convex lenses, diminished with

cancave lenses).

Law:

« Light is bent towards the
normal as it enters a denser

* Light is bent away from the
normal as it enters a less

medium, e.g. travels from air
to glass.

dense medium, e.g. as it
passes from glass to air.

Sketches:

MNormal

MNarmal

B Incident ray
i Angle of

Incidant
-"?' incidence

ray

Glass

Mirrar

Angle of /}.
refraction |

4.4.5. Enegia, intensidad, potencia
Para un MAS, la energia mecanica se conserva:

1
E, = Ema)ZA2 = constante

Sien una superficie S tenemos N particulas en un volumen limitado por
dicha superficie 4V = SdR, entonces dichas particulas poseen una energia
L 240
AW = e AZdV

La energia de una onda, con p = m - n, y n la densidad de particulas
n = numeros de particulas/volumen, para una densidad p constante, se
escribird como sigue

1
W= > pA2*V
Para la potencia de la onda, escribiremos

daw 1,
—dt—zpwvAS

Pero como

1
constante = K = pvw’
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entonces

P = KA%S & A%S

La intensidad de la onda es por definicién

P
I== 4.11
S (4.11)
o bien
2
1=K‘25 = KA? & ] < A? (4.12)

Una onda se atentia en un medio si P = constante entre dos puntos a
distancias R; y R, del foco emisor de ondas. Suponiendo frentes de onda
esféricos se llega a ley de atenuacion siguiente:

LR = 1R} | & |ASR; = AIR3 (4.13)

4.4.6. Escala sonora (decibelios, dB)

La escala de sonoridad de una onda sonora depende de la intensidad. Se
define un valor umbral de audicién humana para el valor de la intensidad

Iy = 107?W/m? | & | Intensidad umbral | (4.14)

El llamado “nivel de intensidad”, es la escala logaritmica de la inten-
sidad sonora respecto de la intensidad umbral de referencia. Se mide en
“belios” (B). Generalmente, se prefiere el uso de los decibelios (dB), en vez
de los belios. Mateméaticamente:

S = logIi belios (4.15)
0

o bien

S(dB) = 10log Ii Escala nivel de intensidad en decibelios (4.16)
0

y donde el logaritmo es logaritmo decimal (cuidado porque NO es lo-
garitmo en base natural, de Neper o neperiano). Esta tabla orientativa
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Disparo de escopeta / Umbral de dolor
Avién despegando / fuegos artificiales
Motor de avion / martillo neumatico
Concierto de rock

Taladro

Atasco de trafico en una ciudad

Tren / secador de pelo

Trafico tranquilo / aspiradora

Conversacion normal

50dB | Sonido ambiental en una oficina

40dB |Conversacion susurrada / lluvia

30dB |[Sonido ambiental en el campo

20dB |[Estudio de grabacién vacio

10dB |Respiracion tranquila

0dB Umbral de audiciéon normal

nos ayuda a tener una idea orientativa de lo que es el nivel de intensi-
dad del sonido en la vida cotidiana.

Una onda que sufre “amortiguacién” en un medio sigue una ley di-
sipativa tipo exponencial en general, y cuya expresion se llama “Ley de
absorcion”:

en donde « es la constante de atenuacién o amortiguamiento de la onda
correspondiente en el medio disipativo donde la onda penetra.
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4.5. Ondas en una cuerda. Interferencia.

En una cuerda, mediante pulsos podemos generar ondas:

Una onda viajera se representa generalmente como

151
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> — V

t=20 {

Las ondas en una cuerda pueden producir interferencia. La interferencia
constructiva cualitativamente se ve en los siguientes diagramas

e W W

Combining the two waves in
parts (a) and (b) results in a
wave with twice the amplitude.
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When the pulses overlap, as in parts (b), (c), and
(d). the net displacement of the string equals the
sum of the displacements produced by each pulse.

7 4 5

(] = (d]

La interferencia destructiva corresponde a diagramas del siguiente tipo
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. —

When the pulses overlap, as in part (c¢), their
displacements subtract from each other.

- o

Dos ondas viajeras que se propagan en direcciones opuestas, cuando cho-
can, producen interferencia y ondas “estacionarias” (resonancias) si ciertas
condiciones matematicas (de contorno o frontera) son satisfechas. Para una
cuerda con los dos extremos fijos, las condiciones son que los extremos de
la cuerda son efectivamente fijos y no se mueven. Las condiciones de con-
torno se satisfacen solamente por ciertas longitudes de onda especificas o
concretas (con f = v/A). Tenemos que

nv

fnzﬁ
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4.6. ;Qué hay que saberse?

= El concepto de onda, su definicién, la clasificacién de las ondas, los
fenémenos peculiares que experimentan las ondas en un medio ge-
neral, la descripcién matematica de las ondas por medio de funciones
de onda.

» Lainterpretacién delos signos dentro dela fase de una onda arménica
para determinar su sentido de propagacion, y el concepto general de
onda armonica.

» Descripcion cinemética y dindmica de las funciones de onda, y el uso
de variables de un MCU, junto a la longitud de onda y otras nuevas
magnitudes, para el cdlculo de procesos ondulatorios.

» Definicién y expresiéon matemdtica de longitud de onda y namero de
onda, asi como la velocidad de propagacién y velocidad de vibracién
de una onda.

» Relacionar diferentes magnitudes ondulatorias con ecuaciones sen-
cillas.

» Sonido: expresion dela velocidad del sonido, leyes de atenuaciény de
absorcion, escala de decibelios para el nivel de intensidad. Concepto
de intensidad umbral.

» Principio de Huygens y leyes de la reflexion, refraccién e interferen-
cia.

» Determinar las condiciones para las que eiste polarizacioén y refrac-
cién de una onda, y también difraccion.

» Definicién y unidades de intensidad, potencia, energia y atenuacion
de una onda.

» Concepto de indice de refraccién. Ley de Snell y su relacién con la
ley de la refraccién general de una onda.

» Ondas estacionarias. Formacién y localizacién de nodos y vientres
en las ondas estacionarias de una cuerda.
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4.7. Formulario de ondas

Recuerda: una onda puede ser electromagnética o mecénica; unidimen-
sional, bidimensional, tridimensional,. . . ; longitudinal o transversal.

Recuerda: una onda experimenta una serie de fenémenos peculiares,
denominados reflexion, refraccion, difraccién, polarizaciéon (ondas trans-
versales), amortiguacion (al propagarse en un medio general) e interferen-

Cla.

La funcién de onda es una funcién matematica W(x,t) = W. Para una
onda armonica, tenemos la funcién de onda de tipo sinusoidal:

W(x,t) = Asin(wt  kx + @p) = A sin(ZR(% + %) + ©0)

Velocidad de progaciéon: A = oT.

Velocidad de vibracién: V = dd—\f
2
Aceleracién de vibracién: a = ddT\f

Relaciones ttiles:

T=2n/w, A =2n/k, w =2nf, f =1/T, v = kT, w = vk.

. . T yRT
Velocidad del sonido: v, = ﬁ =\ ~ 340m/s

Ley de reflexion: 0; = 0,.

sin@; sin0,

Ley de refraccién (Snell): n;sin 6; = n,sin 0, n; = c/v;.

i Oy
A 2n +1)A
Ondas estacionarias: Nodos en x = %.Vientres en x = % para

todoenteron =0, £1, .. ..
Intensidad: I = kA?
Atenuacién: IR? = constante

Absorcion: I = Ipe™*
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Escala de decibelios y nivel de intensidad sonora: S(dB) = 10log (IL)
0

para la frecuencia umbral Iy = 1072 W/m?.
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Capitulo 5

Gravitacion

hand

Force of Gravity

5.1. Ley de Gravitacién Universal

Newton enunci6 la siguiente Ley de Gravitacién Universal: “2 cuerpos
masivos cualquiera se atraen con una fuerza que es directamente propor-
cional al producto de sus masas (cargas gravitacionales) e inversamente
proporcional al cuadrado de su distancia”:

Fy= —GN%EZ (5.1)

159
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Aqui:
= i/, es un vector unitario en la direccién que une ambas masas.

» Gy = 6.67(4)-107"! Nm?/kg?. Se piensa que esta constante ES universal,
i.e., la misma en todas partes y en cualquier momento del Univeso
conocido. La primera determinacién de esta constante fue realizada
en el experimento de la balanza de torsién de Cavendish. Hoy se ha
mejorado, pero sigue siendo la constante universal que se conoce con
menor precision. Un dibujo del experimento de Cavendish a conti-
nuacion:

Cavendish's Torsion Balance

» Elsignonegativo indica que la gravedad es siempre una fuerza atrac-
tiva, dado que las masas son aparentemente siempre ntimeros reales
y positivos.

= M, m son dos masas cualesquiera.
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5.2. Leyes de Kepler

» Primera Ley de Kepler: Ley de las érbitas. Los “planetas” describen
Orbitas elipticas alrededor del “sol”.

planeta

.
Sol

_—-——— ‘_-‘_""--.
i g
-~ ~
rd ~
/ \
[
\
¥ Sun _~
- —"’
Planet ~~———»———""

Maés generalmente, cualquier planeta/luna/cuerpo celeste describe
una trayectoria en forma de elipse (o una cénica) alrededor de su/s
estrella/s/planeta/objeto cuando forman un sistema bajo la accién de
la gravedad.
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Hipérbola

» Segunda Ley de Kepler: Ley de las areas. Los planetas “barren”
dreas iguales en tiempos iguales, o equivalentemente, la velocidad
areolar de un planeta se mantiene constante en su trayectoria.

— -
T — e —

Como el momento angular L es constante, y la fuerza es central
porque F(r) = F(r)ii,, la trayectoria es plana y tenemos que
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1, dA 1, d7
dA—Eerdﬂ—)E—E|T’XE|
o bien
1 . dF dA 1
dA—%IerEIﬁE—%IrXﬁ]

Por tanto, la Ley de las 4reas puede expresarse como sigue

dA 1 >

04 = —— = =—|L| = constante 52
==L 52)
Una consecuencia sencilla de esta ley es que los planetas se mueven
mads deprisa en el perihelio y puntos cercanos “al sol”, mientras que
se mueven mads lentamente en los puntos més alejados. En efecto,

usando la segunda Ley de Kepler

V a(perihelio) = Va(afelio) — v,r, = 0,1, — v, > U, porque 7, <7,

s Tercera Ley de Kepler:Ley de los periodos. El cociente del semieje
mayor de radio R de la 6rbita de la elipse elevado al cubo con el
cuadrado del periodo de la 6rbita es constante. Matematicamente

T? 4m?
© - G constante (5.3)
*
el 1\\
/// _Focos ¢ “\_\
P!
/ sol ‘\ b
: (0% 3 i
i:k\ LS % sermigje mayor .
LN i i
\perihelio £ S/ '|
\\\ %’j'» - ' :
~ T _—afelio
~_ & e

La deduccién de esta ley puede hacerse gracias a la ley de Newton
de forma muy sencilla para una trayectoria de radio circular (una
elipse particular) r = R, un planeta de masa m y una estrella de masa
M,, igualando dicha fuerza a la centripeta, y operando como sigue a
continuacion :
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M,m v? ) 47172
F=GN R2 =m§=me=m?R
de donde trivialmente
412
GNM* = FR:;

que no es mas que la expresién que antes hemos obtenido en una
forma equivalente a la misma.

Esta Ley de los Periodos suele expresarse también como sigue

conk = —%
42’

De hecho, siendo un poco més precisos, habria que usar la descripcién en
torno al centro de masas para el llamado “problema de los dos cuerpos”
(Kepler), y teniendo en cuenta la descripcién del problema, la tercera ley
de Kepler, en su forma més general, adopta la forma que indica la siguiente
pizarra:
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y donde P es el periodo (T, antes), y a es el radio (R,antes). Es importan-
te notar que en la tercera Ley de Kepler debemos poner pues en general
M, + M, puesto que serd solamente la masa de la estrella cuando podamos
despreciar la masa del planeta. Este tipo de planeamientos es también ttil
en Astronomia y Astrofisica cuando uno considera sistemas binarios. En
resumen, la tercera ley de Kepler viene dada por la siguiente ecuacién

2
47 3

T°=(——|r
GMp)'

Algunos datos de nuestro planeta y nuestro “sol” que debemos conocer
son:

Radio medio terrestre: Ry = 6370km = 6.37 - 10°m.

Masa de la Tierra: My = Mg = 5.98 - 10%*kg.

Radio medio solar: Rs = Ry = 6.955 - 10°km = 6.955 - 10%m

Masa del Sol: Ms = M, = 1.9891 - 10%kg

5.3. Campo gravitatorio

Definimos campo gravitatorio como la fuerza gravitatoria realizada por
cada unidad de masa. Matematicamente:

~ F_)N M —
g= ; = —GNr—Qur (54)

en donde ¢(7) es la denominada intensidad de campo gravitatorio. Su
interpretacion fisica serfa intuitivamente hablando, la “perturbacién” in-
ducida en el espacio debido a la presencia de masa (carga gravitacional).
Es importante destacar que, en principio, la masa de la Ley de Gravitaciéon
Universal (LGU) es conceptualmente diferente a la que aparece en la Ley
de Inercia/Ley Fundamental de la Dindmica. El hecho de que masa inercial
y masa gravitatoria sean numéricamente o conceptualmente las mismas es
un hecho fenomenolégica hasta la fecha y un resultado profundo que se de-
nomina Principio de Equivalencia (PE) y es la idea que llevo a A.Einstein al
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desarrollo de la Teorfa de la Relatividad General (TGR), més precisamente,
teoria relativista de la gravitacién.

Las lineas de campo gravitatorio son siempre, en gravedad newtoniana,
lineas radiales centradas en la masa y dirigidas hacia ésta.

Ademds, en el caso de la Tierra, se sabe que en su superficie:

- M — -
gr(sup) = _GNR_ZTur = —gi;
T
y endonde ¢ = GI;;;/IT ~ 9.8m/s°.
T

A una altura dada r = Ry + h, el campo gravitacional varia

g Mr_ o M o
gr(h) = -Gy 2 GN(RT+h)2ur

Para el campo gravitatorio debido a varias masas “puntuales” aplica el
denominado principio de superposicién:

N
Fr=) g=&+..+3 (5.5)
i=1

1

Para calcular cada uno de los campos debido a cada masa, se hace el
siguiente proceso:

» Secalculanlos vectores unitarios para una masa imaginaria de prueba
de 1kg en moédulo, direccion y sentido.

» Se escribe g; = |gilif;, en donde |gi| = g = GyM/r7 es el médulo del
campo correspondiente. Hay que notar que el signo menos NO se
pone porque se tuvo en cuenta al calcular el campo por la presente
“receta” o “método”.
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» Se suman vectorialmente los campos obtenidos para obtener el campo
gravitatorio total. Se puede usar la férmula habitual para calcular
el médulo de la intensidad de campo gravitatorio total del vector
obtenido.

Se llama potencial gravitatorio a la funcién

Vg = —GNZTVI (56)

Sus unidades son J/kg. Para el potencial gravitatorio también aplica el
principio de superposicion:

N
Viltotal) = Y V= Vi + ...+ Vy (.7)
i=1

La energia potencial gravitatoria se define también como sigue:

E,(grav) = —GN@ (5.8)

Sus unidades son los julios. Su variacién con la distancia en la Tierra (o
cualquier objeto masivo) viene dada por una gréfica del siguiente tipo

The potential
energy
PE INCcreases
towards zero
Earth as rincreases.
M,
) m
!'l.lll

O

O

GM g m
R,

La relacién entre potencial gravitatorio y energia potencial gravitatoria
es muy sencilla:
E,(grav) = mV, (5.9)
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La relacién entre campo y potencial gravitatorio es como sigue

g=-VV
Para la direccién radial, se tiene que
- av —
§==

La relacion entre fuerza y energia potencial gravitatoria/potencial gravita-

torio es .
Fy = =VE,(grav) = -mVV,

Un concepto importante es el de linea/superficie equipotencial: conjunto
de puntos que se encuentran a igual potencial. No se realiza trabajo para
desplazar una particula o cuerpo a lo largo de cualquier linea o superficie
equipotencial.

Para el campo gravitatorio, que es un campo conservativo, se tiene que
bajo la accién del campo

Waos = Ey(A) — E,(B) = ~GyMm (% - %) (5.10)

Para vencer la accién del campo, el trabajo necesario por un agente externo
para mover la particula entre esos dos puntos es precisamente el opuesto:

WZCLB = _WA—>B = WB—)A = EP(B) - EP(A)

5.4. Orbitas

En una 6rbita se tiene que la energia mecanica es constante:

E,(orb) = E. + E,(grav) = constante

y en donde

1
Em = —m02 - GN@
2 r

La velocidad en una 6rbita se halla igualando la fuerza gravitacional a

la normal
M 2 M
FC:FWHGNY—;%:mU? — v = w/GN7 (5.11)
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El periodo orbital se halla muy facilmente también:

2 1
T= 771 =2mnr
M
GNT
o equivalentemente
47?7
Top = 5.12
b=\ GuM (5.12)

Dado un periodo, de la relacién anterior podemos determinar el radio
orbital correspondiente

3 | GNMT?
472

La energia orbital total, suponiendo que la trayectoria es completamen-
te circular, seria

(5.13)

Yorb =

Mm
Em(total) = _GNZ_T’

La velocidad de escape de un cuerpo es la velocidad que tiene que
tener para “escapar hasta el infinito” y no “caer” por la gravedad de éste
de nuevo. Se calcula igualando a cero la energia mecénica:

[2GyM
E,=E +E,=0—|0, = ZGI: (5.14)

El concepto de velocidad de escape es interesante, ya que siglos atras
sirvio para crear lo que hoy conocemos como “agujeros negros” en Relati-
vidad General. El llamado radio de Schwarzschild es el radio correspon-
diente a la velocidad de escape igual a la velocidad de la luz en la expresiéon
arriba indicada:

2GyM

Rs =
C2

M
~ 297km|—
9 m(M@)

Las orbitas se clasifican en tres tipos principales en gravedad newto-

niana:

» Elipse o circunferencia. Corresponde al caso E,, < 0 y velocidad
v < U,
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» Parabola. Corresponde al caso E,, =0y v = 7,.

» Hipérbola. Corresponde al caso E,, > 0y v > v,.

Para la Tierra la velocidad de escape es de unos 11.2 km/s. Se llama
satélite geoestacionario a aquel satélite que se encuentra fijo sobre un punto
concreto de la Tierra. Su periodo debe coincidir con el de rotacién de la
Tierra (24h). Un satélite en Orbita ecuatorial se ecuentra sobre el Ecuador
y es ahi, o en una franja en torno al mismo debido a la no esfericidad de la
Tierra, donde se sittian los satélites geoestacionarios.

Un importante recurso en algunos problemas consiste en usar el vector
unitario:

rd . >
U, = Cos @i + sin @]

S
o bien simplemente, calculamos el vector unitario a unoa dado A como
sigue

-

A

==

Al
Es muy importante recordar que en una linea equipotencial, o superfi-
cie, el potencial gravitacional no cambia, el trabajo para mover el cuerpo
entre dos puntos en ese lugar geométrico (linea o superficie equipotencial)

esigual a cero, y que la fuerza gravitatoria es una fuerza central conserva-
tiva que deriva de una funcién potencial sencilla.

Uap

5.5. Rotacion y momento angular en fuerzas cen-
trales
Cuando un cuerpo se halla en rotacién, hay varias magnitudes que

hemos introducido en el capitulo uno que debemos saber calcular. La
primera es el momento angular:

i e
L=rXp=mrxvu

La segunda es el momento de una fuerza:
Py e 1 -
M=7vXF=mrXda

Momento angular y momento de una fuerza estan relacionados. Deri-
vando con respecto del tiempo el momento angular:
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5.6.

=P xP+TxE=M

7 PR TR S

T 7T _ 7 o 7
dt

1
m
;Qué debo saber?

La Ley de Gravitaciéon Universal y sus consecuencias, las Leyes de
Kepler. Deducir la Tercera ley de Kepler usando la LGU. Deducir la
LGU a partir de las leyes de Kepler. Deducir la segunda ley de Kepler.
Comprender (y deducir si se desea) la primera ley de Kepler.

Aplicar las leyes de Kepler al movimiento planetario y de cuerpos ce-
lestes, como satélites, planetas, estrellas, cometas,. . . Explicar y enun-
ciar las leyes de Kepler.

Nocién de velocidad orbital y velocidad de escape. Calcular veloci-
dades orbitales y velocidades de escape.

Calcular la energia mecanica, cinética y potencial de un objeto en
6rbita circular.

Concepto de campo gravitatorio. Calcular campos gravitatorios de
masas puntuales. Principio de superposicién y aplicaciones al cdlculo
de problemas sencillos en el plano y el espacio.

Variacién del campo gravitatorio con la altura.

Que para calcular la velocidad orbital se igualan fuerza gravitational
con fuerza normal.

Que para calcular la velocidad de escape se iguala a cero la energia
mecanica.

Concepto de energia potencial y potencial gravitatorios. Calculo de
potencial gravitatorio por el principio de superposicién de masas
puntuales.

Calcular periodos de satélites y el calculo particular importante del
satélite geoestacionario.

Saber el tipo de 6rbitas que puede haber en cuanto a trayectorio en
un movimiento bajo el campo gravitacional y cémo son la energia
mecdnica y la velocidad de escape para los 3 casos posibles.
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» Elvalor de la energia mecanica total para una 6rbita cerrada circular.

4
» Recordar que: L. = 2nR, Ac = 4nR*y Vi = §7ZR3.

5.7. Formulario de Gravitacion Universal (GU)
Leyes de Kepler (LK):

Primera Ley de Kepler (PLK). Ley de las 6rbitas.

9

Ri@) = 1+ecosep

Segunda Ley de Kepler (SLK). Ley de las &reas.

_)
Uy = E = — = constante
2 dt
Tercera Ley de Kepler (TLK). Ley de los periodos.
T? = kR’
donde
. 47
GNM@

es una constante universal.
Ley de gravitacion universal (LGU) en formato general vectorial:

Velocidad orbital (F, = Fy):

Velocidad de escape (E,, = E. + E, = 0):

o = [2GyM
¢ R

Energia potencial gravitatoria:

Mm
E,(grav) = _GNT
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Energia orbital:

GNMWZ
Ewy =E.+E, = - 7R
Periodo orbital:
21R | R 412R3
0 n GNM GNM
Radio orbital:
s GNMT?
- 472

Momento angular:

Momento de una fuerza:
- ?

M=7rx

Momento de inercia de una particula:
I =mR?

Momento de inercia de un conjunto o sistema de particulas:

I= Z m;R?
i=1

Momento angular intrinseco y su relacién con el momento de inercia:
L=Ilw

Momento de inercia de una esfera:

2
I = ZMR?
5

Ecuaciéon fundamental de la dindmica de rotacion:

dL

- =

SM = My = =
total dt

Conservacién del momento angular si el momento total de las fuerzas es
cero:
_)
- - dL

— -
XM =0 =My = = — L = constante
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Relacion de las velocidades en el perihelio y afelio con las distancias al sol
(a partir de la segunda ley de Kepler):

R, = R,

Relacién de las velocidades angulares de rotacién con las distancias al eje
de giro en un “patinador”:

a)lR% = a)zR%



Capitulo 6

Campo magnético

6.1. Introduccion

Las primeras reflexiones sobre la natureleza del magnetismo y los
fenthenos naturales magnéticos proceden de Tales de Mileto (s.VII-VIa.C.).

La palabra magnetismo tiene su origen en Magnesia (Turquia), donde
se encontraba de forma abundante la magnetita, mineral de propiedades

magnéticas conocidas desde tiempo antiguos.

En China, el magnetismo era un fenémeno bien conocido y llevé al
desarrollo de la brtijula hace mas de 2000 afios.

Las fuentes naturales de magnetismo son ciertos materiales y minerales
naturales, asi como las corrientes eléctricas.

175
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Imanes: son cuerpos o sustancias capaces de atraer otros cuerpos hacia
si mismos (como hierro, cobalto, niquel,. . .).

Los imanes se clasifican en: naturales (magnetismo espontaneo) y arti-
ficiales (magnetismo inducido por corrientes eléctricas, como los electro-
imanes).

Polos magnéticos: un imén posee siempre dos polos magnéticos, lla-
mados Norte (N) y Sur (S). Si partimos un iman en dos, no obtenemos dos
polos ailados sino dos imanes con sus respectivos polos Norte y Sur, algo
bastante sorprendente. Todos los imanes conocidos son por tante dipolos
magnéticos.

L

e 58

-

\ I} |

Y & 2 W

Experimentalmente (y teoréticamente por P.A.M.Dirac) se han buscado
indicios de existencia de “monopolos magnéticos” con resultado negati-
vo hasta la fecha. Sin embargo, el teérico Dirac sefialé que la existencia
de un solo monopolo magnético aislado en el Universe permitiria expli-
car la cuantizacién de la carga eléctrica, algo que no pueden explicar las
teorias actuales cudnticas por si solas. Ademéds, la existencia de “monopo-
los magnéticos” o “generalizaciones” es algo inevitable en el contexto de
las teorias con ruptura espontdnea de simetria como el Modelo Estdndar
de las particulas elementales y sus interacciones fundamentales.

La Tierra se comporta como un enorme imén natural. Se sabe que los
polos magnéticos se “invierten” cada cierto tiempo, pero no se comprende
muy bien este fendmeno geofisico.
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Hasta el siglo XIX, electricidad y magnetismo eran dos fenémenos in-
dependientes entre si.

En 1819, Oersted, fisico danés, observé que la corriente eléctrica de un
conductor desviaba la aguja de una brdjula en sus proximidades. Este des-
cubrimiento, es uno de los descubrimientos accidentales (serendipia) mas
conocido de todos los tiempos. Especificamente: si no hay corriente eléctri-
ca, la brgjula apuntaba en direccién N-S magnética, mientras que si hay
corriente, la brajula se orientaba perpendicularmente al hilo conductor. La
conclusién del experimento de Oersted es que hay una relacién entre la
electricidad y el magnetismo, porque la corriente causa la aparicién de una
fuerza de tipo magnético que desvia la aguja de la brajula, siendo similar
a un “iman” inducido por la corriente.

Tras la publicacion del trabajo de Oersted, A.M.Ampére propone que
el magnetismo de los imanes tiene el mismo origen que el debido a las co-
rrientes eléctricas (cargas moviles) y, por tanto, la existencia de corrientes
eléctricas tiene el mismo origen que las fuerzas magnéticas. Hoy conoce-
mos el origen de ambas: los electrones méviles en los &tomos que integran
el iman son la causa de su magnetismo, y las corrientes eléctricas usuales
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(o corrientes amperianas o “de Ampére”) son generadas por el flujo de
esos mismos electrones en un conductor.

En resumen: electricidad y magnetismo, aunque se estudian al prin-
cipio como fenémenos separados e independientes, se debe en ultima
instancia a la existencia en la Naturaleza de cargas eléctricas estéticas (en
electricidad estdtica, o electrostdtica), y cargas eléctricas en movimiento
(moviles, en Magnetismo y més generalmente en electrodindmica). La in-
teraccion eléctrica se debe a cargas en movimiento, la interaccién magnética
se debe a las cargas en movimiento y a las corrientes eléctricas. El estudio
conjunto de los fenémenos eléctricos y magnéticos se llama electromagne-
tismo o electrodindmica.

6.2. Campo magnético

De forma similar la gravitacién cldsica newtoniana o la electrostética,
interpretamos que la existencia de magnetismo se debe a una perturbacién
que crean las cargas en movimiento en el espacio que las rodea.

Se llama campo magnético o induccién magnética B = B(#) a la funcién
que determina el campo magnético. Su unidad en el S.I. es el Tesla (T).

6.2.1. Fuerza magnética para cargas puntuales

. =2
Una carga (q) que se mueve dentro de un campo magnético B a una
velocidad 7 se ve sometida a una fuerza magnética que viene dada por la
siguiente expresion matematica

g 5= i ] k
Fn=qixXB=qlv, v, v, (6.1)
B, B, B

y donde hemos usado la expresién cartesiana del producto vectorial.
Usando sus propiedades, vemos que la fuerza magnética es tan complicada
que ya en su definicién debemos usar algo tan complicado como puede ser
(para algunas personas) el producto vectorial de dos vectores. Ademas:

» La fuerza magnética es perpendicular al plano que forman la veloci-
dad y el campo magnético /la induccién magnética.
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» El sentido de la fuerza magnética lo da el determinante o bien la
denominada regla del “sacacorchos”: el de la entrada o subida que
lleva la velocidad sobre el campo por el camino mds corto. También
se usa la regla de la mano izquierda: situamos el dedo corazén con
la direccién y sentido de la velocidad, mientras que el dedo indice
tendra la direccion y sentido del campo magnético, de forma que el
dedo pulgar nos marcard entonces la direccién y sentido de la fuerza
magnética. La regla de la mano izquierda puede resular complicada
de visualizar o aplicar en casos concretos, sobre todo si somos torpes
o no tenemos una adecuada percepcién tridimensional, por lo que en
general suele ser mds comodo computar la fuerza con el determinan-
te, aunque algunos estudiantes intuitivos y menos formales de las
matemadticas quizds preferirdn este enfoque mas mecénico y visual
que el analitico, es importante conocer todas estas “reglas”.

El médulo de la fuerza magnética vale

IF,.| = gl12IB| sin ¢

Si |3 = 0, entonces F,, = 0. Si @ || B, entonces F,, = 0.

La fuerza magnética es maxima cuando la velocidad de la particula
es perpendicular u ortogonal al campo magnético 7 L B (sin @ =1).

El tesla (T) es una unidad bastante grande, asi que en ocasiones se usa una
unidad mds pequeria, llamada gauss (G). La equivalencia entre estas dos

unidades es como sigue

1T = 10*G & 1G = 107*T

6.2.2. Fuerza de Lorentz: combinando fuerzas eléctricas y

magneéticas

Para cargas puntuales, si hay campos eléctricos y magnéticos actuando
sobre las mismas, la fuerza total serd la suma de las fuerzas eléctricas y

magnéticas respectivas. Para una sola carga puntual g tenemos que

F=F. +F,=gE+q@xB) =q(E +7xB)

Esta expresion se conoce como fuerza de Lorentz.
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6.2.3. Lineas de fuerza del campo magnético

Como no hay monopolos magnéticos (o si los hay, son muy raros y
tienen mucha masa), las lineas de campo magnético son siempre lineas
cerradas, salen del polo Norte magnético (N) y entrean en el polo Sur
magnético (S). En cada punto de la linea de fuerza, la tangente representa

el campo magnético B.

6.2.4. Movimientos de cargas en presencia de campos magnéti-
cos

El movimiento de un particula cargada (q) en una zona del espacio
donde existe un campo magnético tiene una energia asociada:

wAﬁBzfﬁm-dr*: fq(z?x B)-dr
C C

- dar - -
Como v = —, entonces dr = vdt, luego

dt
Wass :qf(ﬁxﬁ)'ﬁdtzo
C

Por tanto, en un campo magnético, la energia cinética de una particula se
mantiene constante (suponiendo que no hay ningtn otro campo adicional
actuando sobre la misma que la altere).

1
AE.(mag) =0 — E. = Emv2 = constante

Conclusién (importante): Como una fuerza magnética no puede alterar
la velocidad de las particulas, s6lo puede producir desviar su direccién,
esto es, s6lo puede producir aceleraciéon normal o centripeta. Es evidente
que si hay fuerza hay aceleracién por la segunda ley de Newton, y este
planteamiento nos ha hecho identificar el tipo de aceleracién que crea una
fuerza de tipo magnético.

© fm;crea un MCU!

P {EC = constante
4
m

a=a.=a,
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6.2.5. Movimiento en un campo magnético uniforme

Un campo magnético uniforme es aquel que es constante en todos los
puntos del espacio (no tiene variacién espacial o temporal). Se suele usar
la notacioén “punto-cruz” para campos salientes o entrantes:

. * - * . s - - X ®x X ¥ x x X
+ K X
-

x X
. £,

* P %

[
* X ® x
* * x X
» x 7( «
. - - » - . . . x X % ¥ % %
(a} (h

y por tanto se puede escribir un campo en la direccién de cualquier
linea o eje. Supongamos el caso particular importante de una carga con
velocidad ¢ perpendicular a un campo B visto “de frente” en el papel o
documento que aqui escribimos:

Al entrar en la regién donde hay un campo uniforme, se genera un
MCU debido a la fuerza magnética inducida por el campo, y tendriamos
que componer dicho movimiento con la traslacién que provoca tener la ve-
locidad @. El resultado de la composicion de un MRU con un MCU de estas
caracteristicas es un movimiento denominado movimiento HELICOIDAL
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(piensa en la hélice del ADN para tener una imagen de la trayectoria). Es
decir,

MCU(F,,) + MRU/traslacién(3) = Movimiento helicoidal

Vemos que hemos descompuesto la velocidad como @ = 7, + 7). El mo-
vimiento helicoidal se produce cuando la velocidad y el campo magético
no son totalmente perpendiculares.

Si @ = 90° = 7/2rad, tenemos para el MCU correspondiente el radio
siguiente
F = quBsin90 = quB
2

v
F=F,=m—
"R
de donde )
v mo
F,, =F. B=m— R=—

Si @ # 90°, entonces el mismo célculo permite hallar que

mv sin @

7l (6.2)

y en donde v = v, es la componente perpendicular de la velocidad a B, es
decir v, = vsin@. La explicacién es la siguiente. Como
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entonces

F,=q@xB=q(@.+7)xB)=qd. xB+q7 xB=qd. xB

——
0
Ademas de
F,, = |glv.B = |glvsin B
y 2
v
Fn = n = —
ma, = m R

conv, =vsingyv =vcosp,yF, =F., se deduce trivialmente que

2 .
mo mo mosim @
1 L

R = = —
lglo. B |gq|B qB

Q.E.D.

6.2.6. Fuerza sobre una corriente eléctrica I

Definimos corriente eléctrica como la variacion de la carga eléctrica por
unidad de tiempo. Incrementalmente

Aq
=%
A nivel diferencial
dq
=%

La intensidad de corriente eléctrica es una magnitud fundamental en
el S.I. Ademads, también tenemos que su unidad es el amperio (A).

1A = 1C/1s

Toda carga que cambia o “se mueve”, genera una intensidad de corrien-
te o simplemente una corriente eléctrica (por abuso de lenguaje). Como la
velocidad es la derivada del vector de posicion respecto del tiempo, para

un hilo conductor se tiene d7 = dl a nivel infinitesimal, y también dg = Idt
con dl = vdt. Usando la fuerza magnética en version infinitesimal

dF,, = dqé x B = Idt7 x B = Iddt x B
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de donde se obtiene

dF,, = IdIx B (6.3)

La fuerza total magnética se calcula integrando la expresion anterior sobre
todo el elemento de corriente o circuito conductor (hilo). Es una integral
algo “extrafa” para lo que sabe un alumno corriente en este curso, pero
facil de entender

- - - = ; j_) I?
F,(tot) = f df, =1 f dIxB=1I f dl, dl, dl. (6.4)
C C C Bx By BZ

Si es un hilo conductor finito, de longitud L, y el campo es uniforme, la
fuerza anterior se reduce a la siguiente forma

F, = IL x B| & Fuerza magnética para hilo infinito y campo B uniforme

(6.5)

Nota: Fuerza magnética tiene unidades de newtons, como no podria
ser de otro modo al ser una fuerza.

6.2.7. Campo magnético de una carga puntual mévil

Para una carga que se mueve con velocidad ¥, el campo magnético
viene dado, en un medio magnético, por la ecuacién siguiente

LW qUX i,
B=L
4 r?

(6.6)

Si el medio es el vacio, u = o = 4m-107T - m/A. La permetividad
relativa de un medio (diferente del vacio) se define como u, = u/uo, siendo
igual a la unidad si es el vacio. En la expresién anterior, r es la distancia

desde la carga (q) al punto donde hallamos el campo magnético B y i, es
un vector unitario en la direccién que une la carga con dicho punto.
Comentario: Segtn la teoria de Maxwell, la permitividad eléctrica y la
permitividad magnética del vacio, ¢g y 1o respectivamente, estdn relacio-
nadas con la velocidad de la luz en el vacio de una manera particular
5 1

= —

Eolo

De hecho, él hizo la atrevida conjetura (probada cierta después por sus
contempordneos) de que las ecuaciones combinadas de la electricidad y el
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magnetismo daban un buen valor para la velocidad de la luz (mejor que
le conocido hasta la fecha), de forma que la luz misma debia ser una onda
electromagnética. Ademds, puede escribirse que

S poqUXi, 1 qUXid, T qa
b= Ar 2 Amey 2 2 (47'(3072 ur)
de donde se observa la relacién sutil entre el campo magnético con el
campo eléctrico de la carga puntual

B=—xE=

Dl

6.2.8. Ley de Biot-Savart

Para un conductor arbitrario, con elemento de longitud dl, enun punto
a una distancia r del mismo (medido sobre la perpendicular al conductor),
se tiene que

B Mo dq0xuy _ poldl'x dil,
CAn 2 Am 12
y el campo total, integrando, adopta la conocida forma de la Ley Biot-

Savart en la siguiente forma

5 > fo I i,
B= fc dB = fc — (6.7)
The Biot-Savart Law

The Magnetic Field produced by the current in the wire

- u Ids xr 0B, PP

The magnetic field dB at a point P and P'
due to the current I thru a length element
ds is given by the Biot-Savart law.

This Law is based upon
experimental observation

The vector dB is perpendicular fo both ds and ~ Obviously we will Integrate over
to the unit vector r directed toward the point P, the entire current distribution.

The magnitude of 1B is proportional to the . =
currant |, to the length element ds and to the ,urof dE xr
sine of the angle between ds and r. ! = —_——

Itis also inversely proportional fo 12, 4;]-[ r2
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Si hay varios conductores distintos, para el campo magnético aplica
también el principio de superposicion (andlogo al del campo eléctrico), por
lo que el campo total serd la suma de los diferentes campos magnéticos

N
B(tota) =Y B; =B, +...+ By (6.8)
=1

1

Nota: La interaccién magnética de cargas moviles es en general mas
débil que la interaccion eléctrica sobre las cargas estaticas. Sin embargo, en
un hilo con corriente I, es mds importante la interaccién magnética que la
eléctrica (en general).

6.2.9. Circulacién de un vector. Ley de Ampére

Sea un vector 7, la circulacién de ese vector a lo largo de una curva C
es la magnitud definita por la integral

r:fﬁﬂ’ (6.9)
C

y donde dl- representa el desplazamiento infinitesimal del vector de po-
sicion d7'por la velocidad d(x, y, z). Para una curva cerrada, suele escribirse

r:é%df (6.10)
C

Lo bonito de este concepto es que no es “nuevo”. Ya le hemos usado
antes. La energia o trabajo para llevar desde A hasta B un objeto o particula

= = . . .,
en un campo de fuerzas F = F(7) es un ejemplo de circulacién de un campo
de vectores

I'=Wyp=Wc= fﬁ-d?z Energia
C

"
Si el campo F es conservativo, sabemos que las siguientes condiciones
son equivalentes:

» Wap = f(A,B),ie., s6lo depende de los puntos inicial A y final B.
» Wag=-AE, =E,(A) - E,(B)

n ggcﬁ‘df):O
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> _—
» F=-VE, = —gradEp

> —_—
» E=-VV =—gradV

En magnetismo, la utilidad del concepto de circulacién del campo magnéti-
co es la siguiente. Calculemos la circulacién del campo magnético a lo largo

de un circuito cerrado
T(B) = 95 B.al
c

Al calcular la integral, se observa que esta cantidad depende de la corriente
encerrada por el circuito C. La expresién concreta es la llamada Ley de
Ampére del campo magnético

T(B) = 95 B-dl = pol,, (6.11)
C

Comentarios:

S
» I'(B) no es una energia, sino una magnitud diferente.

= J;, esla corriente encerrada por C y i es la permeabilidad magnética
del vacio.

» Para aplicar la ley de Ampére, ha de escogerse siempre un camino
cerrado o circuito “amperiano” que atrape o encierre la corriente o co-
rrientes del problema (es similar a la eleccién de superficie gaussiana
que debemos hacer para calcular el flujo)

6.2.10. Aplicacion de la ley de Ampére
Hilo infinito de corriente

Si tomamos como camino cerrado una circunferencia de radio r alre-
dedor del hilo, en este caso, sabiendo que la simetria del problema indica
que el campo serd “azimutal” o “tangencial” a dicha circunferencia, de la
ley de Ampére se deduce que

SE§-d7= SEB(,)drcoso = éB(pdr = Bq)édr = B,2mr
c C C

de donde
tol

B, (hilo) = P2 o § = 0l 6.12)
¢ 2nr 2nr P
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|
o iy P =
._'.-*" ."....'. - ?ﬁf?
B" - -,'.

superficie

) b tori
delimitada rayectona

de integracion

—

Nota:para el caso de un hilo FINITO recto, la expresién general es la si-
guiente

tol pol . :
B, = ——[cos 01 + cos B,] = —— [sin ¢ + sin
* = gmR 08O 2= g [sin 1 +sina)
y y
r F
g § [
Py T
5 H“‘m dy H‘H\
14 i}
¢?‘“~H . o5 ;
Ao R P - A0 R P "
/ i e =0
7 / /// z /
o
EL/
i >

También se puede aplicar al toroide y al solenoide ideal a partir de este
resultado:
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Toroide circular Solenoide ideal*

r<ayr>b =>B=0
u,N I B=p,nl

2ntr

a<r<b—=B=

(*) Un solenoide ideal es una bobina de longitud grande
cuyas espiras estan muy juntas. En la expresion del campo
magneético que crea, n es el numero de espiras por unidad de
longitud.

Espira (wire loop)

Usando la ley de Biot-Savart, en vez de la ley de Ampére, podemos
calcular el campo magnético de una espira de radio 7 = R (hilo conductor
con forma circular) en algunos casos especificos simples. En el centro de la

espira se tiene que de:
¢ A

tenemos
Lol ol
= = R
B= 1k 95 iL= ™

es decir

Hol

B=12%

2R

y donde tendr4 la direccién y sentido del eje correspondiente. Si en vez de
en el centro, queremos calcular el campo en un punto alejado z unidades
del eje de la espira, el cdlculo es mds arduo, pero puede hacerse con una
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integral relativamente simple para el nivel de este curso

, uoldLR
dB, = —————
4m(z% + R?)3/2

i 96 uoIRAL
F JCAn(z2 + R2)32
o 2nRY

“ 7 47 (22 + R2)32

Para el centro (z = 0), vemos que recuperamos la expresién anterior de
forma simple. En resumen

R -

En el punto"P": En el punto"0"”
(centro delaespira) x = 0

B = —uDiRE B B
2R +x?)"” TR
Solenoide

Un solenoide se puede considerar como un conjunto de N espiras arro-
lladas sobre un material (o el vacio), por el que circula una corriente I, o hilo
arrollado N-veces. Un solenoide “muy largo” con N-espiras por unidad de
longitud (1), y, por tanto, densidad de espiras n = N/I es un sistema sencillo
para aplicar la ley de Ampére. Vamos a calcular con dicha ley el campo
dentro del solenoide en un punto cercano al eje del mismo (y “lejos” de los
“extremos” de un solenoido recto finito también es valido este resultado,
por lo que es doblemente interesane conocerle bien):

- N—) Q—) N—) N—)
9§B-d?:f B-d7+f B-d?+f P-d7+f M -dr
c M N Q P
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Calculamos las integrales por separado, resultando

Q
f B-d¥=0 porque B L dr
N

P
f B-d7=0 porque B =0
Q

M
f B-d7=0 porque B L d7
P

Y la Ginica integral no nula es la que queda

N—)
f B-dF:der:Bl
M

La corriente encerrada por el solenoide es
Liy = NI =nll

Usando la ley de Ampére, e igualando circulacién al producto de la per-
mitividad del vacio por la corriente encerrada, nos queda

B(sol, int),j.l = nllug (6.13)

es decir

N [.loI
l

B(sol, int).j, = nuol = (6.14)

The magnetic
field is
concentrated
into a nearly
uniform field
in the center
of a long
solenoid. The
field outside
is weak and
divergent.

Curiosidad: Para un solenoide recto FINITO, en puntos del eje de los
extremos, el campo vale precisamente la mitad de este resultado. La de-
mostracion requiere un mayor esfuerzo y no la demostraremos aqui, pero
puede encontrarse en cualquier tratado de electromagnetismo decente que

N[JQI

1
B(ext, solenoide, ext — fin) = EB(sol, int)eje = l
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6.2.11. Fuerzas magnéticas entre corrientes paralelas. Defi-
nicion de amperio.

(a) (b)

Segun el dibujo, los conductores 1y 2, separados una distancia d y con
corrientes como se indica, crean los campos

Ho Iy
By = ——
=27 ond
to I
By = —=
17 ond

- - . L.
Como Ly B son perpendiculares, las fuerzas magnéticas son

R o112

|[F1—2| = BisLI, > F1, = LLBy = forzy
2ntd

S ol

|[Fo—1| = Boos1 LI, <> F15 = LLB,,; = [J—L
2nd

También vemos que para hilos infinitos (muy largos) la fuerza magnética

cumple la tercera ley de Newton 1-?1_) = l-j%l. Este resultado se usa para la
definicién de amperio: 1 amperio (A) es la corriente obtenida manteniendo
dos conductores paralelos, rectilineos, infinitos (muy largos), de seccién
despreciable, en el vacio separados 1 m de distancia de forma que la fuerza

experimentada por los conductores es igual a 2 - 107N, de forma que
Lo = 41 - 1077TmA™", o bien

po = 41 -1077TmA™!

Notese que 1C = 1A-1s, y por lo tanto la carga eléctrica NO es fundamental
en el sistema internacional (S.I.) de unidades.
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6.2.12. Momento magnético de una espira

La fuerza magnética sobre una espira arbitraria (no necesariamente
circular) es igual a la cantidad

ﬁ:l?ﬂﬁxﬁ (6.15)
C

-

Se llama momento dipolar magnético a expresion siguiente

w=i=1S

en donde I es la intensidad de corriente que pasa por la espira (conductor
circular) y S es el vector de superficie que representa el drea virtual de la

i
espira en la direccién exterior a ella. Por otra parte, el campo magnético B
aplica un torque o momento de un par a una espira con un valor igual a

M=1ISxB
Usando la definicién de momento dipolar magnético, se tiene
M=1ixB
Para N espiras paralelas (llamada en ocasiones bobina) se tiene que

Mooy = NIS x B = Niii x B
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6.2.13. Aplicaciones electromagnéticas del magnetismo
Experimento de Thomson. Selector de velocidades.

En el experimento de Thomson, histéricamente, permiti6 el desarrollo
del llamado selector de velocidades. Una particula que entra en esta region
transforma su E,(elec) en E.. Por tanto, igualando

1 q 2
Ep(elec) =E. oqV = Emvz o p = 5V

Conociendo la velocidad v y el potencial V podemos hallar la razén carga-
masa de la particula. Como E 1 B las particulas cargadas atraviesan el
selector de velocidades sin desviarse si la fuerza magnética es igual a la
fuerza eléctrica, esto es, si

E
E=qBoov=-
qE=quB v =2

Por lo tanto, podemos usar el dispositivo de Thomson como selector de
velocidades.
—
X X pa X B X X X X

[+ + + + + + + | quB

" =3 ¢ X X X
[ ) ()

O i 2 s

v X 2t X R A X X
(= = - — - — —1] qE

Source < X b4 = : X P4 X
(a) (b)

Si introducimos las particulas en una cdmara fotogréfica, podemos de-
terminar la masa. El esquema experimental para hacerlo es como sigue



6.2. CAMPO MAGNETICO 195

—
-

%
|
”t.q =

e | o
H I I
|
H || |
¢
+r i w |
Pl T I P
* |-
H t I
N 'E,{ [ s
Photographic L oL
plate L A
A
-
. .\mz \ml Rl e
\ R, /
] ey, e _.."( . .
— -"/
. ° . « B'a - .

Larazoén es sencilla: un haz de particulas con velocidades arbitrarias que
atraviese el “set-up” anterior tendrd una propiedad caracteristica: todas las
particulas que no sean desviadas poseerdn la misma velocidad.

Espectrégrafo de masas

Placa
Cafon de aceleradora
electrones

lones mas pesados

/ Pantalla

B

Muestra Iman

Haz de iones

positivos lones mas ligeros

Este aparato permite estudiar is6topos, iones,...Igualando la fuerza
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magnética a la fuerza centripeta, tenemos el resultado ya antes visto

_ Mipn©

ion —
q ionB

(6.16)

6.3. ;Qué debo saber?

» Las fuentes del magnetismo: identificarlas y decir sus propiedades
fundamentales.

» Definir campo magnético, fuerza magnética, fuerza de Lorentz sobre
una carga puntual. Unidades del campo magnético.

» Fuerzas sobre corrientes eléctricas: definiciéon de amperio, cdlculo,
ley de Biot-Savart.

» Ley de Ampére, nocién de circulacién, campo magnético creado por
un hilo infinito, por una espira circular en puntos del eje de la misma,
por una bobina y por solenoide infinito.

» Fuerzas entre corrientes paralelas, momento dipolar magnético de
una espira, momento o torque de un campo magnético.

» Aplicaciones electromagnéticas del magnetismo: experimento de Thom-
son y selector de velocidades, espectrégrafo de masas.

6.4. Formulario

» Fuentes del magnetismo: imanes, cargas moviles, corrientes eléctri-
cas.

= Fuerza de Lorentz: F = gE + qi x B

A

= Fuerza sobre corriente eléctrica elemental: dF = Idf X B.

. - > -
» Fuerza sobre corriente finita y campo uniforme: F = IL X B.

yoll IzL
2md

rrientes tienen sentidos opuestos, atraccién si las corrientes tienen
mismo sentido).

» Fuerza entre corrientes paralelas: F = (Repulsién si las co-

» Momento dipolar magnético: 7 = IS.
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-

» Momento o torque generado por campo magnético: M = ISxB = iiixB
» Circulacién y ley de Ampére: I'(B) = §c B-d7= tolin
» Ley de Biot-Savart para cargas puntuales moéviles:

Loq¥ X i, uoll X 17,

B = -
412 42
0 en version diferencial
L uedgx i, poldlxid, Log¥ X iy
4mr? anz c  Am?

= Campo B de un hilo infinito:

B MOI -
B, = z_m,”@

» Campo B de un solenoide infinitamente largo en puntos del eje en su

= Tue]-g = nlpgtj. En el exterior, B.y; = 0.
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Capitulo 7

Induccion electromagnética

7.1. Fundamentos experimentales e historia

A principios del siglo XIX se descubrié que las corrientes eléctricas
podian generar campos magnéticos.

Una cuestion en retrospectiva es: ;Seria posible generar campos eléctri-
cos con imanes? La respuesta es afirmativa. Este fenémeno lo estudiaron
Faraday, Henry y Lenz, entre otros fisicos destacados.

A mediados del siglo XIX ya se sabia que por medio de un reposo,
con un iman estacionario no se crea corriente, mientras que si el iman se
mueve transversalmente al campo magnético genera una corriente, o bien
moviendo el campo (de un iméan) se crea también una corriente eléctrica.

Para una carga moévil constituida por electrones (si tenemos en cuenta
quela carga Q circula por unabarra mévil sobre barras conductoras con una
velocidad dada) libres del conductor en un circuito, la fuerza electromotriz
(f.e.m.) inducida por la fuerza

F=gixB=-etxB
mientras que para N electrones libres
F=NgixB=-Ne?x B

Por definicion, la f.e.m. es la diferencia de potencial debida a la induccién

. . = . . » . .
del campo magnético variable B en un circuito eléctrico. En el ejemplo
anterior, en version simple, seria

e =V =0BL

199
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y en version vectorial
e=V=@0GxB)-L

y en donde la velocidad U es la velocidad constante de los electrones de la

corriente, Lla longitud vectorial de la barra mévil y Besel campo magnéti-
Co.

Laley de Ohm, V = IR, para la corriente inducida es igual a ¢ = IR. La
fuerza resistiva de la barra al movimiento es igual a
F=ILxB

Este ejemplo nos permite generalizar la ley de Ohm al caso més general de
los fenémenos electromagnéticos:

Poon = IV = I¢
Ping = €inal
La potencia total, o ley de Joule, para el circuito es

P]oule = Piotar = IZR

Por lo tanto,
Pgen + Pina = PR

Iegen + lein = PR
Egen T Ein = IR
_ Egen + Eind
R

o bien
egm+(z7><§)-lj
B R

para una barra mévil en un circuito conductor paralelo. En general, la
fenomenologia de este problema es un tanto “mds complicada” que lo
aqui expuesto, y que se extrae de los siguientes diagramas de fuerzas y
f.e.m. inducidas:
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7.2. Flujo magnético

Por definicién de flujo, el flujo del campo magnético serd igual a la
siguiente integral
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$(B) = j; B-dS = j; B cos dS (7.1)

Si B es uniforme en todos los puntos (constante), y la superficie total es
S, tendremos que podremos escribir la expresion anterior sin ninguna sola
integral

¢(B)=B-S=BScosq (7.2)

Las unidades del flujo magnético son los weber, 1weber = 1T - m*> = 1Wb.
Para nuestro ejemplo de la barra mévil, en la seccién anterior, sobre unos
conductores paralelos o carriles conductores, se tiene que [0] = vy

dx = vdt

ds = ldx
d(B) = B - dS = BdS cos 180 = —Bldx

Entonces la variacién con respecto al tiempo del campo flujo del campo
magnético es igual a

d¢(B) dx

—— =—-Bl— = -Blv=-BLv
dt dt
iEs la f.e.m. cambiada de signo! Por lo tanto, se tiene la definicién de f.e.m.
como menos la variacién con respecto del tiempo del flujo magnético, tanto
en version incremental como diferencial

A

Eind = — (Z(tB) (7.3)
d

€ind = ——qbd(tB) (7.4)

Estas dos dltimas expresiones son formulaciones diferentes de la llamada
Ley de Faraday-Lenz de induccién electromagnética y son muy importan-
tes en los problemas de practicos de electromagnetismo.

7.3. Leyes de la induccién electromagnética

Aunque la formulacién matematica de las leyes de Faraday-Lenz es
una sola ecuacién matematica, histéricamente se enunciaron independien-
temente hasta que Maxwell propueso las ecuaciones generales del electro-
magnetismo. Las dos leyes se formulan de la siguiente forma:
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» Ley de Faraday: “Si hay un campo magnético variable en el tiempo
ﬁ(t), se induce un la regién donde se encuentre un campo eléctrico

inducido Emd. La circulacién del campo eléctrico inducido a lo largo
de una linea cerrada es igual a menos la variacién instantdnea del
flujo magnético a través de la superficie limitada por el circuito o
linea cerrada”. Matematicamente hablando, tenemos que

= > d¢(B)

do(B S S N
I'(Eing) = —% < 9§Eint dr = —% LB(t) -dS
c

Por definicidn, la f.e.m. los da

d¢(B)
ina = T(Eing) = ———
€ind = T'(Eina) e
y en donde el signo tiene un significado fisico indicado por la Ley de

Lenz.

» Ley de Lenz: “El sentido de la corriente inducida o del campo eléctri-
co inducido por un campo magnético variable en el tiempo es el del
sentido que se opone a la variacién de flujo”.

Nota: En el caso de una bobina, donde el hilo se arrolla N veces, la f.e.m.
serd igual a

dp(B)
e = —N——
ind dt
Algunos ejemplos conocidos y cotidianos practicos de la induccién electro-
magnética son: los electroimanes, las dinamos, algunos circuitos eléctricos

o electrénicos ingeniosos de los actuales ordenadores y un largo etcétera.

7.4. Autoinducciéon

Un circuito simple con resistencia R, posee una corriente I y un campo
magnético proporcional a dicha corriente. El factor de proporcionalidad se
llama L y es llamado coeficiente de autoinduccién.

Cuidado: No confundir L con longitud, son cosas totalmente distintas
pese a las letras, y hay que tener sumo cuidado con las notaciones y con-
venios que estemos usando en nuestras ecuaciones y férmulas.
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Las unidades de L son dimensionalmente unidades de flujo magnético
entre unidades de intensidad de corriente eléctrica, es decir,

[L]=Wb-A'=H =henrio=V -s/JA=Q-s
Usando L, podemos reescribir la ley de Faraday-Lenz como sigue

_ o) _ dwp _ I
Gnd =TT T g (75)

en el caso de que el coeficiente de autoinduccién sea constante, que suele
ser cierto en general. Para una bobina con N vueltas y longitud 1, se obtiene
que

(B) =BS = ONIS = ()TZIS
woTIS = p

NZ
O(total) = N(B) = NBS = o~

Como L = ¢(B)/I se tiene para la bobina el coeficiente de autoinduccién
siguiente

IS = upnNIS

NZ§ N?
Lioving = [JOT = ‘UOVI_Z = [.loTlZV

en donde V es el volumen de la bobina (cuidado, no es el potencial esta
vez) eiguala V = Sl

7.5. Transformadores

Los transformadores son dispositivos que sirven para aumentar o dis-
minuir la tensién eléctrica o potencial, asi como la intensidad de una co-
rriente alterna (AC).

Un transformador estd formado generalmente por dos circuitos: uno
primario y otro secundario. En el circuito primario el conductor esta arro-
llado Nj veces, y:

d(N19) dg
e
En el circuito secundario el conductor esta arrollado N, veces, y
d(N: d
VZZ—(2¢)_ N ¢_€2

ar - tdr
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Despejando de ambos circuitos, se obtienen las siguientes ecuaciones y

relaciones
Vs _ & N,

V1 B &1 B N 1
Ademés, si no hay pérdidas de potencia, P; = P,, conlo que V1I; = Volp, v
se tiene

(7.6)

Vo_ea _No_ L

= £ = = 7.7
V1 &1 N1 12 ( )

b, s,

NP : NS
A A A A
\{3 EP ES VS

G _ s N
VS IP NS

7.6. Generadores de corriente alterna (AC)

Sin el el flujo magnético ¢(B), escribimos que el dngulo formado por
el campo y el correspondiente vector superficie es variable, con ¢(t) = wt,
entonces se tiene que

¢(B) = ¢p(B)(t) = BS cos(wt)
En ese caso, tendremos la f.e.m. inducida

do(B
Eind = —Nﬂ = NBSw sin wt
dt
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con &g = liygR, de forma que

NBSw sin(wt)

R = [jpg(max) sin(wt) (7.8)

Iind =

y que es una muestra explicita de que la corriente es “alterna” debido a las
variaciones de signo de la funcién seno.

7.7. ¢(Qué debo saber?

La nocién de induccion electromagnética, su origen histérico y algunas
de sus aplicaciones elementales.

El concepto de f.e.m. inducida sobre un circuito. Caso particular: ba-
rra sobre railes conductores paralelos, con una barra mévil con velocidad

constante y €, = (U %X B)-L.

Egen + Ein
Ley de Ohm generalizada: I = gTd. Parala barra anterior tenemos
€on + (@XB)-L
quel = g ( R )

Nocién de flujo magnético: ¢(B) = fs B-dS
Unidades del flujo magnético: weber (Wb).

Curiosidad: el flujo a lo largo de una superficie cerrada es siempre cero
porque no existen monopolos magnéticos, a diferencia del caso eléctrico,
en el que si que existen cargas positivas o negativas aisladas.

La ley de Faraday-Lenz: forma integral e incremental. Significado fisico
del signo negativo, asi como su interpretacién para corrientes y campos
eléctricos inducidos.

Nocién de autoinduccién de un circuito y su calculo para una bobina.

Aplicaciones sencillas de la induccién electromagnética: generadores
AC, transformadores,. . .
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7.8. Formulario

Flujo magnético: ¢(B) = [. B -dS ¢(B) = ¢, B - dS = 0. También ¢(B) =
B-S=BScos ()

= ->
f.e.m. para una barra sobre conductores paralelos: ¢;,; = (U X B) - L

Egen + Eind

R . Para la barra anterior tene-

Ley de Ohm generalizada: I =
Egn + (@ B) - L
R

mos que [ =

Ley de Faraday-Lenz. Forma integral: ¢;,y = SBC F - d7 Forma diferen-

do(B
cial: €;,4 = —%. Si hay més de una corriente o circuito arrollado,
sera 4 (B)
ing = ~N——
Cind ar

Coeficiente de autoinduccién: ¢p(B) = LI

dl
Eind = _La

2
Para la bobina con N espiras L = pp—S

l

Generador de corriente alterna AC:

Eing = €(max) sin(wt)

Ling = I(max) sin(wt)
Transformadores:

Va_&a _ N2 _ L

V1 B &1 B N 1 B 12
y donde la tltima igualdad es vélida sélo para circuitos que no pier-
den potencia.
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Optica (I): Naturaleza de la luz

8.1. Introduccion

Ya en la Grecia clasica se distinguia y discutia sobre la naturaleza de la
luz:

» Escuela atomista. Los cuerpos emiten particulas que llegan a nuestro
“alma” y nos comunican sus “propiedades”.

» Escuela pitagérica. La “visién” era un flujo que emitian los ojos para
explorar los objetos.

Se puede establecer la siguiente correspondencia histérica entre dichas
formas de pensamiento y las actuales teorias sobre la naturaleza de la luz:
la escuela atomista corresponde al modelo corpuscular, mientras que la
escuela pitagorica seria el andlogo del modelo ondulatorio de la luz.

» Modelo corpuscular de la luz. La luz es un conjunto de particulas.
Explica la propagacion generalmente rectilinea de la luz, el efecto
fotoeléctrico y los fenémenos cudnticos requieren este modelo como
“dual” de su complementario.

» Modelo ondulatorio de la luz. Complementario del anterior. La luz
es una onda o perturbacién en un medio o “en el vacio”. Hasta el siglo
XX se pensaba que la luz viajaba en un medio llamado éter luminife-
ro, del cual era una vibracion. En ese mismo siglo XX se rechazé como
interpretacion completa de la naturaleza de la luz, asi como también
se ha descartado hasta la fecha la existencia de un medio como el
éter. En su lugar, tenemos el concepto de vacio. El modelo ondula-
torio explica los fenémenos de interferencia, difraccién, reflexién y
refracciéon de forma muy simple.

209
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Es de destacar que los problemas del modelo ondulatorio que llevaron
a su revisiéon y modificacién fueron esencialmente dos: la deteccién del
éter (no realizada) y la explicacién ondulatoria del efecto fotoeléctrico (que
result6 ser imposible).

Las cargas aceleradas producen un campo eléctrico variable en el tiem-
po de acuerdo al electromagnetismo clésico, asi como las corrientes varia-
bles producen un campo magnético variable en el tiempo. Este dibujo lo
resume muy bien:

Electromagnetic Waves

An accelerating charge produces
a time dependent electric field

Ea j a2

A changing current produces a
time dependent magnetic field C b

El electromagnetismo cldsico estd descrito completamente con las ecua-
ciones de Maxwell. Estas ecuaciones determinan y describen todos los
fenémenos electromagnéticos cldsicos. Para ir més alld, hay que ir ala teoria
cudantica, bien por medio de QED, o por medio de la teoria electrodébil del
denominado Modelo Estdndar de las interacciones fundamentales. Clasi-
camente, pues, se tiene que:
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Maxwells Equations

There is a set of four differential equations
that completely describe the behavior of
classical electric and magnetic fields.

According to these equations, a changing electric field
produces a changing magnetic field and a changing
magnetic field produces a changing electric field

The result is an electromagnetic wave of
oscillating electric and magnetic fields that
propagates away from the source (antenna)

De hecho, las ecuaciones de Maxwell predicen la existencia de las ondas
electromagnéticas y, al mismo tiempo, proporcionan una forma de medir
“tedricamente” (o mds bien predecir) la velocidad de la luz en funcién
de constantes eléctricas y magnéticas. Fui la intuicién de Maxwell la que
arrojo pistas sobre el hecho de que la luz es una onda electromagnética
gracias a sus ecuaciones. Las ondas electromagnéticas tienen propiedades
interesantes:

Properties of Electromagnetic Waves

® The electric (E) and magnetic (B) fields are perpendicular
to the direction of propagation of the wave

® The electric and magnetic fields are
perpendicular fo each other

¢ The speed of the wave is the
speed of light ¢ =3 x 108 m/s

I'he electric and magnetic fields are

sinusoidal and perpendicular to cach

° The magn”-udes OF -t-he elecfrlc x <-|]u'| :fwrln fie ‘lihl‘lll perpendicular
. ge o the direction ol wave propagaton.
and magnetic fields are related by:
Ep" B
¢.’ } l.‘ F _ -
B=E/ = AL
WV
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8.2. Dualidad onda-corptisculo

La luz tiene un carécter dual: puede ser a la vez onda o particula, de-
pendiendo de las circunstancias y la fenomenologia asociada. La luz se
propaga en el vacio con una velocidad aproximada de 3 - 10°km/s, o bien
3-10%m/s.

Particle-Wave Duality

Light has both a particle and a wave-like nature.

In some ways, it behaves like a wave

interference
reflection
wavelength and frequency

In other ways, it behaves like a particle

the energy it carries is quantized

the energy quanta is proportional
to the frequency of the light

Generalmente se simboliza con letra ¢ dicha velocidad, y esta relacio-
nada con la frecuencia de la manera usual en una onda:

c=Af

La teorfa electromagnética ondulatoria (clasica) es vélida para explicar
los siguientes fenémenos:

» Propagacion de la luz en un medio o el vacio.
» Reflexion y refraccion de la luz.
» Difraccién, interferencia y polarizacion.

Sin embargo, el modelo ondulatorio no es vélido para explicar otra serie
de fenémenos:

n Efecto fotoeléctrico.
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» Efecto Compton.

» Interaccién radiacién-materia a altas energias.

La hipétesis corpuscular de Planck sefiala que un cuanto (quantum) de
luz tiene energia minima dada por

E=hf

endonde h = 6.63-107%*]s. Experimentalmente, ningtin proceso empiri-
co puede revelar que la luz es una onda y una particula a la vez, en cada
experimento, dependiendo de su carécter, la luz se manifiesta en uno de
sus dos aspectos duales: onda o particula, pero no los dos a la vez.

8.3. Espectro electromagnético

James Clerk Maxwell ya habia descubierto que la luz era una onda
electromagnética con su trabajo tedrico y sintético de las leyes de la elec-
tricidad, el magnetismo y la induccién electromagnética hacia la segunda
mitad del siglo XIX. Ademds, el también formulé las ecuaciones que ahora
llevan su nombre y que constituyen las ecuaciones clasicas que describen
los fendmeneos electromagnéticos.

Las ondas electromagnéticas se clasifican segin su longitud de onda
o equivalentemente, segtin su frecuencia (o energia), igual que otras ondas.

Se llama espectro electromagnético a la clasificacién de las ondas elec-
tromagnéticas segutin su longitud de onda (frecuencia o energia). Un dia-
grama explicativo es el siguiente:
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Electromagnetic Spectrum

Electromagnetic radiation spans
a wide range of frequencies

The frequency and wavelength
are related by the usual
expression for waves \f = v

In the case of electromagnetic
waves

A =c

Frequency, Hz

Infrared

Wavelength

Ultraviolet

The visible light
I pm spectrum is
expanded o show

details of the colors

WMD) nim

Violet
Blue
Lreen

| nm

——

| um Yiellow
Orange
Red

I mm ~ 700 nm

I em Adjacent wave types

< exhibit some overlap
of frequencies.

I m

1 km

Se observa que lo que conocemos como “espectro visible”, para el ser
humano, es una estrecha region del espectro, comprendida entre unos
3.94 - 10"Hz y 7.69 - 10*Hz. Una pregunta interesante que uno podria ha-
cerse es acerca de los limites del espectro electromagnético: ; Es posible una
onda con una frecuencia arbitrariamente grande o una frecuencia arbitra-
riamente pequefia?

La velocidad de la luz en el vacio es c pero cambia al pasar del vacio a
otro medio material. Una onda electromagnética puede entenderse como
una oscilacién temporal de los campos eléctrico y magnético, que oscilan
de forma transversal y perpendicular entre si. Un diagrama de esta imagen
es el siguiente:

Hay algunos tipos especiales de onda electromagnética, segtin la forma
del frente de onda. Principalmente se distingue entre ondas planas, ondas
esféricas, ondas cilindricas,. . .
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8.4. Leyes de la reflexién y refraccion de la luz

El llamado principio de Fermat, explica muchas propiedades de esta
rama de la Fisica, la Optica (tanto electromagnética o la geoméctrica):

Fermat's Principle of Least Time

In going from one point to another,
light follows the path of least time

The basis for this is at the heart of quantum mechanics.
Unfortunately, we dont have time to go into this. You'll
Jjust have to take the Principle of Least Time as a given

With this principle we can readily derive
the laws of reflection and refraction

Las leyes de la reflexién o refracciéon de la luz son similares a las leyes vistas
de la reflexion y refraccién. Para la ley de reflexiéon tenemos:

0; = 0, (8.1)

mientras que paralaley dela refraccion de laluz, generalmente llamada
ley de Snell (como ya vimos anteriormente), definiendo ¢ = nv, se tiene
que

sinf; sin6,
(% Oy

(8.2)

o también
n;sin 6; = n, sin O, (8.3)

El angulo limite es aquel dngulo para el cual no hay refraccién alguna, sino
que sinf, =1 < 0, = 90°. Por lo tanto,

_ n
sin O, = —
i

Los siguiente diagramas ayudan a comprender la reflexién y la refrac-
cién de la luz:
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Reflection
The time for the light to get from
the source to the detector by The incident ray, the reflected
Teﬂecﬁng OF‘F O'F the mirror is ray, and the normal all lie i.n
shortest when the same plane, and 8, = #].

Normal

0 =0

Reflected

ray

Incident
ray

|
reflected incident }
|
|
|
|
|
L

f,

Refraction

All rays and the normal lie in the
same plane, and the refracted
ray is bent toward the normal
because vy < v,.

Incident Normal Reflected

ray

! Glass

B |

Refracted

ray

El indice de refraccién para algunas sustancias se indica en la siguiente
figura:
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Index of Refraction

The speed of light in vacuum is c=3x10®m/s

In materials: glass, plastic, water, etc.
the speed of light is less than c.

For a given material, its index of refraction n is

n=ckh

Index of Index of
Substance Refraction Substance Refraction
Solids at 20°C Liquids at 20°C
Diamond (C) 2.419 Benzene 1.501
Fluorite (CaF,) 1.434 Carbon disulfide 1.628
|'Ll\l'(|I|II-IY|I.{‘\'|()J] 1.458 Carbon tetrachloride 1.461
Glass, crown 1.52 Ethyl alcohol 1.861
Glass, flint 1.66 Glycerine 1.473
Ice (H,0) (at 0°C) 1.509 Water 1.333
Polystyrene 1.49
Sodium chloride (NaCl) 1.544 Gases at 0°C, 1 atm
Zircon 1.923 Air 1.000 293

Carbon dioxide 1.000 45

8.5. (Qué debo saberme?

Los modelos corpuscular y ondulatorio. Su origen histérico, fenéme-
nos que explican cada uno y las dificultades que tienen como modelos
independientes, asi como los problemas que cada uno de ellos no puede
explicar sin el otro.

Carécter dual de la luz. Dualidad onda-particula.

La luz como onda electromagnética: propiedades (velocidad de pro-
pagacion, interferencia, difraccion, reflexion, refraccién, espectro, clasifica-
cién, polarizacién).

La luz como particula (fotones): ley de Planck E = hf. Valor aproxima-
do de la velocidad de la luz y la constante de Planck.

Resolver problemas de reflexion y refraccién dela luz. Nocién de dngulo
limite e indice de refraccién. En los medios materiales, saber que la velo-
cidad de la luz depende de la longitud de onda, i.e., saber que en general,
en medios diferentes del vacio, c = c(A) y que n = n(A).
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Ningtin experimental puede demostrar simultdneamente el caracter
ondulatorio y corpuscular de la luz, sino s6lo uno de ellos.

Conocer y ser capa de extimar la regién del espectro electromagnético
de una onda con una frecuencia o longitud de onda dada.

8.6. Formulario

Indice de refraccién: ¢ = ¢(A) para un medio. En general, c = nv o bien
n=c/o.

Ley de Planck: E = hf

Ley de la reflexién: 0; = 0,. Los angulos se miden respecto a la normal
al medio.

Ley de Snell(refraccién de la luz): n; sin 6; = n, sin 0,

£ . . n
Angulo limite: sin 0, = —

n;
Si 0; < 01, hay refraccion. Si 0; > 01, No hay refraccion de la luz.

c=3-10%m/sy h = 6.63-107*]s. En un medio, la velocidad de la luz no
es igual a la velocidad en el vacio.
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Optica (IT): Optica geométrica

9.1. Sistemas Opticos

La Optica geométrica estudia la trayectoria de los rayos de luz y los
frentes de onda luminosos, cuando se propagan en un medio o en siste-
mas 6pticos compuestos por espejos, lentes, prismas y otros dispositivos,
considerando que la luz es “un rayo”.

Un sistema 6ptico es el siguiente sistema abstracto:

En Optica geométrica es comtn usar la llamada aproximacién paraxial:
s6lo se consideran los rayos cercanos al eje 6ptico en el proceso de emisién
y formacién de imagenes por el sistema 6ptico. Si 0; y 0, son los dngulos
incidente y refractado de la ley de Snell, dichos angulos seran pequefios y
podremos escribir

sin 91‘ ~ 91'
sinf, ~ 6,
1’!1'91' ~ TliQi
n,0, ~ n,0,

de donde

nl-@i = an,

para la aproximacion paraxial en la ley de Snell. Usando rayos, se tiene
la llamada Optica Geométrica:

219
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Geometrical Optics

we are
going to make the ray approximation

This ignores any interference phenomena.

We use the approximation that light travels in a straight line

This is the regime where:

1) the wavelength is small compared to the
sizes of the objects we are studying

2) the energy of the light quanta are small compared
to the sensitivity of our detecting equipment

Para dngulos pequefios también se tiene que cos 6 ~ 1-62/2y tan 6 ~ 6.

Si existe un punto emiso de la luz O, en frente de un sistema 6ptico, de
forma que puede pasar y los converjan a un punto O’, el punto O se llama
objeto y el punto O’ se llama imagen. Se diferencian aqui dos casos:

» Los rayos tras pasar por el sistema 6ptico convergen hacia la ima-
gen en O'. En este supuesto, O’ se llama IMAGEN REAL y puede
proyectarse en una pantalla adecuada.

» Los rayos tras pasar por el sistema 6ptico divergen pero no se cortan
al salir del sistema. En este caso, tenemos una IMAGEN VIRTUAL
porque porlongando los rayos divergentes se observa que convergen
pero “al otro lado” del sistema 6ptico, y, por tanto, la imagen formada
se produce “virtualmente” jdelante del sistema! Esta clase de imagen
NO puede proyectarse en una pantalla, s6lo observarse con el ojo y
el propio sistema.

Se llama foco imagen F’ al punto donde se juntan al atravesar el sistema
los rayos procedentes del “infinito”. Se llama foco objeto F al punto donde
estd situado el objeto de forma que los rayos salen paralelos y se marchan
hasta el “infinito” (paralelos al eje 6ptico siempre).
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9.2. Espejos

9.2.1. Espejo plano

Resultado: La imagen producida por un espejo plano es virtual, simétri-
ca (o “derecha”) y del mismo tamafio que la del objeto. Si llamamos s a la
distancia a la imagen (distancia a su foco) se cumple que:

S =—S§

9.2.2. Espejos esféricos

Hay dos tipos de espejos esféricos: concavos y convexos. En el caso
de los espejos concavos, la superficie reflectante en el interior hace que
las imdgenes que produce puedan ser tanto VIRTUALES como REALES
y R < 0. Para los espejos convexos, la superficie reflectante en el exterior
hace que las imagenes sean siempre VIRTUALES y R > 0.

Truco: para recordar el signo de R en espejos esféricos, se pone un ori-
gen en su medio y se lanza un rayo hacia el centro de curvatura, dando el
signo el sentido coordenado de dicho rayo.

La ecuacioén de los espejos esféricos es la siguiente:

1,11 o1
s s f

y donde para el espejo concavo f = R/2, y para el convexo f = +R/2.

9.2.3. Criterio de signos para distancias e imagenes

» Los rayos incidentes se propagan de izquierda a derecha.

» Elorigen de distancias estd siempre en el punto que corta al eje 6ptico
en el sistema. Serd el vértice “centro del sistema de referencia 6ptico”.

» Distancias a la derecha del vértice son positivas, a la izquierda son
negativas.

» El radio de curvatura es positivo si estd a la derecha del vértice, y
negativo si estd a la izquierda del mismo.



222 CAPITULO 9. OPTICA (II): OPTICA GEOMETRICA

» Las distancias transversales son positivas (hay que tener vista para
esto) por encima del eje 6ptico, y negativas por debajo.

» En caso de mediciones de dngulos, los levégiros (antihorios) son
positivos, mientras que los dextrégiros (u horarios) son negativos.

Se llama aumento lateral al cociente entre el tamafio de la imagen y la del
objeto que la produce. Matematicamente se escribe

9.3. Dioptrios

Un dioptrio esférico es una superficie curvada que separa dos medios
con DIFERENTE indice de refracci 6n (n y n’).

Aplicando la ley de Snell en aproximacién paraxial, se obtiene el deno-
minado invariante de Abbe:

Eliminando h, nos queda

o bien, operando

©w |l =
01|3\ » |

y equivalentemente

w_n_ (9.2)
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Un caso particular importante del dioptrio esférico es cuando es plano,
cuando R — oo. En ese caso, se tiene que
s ¢
- =— (9.3)
n n
El dioptrio plano se representa generalmente con el siguiente simbolo
grafico esquematico:
Algunas férmulas adicionales para los focos de los dioptrios esféricos
son las siguientes:

'R
Foco imagen (f’): se pone s = —co y nos queda | f' = n1’1— )
: nR
Foco objeto (f): se pone s = +c0 y nos queda | f = ot

Usando el invariante de Abbe y estos resultados, se puede reescribir la
ecuacion del dioptrio esférico de la siguiente forma:

f o

Aumento lateral para el dioptrio esférico:

" ¢'n
% -2 9.5)

ﬁd.e. =

9.4. Lamina plano-paralela (tema avanzado op-
cional)

Para una ldmina de caras plano-paralelas se tiene que

, n cose

t=dsine (1 - — )
n’ cos ¢’

y donde 1, 1" son los indices de refraccion fuera y dentro de la ldmina,

respectivamente, ¢, ¢’ son dngulos, d es el espesor de la ldmina y ¢ es la

traslacion del rayo en su interior.

9.5. Prisma dptico

A continuacién tenemos el dibujo del llamado prisma 6ptico y un dia-
grama auxiliar para la desviacién minima del prisma:
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Aqui, a es el angulo del prisma, 6, s la desviacion minima del prisma.
Para este sistema, se tienen los siguientes resultados:

0=+ —a (9.6)
Omin = 261 — v 9.7)
) (6,,11‘,1 + 0()
sin >
n=n—m—r——~ (9.8)

)
9.6. Lentes delgadas

Hay dos tipos principales de lentes delgadas: convergentes y divergen-
tes. Las lentes delgadas convergentes concentran rayos, mientras que las
lentes delgadas divergentes separan rayos.

Los siguientes dibujos suelen ser simbolos convencionales de las lentes
delgadas:

Hay por tanto diferentes combinaciones con estas dos lentes y una
plana. A saber: biconvexa, plano-convexa, menisco convergente. También
tenemos biconcacva, plano-céncava y menisco divergente. Sus simbolos se
muestran a continuacion:

La ecuacién fundamental de las lentes delgadas es:

L 09
El aumento lateral para lentes delgadas es igual a
Bra. = ]/?' = Sé (9.10)
Se llama potencia de una lente ¢ = P a la cantidad
P=¢q= 1 (9.11)
7

Se mide en dioptrias o m™.
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9.7. El ojo humano

El ojo humano es un sistema 6ptico con las siguientes caracteristicas:
Las anomalias de la visién y sus correcciones se dan a continuacion:

Miopia. Se soluciona con lentes divergentes.

Hipermetropia. Se soluciona con lentes convergentes.

Astigmatismo. Se soluciona con lentes cilindricas “curvadas”.

Presbicia o vista cansada. Se soluciona con lentes convergentes (ver
de cerca).

9.8. Instrumentos 6pticos

9.8.1. Lalupa

Se define el aumento angular como

’

_
Y=

Para acomodar la visién al ojo con la lupa, se usa una férmula que vale
para el objeto situado en el foco:
0.25
V= N
Es decir, 0.25 define el punto préximo de un ojo “normal” sano. Si el objeto
estd entre el foco y la lente, tendremos

9.8.2. El microscopio/telescopio
Es un conjunto, en general, de al menos dos lentes: objetivo y ocular. El
aumento total del microscopio o telescopio es igual a
s’025 L 025 0.25L
M = = — = — =

Py s f fi fo fife
En el caso de un anteojo, tendremos también

h

Vy==7
f2
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9.9. (Qué hay que saber?
Los elementos de un sistema 6ptico y su caracterizacién, nocién de eje
Optico, foco, focal, imagen real y virtual, tipologia de los principales siste-

mas Opticos.

Usar el criterio de signos para las distancias y cdlculos de posiciones de
imagenesy de objetos, junto con otros elementos como angulos o aumentos.

Saber las ecuaciones de los principales sistemas 6pticos. Conocer las
ecuaciones de los instrumentos 6pticos mds comunes. Conocer y estudiar

el ojo humano como un sistema 6ptico.

Conocer qué son y cémo se solucionan las anomalias visuales del ojo
humano.

9.10. Formulario

» Espejos esféricos.

» Dioptrio esférico.

» Dioptrio plano.



9.10. FORMULARIO

Lente delgada.

Lupa.

Microscopio.

Anteojo.

M =By =

| —
A=
» |-

=

025 L025 0.25L

s h A f  AF

il
r=%

Potencia(en dioptrias D). (f* en metros)

1

227
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Capitulo 10

Fisica moderna (I): Fisica Cuantica

10.1. Fisica del siglo XIX

A finales del siglo XIX se pens6 que la Fisica llegaba a “su fin”. Sin
embargo, algunos problemas no se comprendian con la Fisica conocida
hasta ese momento. A saber:

» La radiacién del “cuerpo negro”. Un cuerpo que se calentaba emitia
ondas electromagnéticas. La teoria cldsica no daba el espectro de la
radiacion emitida por un cuerpo caliente en una “cavidad”. Planck
tuvo que tomar una solucién radicacl (que él mismo no se creia)
usando la llamada hipétesis cuantica.

» Interpretacion de los espectros atémicos. Durante el siglo XIX, para
sorpresa de muchos, la espectroscopia de la radiacién emitida por
los atomos, tanto en emisién como en absorcién, mostraba que los
espectros exhibian una estructura discreta y no un continuo como un
arco iris.

» Rayos X. Descubiertos accidentalmente, su origen no podia ser expli-
cado con la Fisica de la época.

» Radiactividad/Radioactividad de algunas sustancias. No se com-
prendia como eran capaces de emitir y radiar energia algunas sus-
tancias naturales.

» Existencia del electrén en la Naturaleza y su papel en los mode-

los atémicos. Aun cuando se pensaba que los llamados “4tomos”
eran indivisibles, se prob¢ facilmente que los 4&tomos tenian también

229
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estructura interna, como puso de manifiesto el experimento de Rut-
herford. Sin embargo, su estructura y estabilidad no era consistente
con las teorias electromagnéticas clasicas.

10.2. Radiacién del cuerpo negro

Todo cuerpo material emite un espectro continuo de ondas electro-
magnéticas a causa de la temperatura. Dicha radiacién se denomina radia-
cion térmica.

Las propiedades de la radiacion térmica son las siguientes:

» La intensidad (energia por unidad de tiempo a través de una super-
ficie S dada) esa relacionada con la temperatura. Matemadticamente

[= = =

E P
"5 /D

en donde f(T) es una funcién de la temperatura.

» Sila temperatura del emisor aumenta, la radiaciéon se desplaza hacia
longitudes de onda mads cortas, con mas energfa. Es decir, T T— A |.

» Los cuerpos materiales absorben radiacién del entorno, produciéndo-
se intercambios de radiacion electromagnética. Si I, = Eqs, entonces
se alcanza en algtn punto el equilibrio térmico con Ty, = Tps.

» Un buen absorbente de radiacién es equivalente a un buen emisor de
radiacion.

» Nocién de “cuerpo negro”: es un cuerpo que absorbe por igual ra-
diacién de todas las longitudes de onda (por eso se llama “negro”),
desde el infrarrojo al ultravioleta. Un cuerpo negro tiene dos pro-
piedades bésicas. La primera es que a T # 0K absorbe o emite més
que cualquier otro cuerpo. La segunda es que su radiacién es inde-
pendiente de la clase de cuerpo y de su naturaleza o composiciéon
particular. Generalmente, un cuerpo negro se visualiza de forma abs-
tracta como una “caja negra” a la que se hace un orificio hueco fino,
por donde escapa la radiacién térmica y electromagnética.
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10.2.1. Ley de Stefan-Boltzmann

Esta ley es vélida para cualquier cuerpo negro y sefiala que la potencia
total del cuerpo negro (radiada o absorbida) es igual a

P
P=0ST* & [ = 5= oT* (10.1)

en donde ¢ = 5.67 - 108 Wm2K™* es la llamada constante de Stefan-
Boltzmann.

10.2.2. Ley de Wien

La longitud de onda a la que el cuerpo negro radia con energia maxima
es inversamente proporcional a la temperatura:

A(max) = % (10.2)

y donde C =2.9-107°K - m.

10.2.3. Ley de Planck

La hipétesis cudntica sefiala que la radiacién emitida por un cuerpo
negro no toma culaquier valor en energia sino que sé6lo valores fijos y
discretos de forma que

E =nhf (10.3)

ydonden =1,2,...,00, h = 6.63 - 1073Js es la constante de Planck y f es
la frecuencia de la radiacién emitida. Con esta idea, Planck fue capaz de
deducir la expresién (complicada para el nivel de este curso) de la curva
experimental de la radiacién del cuerpo negro.

10.3. Efecto fotoeléctrico

El efecto fotoeléctrico, hoy comtn en muchas aplicaciones practicas
como paneles solares y otros dispositivos, fue un quebradero de cabeza
para los fisicos cldsicos. Las propiedades experimentales del fenémeno
eran bastante chocantes:

» La frecuencia de la radiacién que producia el efecto fotoeléctrico era
siempre mayor o igual que una frecuencia minima que dependia del
material. Es decir f},; > f,.in para observar dicho efecto.
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» La velocidad de los electrones v, aumenta si la intensidad aumenta,
pero no varia el potencial “de frenado” de dichos electrones.

» Si la intensidad aumenta, sorprendentemente, aumenta el ntiimero
de electrones emitidos, siempre que la frecuencia supere el umbral
mencionado anteriormente.

» El potencial de frenado mantiene una relacién lineal con la frecuencia
de la radiacién incidente, y es igual en todas las sustancias fotoemi-
sivas.

Introducimos la notacién siguiente: f es la frecuencia de la radiacién inci-
dente, W,y es el trabajo de extraccién de la sustancia correspondiente y E,
es la energia cinética de los fotoelectrones. Einstein, en 1905, di6 con una
explicacion del efecto fotoeléctrico que le vali6 el Nobel en 1921. Para ello
us6 la teoria o hipétesis cudntica de Planck y el principio de conservaciéon
de la energia. Si usamos este tltimo principio:

E(inicial) = E(final)

hf = Wy + Ec(elec)

hf =hfy+ %mvz (10.4)

Esta tltima ecuacién se llama Ley de Einstein del efecto fotoeléctrico,
y dicha ecuacién se verific6 experimentalmente. En dicha ecuacién, el
potencial de frenado se mide conectando un circuito con una bateria que
suministre cierto potencial, de forma que frenamos a los electrones salientes
(fotoelectrones) hasta no detectar corriente. El potencial para detener a los
electrones es precisamente el potencial de frenado V; y se puede calcular
de dos formas equivalentes

1
E (elec) = Emv2 =eVy
o bien

_ E.(elec) _ h(f - fo)

e e

Vy

y donde e = 1.6 - 107C es la carga elemental del electrén.
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10.4. Rayos X
Experimentalmente, esta radiacion tenia las siguientes caracteristicas:

» Son ondas electromagnéticas o fotones con una energia grande y
cierto poder de penetracion en la materia.

» Penetran en la materia de forma bastante espectacular. Hoy dia se
usan para las radiografias.

» Jonizan 4tomos con facilidad.
» Provocan fluorescencia.
» Impresionan placas fotograficas.

= Se producen rayos X, RX, en un tubo de vacio al que se le aplica una
gran diferencia de potencial para acelerar electrones de un filamento
que al frenarse violentamente, emiten fotones en el espectro en la
zona de los RX. También hay sustancias naturales que emiten ese
tipo de radiacién.

10.5. Efecto Compton

Es un efecto que corresponde a una interaccién electrén-fotéon. También
por conservacion de la energia se tiene que

hf =hf + %mvz

La ecuacién experimental ( y que puede deducirse en fisica relativista
de forma relativamente sencilla) para el efecto Compton es la siguiente:

A —A=Ac(l-cos0)| (10.5)

h h
y donde Ac = = —, con m = m, la masa del electrén, y donde el
Mmuy,  mc

momento lineal de un fotén es p = hf/c.
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10.6. Espectros y modelo de Bohr

Los elementos presentan un espectro discreto y no continuo de absor-
cién y de emision.

Balmer (s.XIX) descubrié que para el &tomo de hidrégeno la férmula
siguiente daba la separacion de las lineas espectrales observadas:

% _ RH[% _ lz) (10.6)

1’lf Yll.

y donde Ry = constante = 109677.581cm™! = 13.6¢V es la llamada constan-
te de Rydberg o simplemente Rydberg. 11, 71; son niimeros enteros estric-
tamente positivos y determinan las llamadas series espectrales, de forma
que 715 da la serie, y n; da la linea dentro de la serie.

El modelo de Bohr fue capaz de explicar esta férmula, y también us6 la
hipétesis de Planck, como Einstein la usé para el efecto fotoeléctrico. Este
modelo esta basado en las siguientes hipo6tesis:

= Los electrones giran en Orbitas circulares en trayectorias definidas y
estacionarias.

» Las oOrbitas estdn cuantizadas de forma que el momento angular L
es multiplo entero de la constante de Planck dividida por 27, que se
simboliza como h/2n = k. Es decir,

L:va:nh:ni n=1,2,...,00
27

» En las trayectorias estacionarias u Orbitas circulares no se emite o
radia energia electromagnética.

» Para emitir o abserber energia, en forma de radiacién electromagnéti-
ca, se cumple la ley de Planck: AE = h(f — fy).

Las consecuencias de este modelo, sin entrar en detalles, son las siguientes:
» Las orbitas estdn cuantizadas segtn la ley

1

= WHZHZ = 007’12 (107)

R,
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en donde K¢ es la constante de Coulomb,n € Z* =1,2,...,00 ydonde

1? h?
- Kcme? - 412K me?

es el radio de Bohr, unos 0.53A, y m es la masa del electrén. También
se puede escribir usando la llamado constante de estructura fina
electromagnética
Kce2 1
Q= ~

hc ~ 137

en la forma siguiente

Rn—linzzl( f )nz

o mc a \2rtmce

» [Las velocidades también estdn cuantizadas

nh  Kee®>  ac
= == 10.8
mR,, hin n ( )

Oy =

» La energfa en una 6rbita estd cuantizada de la forma siguiente
2m*KZme* 1 KZme* 1

oo on2 o 2r2 n?
De esta expresion se deduce la férmula de Balmer y la representacién

de la constante de Rydberg en términos de constantes fundamentales
como sigue:

E,=- (10.9)

2m*KZme*  KZme*
RH = =
h? 212
La deduccién de las férmulas es muy sencilla. Primero, usando la segunda

ley de Newton, equilibramos la fuerza centripeta con la fuerza eléctrica en
valor absoluto

FC:Pel

2

v

R R?
Para el 4&tomo de hidrégeno, tenemos que Q; = Q, = ¢, donde e es la carga
eléctrica del electrén, tenemos

v? 2

K
MR TR
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Ahora, usando la hipétesis de Bohr para la cuantizacién del momento
angular, se tiene que

moR = nh
de donde

22
, nh

=
m2?R?
Sustituyendo esto en la expresion de la fuerza centripeta, se tiene

2 252
mv— :m(n f )l (10.10)

R m2R? | R
Igualando a la fuerza eléctrica, como habfamos hecho arriba, tenemos que
n2h%\ 1 n?h?\ 1 e?
o[ 2 = K— 10.11
m(mZRZ) R (mRz) R~ R (10-11)

esto es

n?h?\ 1
(7) ra =k (10.12)

Es decir, la expresion antes mencionada de la cuantizacién de los radios en
el modelo de Bohr

n%h?

m

1 14 ,
=—— 10.13
) Kce?  « mcn ( )

R(n) =r, :(

Para las velocidades, simplemente por sustitucion de estos radios en la
férmula de la fuerza, nos permite deducir que

,  Kce*  Kce? (mKee?)  n’hi?(Kce?)?

= mr, m  (n2h2) n2h2
luego
_ Kee? c
Cnh n

Para las energias, simplemente usamos que la energia total del electrén
en el d&tomo es la suma de la energia cinética y potencial del electrén
(despreciamos los efectos del protén, su tamario finito y dindmica):

Er =E.+E, (10.14)
La energia potencial eléctrica vale
Ep(el) — KC QlQZ

R
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Para el 4tomo de hidrégeno, tenemos que Q; = dprotén = €y Q =

Jelectrén = —¢ por lo que
E,(el) = —-K é
p - C R
Sustituyendo esto en la energia total
1 2
Er= smo - Kc% (10.15)

Pero, de la ecuacién del equilibrio de fuerzas (segunda ley de Newton)

deducimos antes que
2 2

0 e

mE = Kcﬁ
o bien, operando,
Z)_Z _ Kcez
"2 TR
Por lo tanto,
2 2 2 2
P - %mvz K - Kz% K= _K2CI§ (10.16)

Insertando los valores de la cuantizacién de las 6rbitas deducidas anterior-
mente por Bohr, se tiene el espectro cuantizado del 4tomo de hidrégeno

_m(KCe2)2 _ 1mc*a® _2n2mK%e4 _ Ry

E(n)=E, = = _ __
() 2h2n2 2 n? h2n? n2

(10.17)

Una relaciéon poco comentada en los libros y articulos es la cuantizacién
de la aceleracién en el modelo de Bohr. Se deduce trivialmente de las ecua-
ciones de la cuantizacién para las velocidades y los radios. Considerando
una 6rbita circular con MCU, la aceleracién centripeta de los electrones en
el modelo de Bohr es:

a, = -~ (10.18)

Insertando los valores de las velocidades y radios antes obtenidos, tenemos
que:

ac?
n2 a’mc?
= - 10.19
YETh T 1o

a mc
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es decir, que

Klebmc®  Kle®m  o3mcd
a, = = =
T RAc3nd Fitn4 fin

Lo absolutamente maravilloso del modelo de Bohr es que también es
véalido para los llamados &tomos hidrogenoides (un d4tomo hidrogenoi-
de es un dtomo con un solo electrén y un ntcleo con Z protones, e.g.,
He*,Li**,..)) y para atomos exéticos (4tomos mudénicos, 4&tomos taudnicos,
muonio, tauonio, ... ) con el debido cuidado (en los 4tomos exéticos hay
que sustituir la masa del electrén por la masa reducida del sistema). En
tal caso basta hacer una sustitucién e — Ze, ¢> — Ze?, y obtenemos las
expresiones para las energias, radios, velocidades y acelerariones para las
férmulas de los 4tomos hidrogenoides:

(10.20)

m (KcZe*): _ 1mc*Z%a? 2m*mZ*Kze* Z2Ry

E(m) = En = R B h2n? T
(10.21)
1 amn®> 1 h
" KcmZe? Z " azZmc" (1022)
ZKce>  Zac
— = — 10.23
nh n ( )
7383mcd ZPKle®mc® Z3K3ePm
a, = 22 _Z ¢ =—2¢ (10.24)
fint hi*cdnt hitn*

Debemos recordar que el modelo de Bohr, si bien coincide paralas lineas
y separaciones espectrales, de estos d4tomos, no aporta informacién de la
llamada estructura fina del &tomo: no es un modelo relativista, no incluye
los efectos de los desdoblamientos espectrales ante campos eléctricos o
magnéticos ni incluye el efecto del espin del electrén (efecto relativista
deducible de la ecuacién de Dirac del electrén). No obstante, es un modelo
atil para muchas aplicaciones practicas porque la Mecanica Cuantica no
relativista reproduce sus resultados.

10.7. Ondas de materia
Para un fotdn, se tiene que su momento lineal es igual a

E hf h
Ph=e=7 70
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yaquec = Af.

La hipétesis de las ondas de materia de L. de Broglie sefiala que toda
particula con momento lineal p debe tener una longitud de onda asociada
dada por

h
A=- (10.25)
P
Para una particula no relativista, tenemos que p = mo, luego
A= E = i (10.26)
p mou

Sin embargo, la dualidad de L.de Broglie vale incluso para el caso
relativista, en el que la energia y el momento estdn ligados por las relaciones
siguientes:

E? = 22 + mct
y el momento relativista para una particula con masa se define como

p=Mv=myv= e -

v

e

Esta idea de la dualidad onda-corptsculo se vié confirmada por la

difraccién electrones en un cristal experimentalmente, en el experimento

de Davidson y Germer. Ademéds, la dualidad permite comprender el origen

de la cuantizacién de Bohr para el 4&tomo de hidrégeno. Para una onda en

una Orbita circular, la condicién de estacionaridad de la onda se traduce

en el principio de interferencia constructiva de las ondas de materia que

postulaba de Broglie. Una interferencia es constructiva si la longitud de las
ondas se encaja en multiplos enteros de longitud de onda, es decir,

X, =2nr=nA, n=1,2,...,00
Dividiendo
_nd
27

Aplicando la condicién de Louis de Broglie a dicha ecuacién, tenemos que
si A = h/p, entonces

r

_
-~ 2mp
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de donde
_
P= o0
o bien
_ o _nh
P=omr ™7

Es decir, se tiene que
pr = L = momento angular = nfi «— mv(2nr) = nh

que es la hip6tesis de cuantizacién del momento angular de Bohr.

10.8. Ondas y Mecanica Cuantica

10.8.1. Ondas

Hay unos pardmetros caracteristicos de las ondas:

» Velocidad de propagacion de la onda. Es la velocidad con la que la
onda, o perturbacién en el medio, se mueve y propaga. Matematica-
mente

v=Af

Paralaluz v, =c= Af.

» Longitud de onda (A). Es la distancia entre dos méximos o dos mini-
mos sucesivos de una onda. Se suele expresar en metros, centimetros,
nanémetros o incluso A, angstroms (1A=10"""m).

» Una oscilacién o revolucién es una vibracién que da lugar a exacta-
mente una longitud de onda (“una vuelta”).

= El nimero de ondas (k = v) es el nimero de oscilaciones en cada uni-
dad de longitud, también llamado ntiimero de ondas espectroscépico.

_ 1 f
k=v=2=%

En ocasiones, también se usa el nimero de oscilaciones en cada uni-
dad de longitud dividido por 27, matemdticamente k = k. (vueltas en
una circunferencia), es decir, nimero de oscilaciones en cada unidad
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de distancia medidas en una circunferencia, por lo que se denomina
también nimero de onda angular o circular. En este caso, se tiene que

_271

k =k
A

En Quimica, y en este curso, solamente usaremos el ntimero de onda
espectroscopico.

» Frecuencia (f o también v). Es el nimero de oscilaciones que pasan
por cada punto de oscilacién de la onda en cada unidad de tiempo.

Matematicamente
w

1
[=7 5

» El periodo T es el tiempo que tarda la onda en recorrer toda su
longitud de onda. Matemaéticamente, se tiene que

Es notable que el ntimero de onda espectroscépico guarda la misma rela-
cién con la longitud de onda que la frecuencia y el periodo, mientras que
el niimero de ondas angular guarda la misma relacién la longitud de onda
que el periodo y la pulsacién angular w.

El espectro electromagnético es un continuo formado por el conjunto
de las radiaciones electromagnéticas. No s6lo lo forman las ondas percibi-
das por nuestros sentidos, sino otras muchas radiaciones: ondas de radio,
microondas, infrarrojas, ultravioletas, rayos X, rayos gamma, rayos cosmi-
cos, . .. Se piensa que el limite para la longitud de onda més pequefia es la
llamada longitud de Planck

[Gut .
Ly=—5 ~16-107"m

Las radiaciones se suelen clasificar también segtin su poder ionizante en io-
nizantes y no ionizantes, ademds de la radiacién visible antes mencionada
y que percibimos con nuestros sentidos. La radiacién ionizante compren-
de desde el ultravioleta hasta los rayos c6smicos y puede inducir cambios
moleculares en los organismos (en Biologia, esto desencadena mutacio-
nes) debido a la cantidad de energia que almacena la radiacién de “alta”
frecuencia.
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10.8.2. Mecanica Cuantica

El modelo de Bohr no pudo extenderse a modelos de 4tomos mds com-
plicados. Incluso peor, el avance y perfeccionamiento de la espectroscopia
demostré que la férmula de Balmer era incompleta y no explicaba los de-
talles de la estructura fina del &tomo de hidrégeno. Incluso pese al hecho
de que Sommerfeld extendi6 el modelo de Bohr para incluir los efectos de
la relatividad especial y del tamario finito del nticleo, era evidente para los
fisicos y quimicos de la época que se requeria una nueva Mecénica para
explicar los detalles de la estructura de &tomos y moléculas.

Inicialmente, para incluir los efectos de las 6rbitas elipticas, se introdujo
un nuevo nimero cudntico, que ademads permitia entender ciertos detalles
del 4tomo de hidrégeno. Este ntimero cudntico secundario se denomina
también azimutal, e indica los subniveles en cada “linea”. Puede tomar
valores desde 0 hasta n-1, donde n es el niimero cudntico principal, que
indica la energia, mientras que el secundario da, de algiin modo, la forma
de la 6rbita (del “orbital” en Fisica Cuantica).

El ntimero cudntico de subniveles es igual al ntimero de niveles. Los
niveles de energia se indican con letras mayusculas por los quimicos
(K,.LM,N corresponden a n=1,n=2,n=3,n=4). Los subniveles, denotados
desde 1=0 hasta n-1, se denotan por letras mintsculas (s,p,d,f para los va-
lores 1=0,1=1,1=2,1=3). s viene del inglés “sharp”, p de “principal”, d es por
“diffuse” y f por “fundamental”.

Por otra parte, el desdoblamiento de los niveles de energia en el es-
pectro de d4tomos sometidos a campos magnéticos (efecto Zeeman) llevé a
introducir una subestructura en los subniveles de energia y un nuevo
ntimero cuantico, el terciario o magntico (m), y que suponia que diferentes
energias eran posibles segtin la orientaciéon de la 6rbita (u orbital) en un
campo magnético. Algo similar ocurria en presencia de campos eléctricos.
Elntimero cuantico magnético m puede variar desde -1a +1, pasando por el
0. Finalmente, el experimento de Stern y Gerlach, llevé a la introduccién de
un nimero cudntico adicional asociado al momento angular intrinseco del
electrén. Se denominé nimero cudntico de espin s y puede tomar valores
de -1/2 6 +1/2 en unidades de i, asi como producir dos nuevos subestados
energéticos asociados a los mismos.

Debido a la hipétesis de L.de Broglie, y a la teorfa cudntica de Planck,
exitosamente aplicada por Einstein y Bohr, Schrodinger se vio forzado
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a introducir una ecuacién de ondas (no relativista) para la materia. Esta
ecuacion, hoy dia llamada ecuacién de Schrodinger, captura la dindmica
ondulatoria de las particulas, y para los estados estacionarios indepen-
dientes del tiempo puede escribirse como sigue

(10.27)

y donde H es un operador cudntico que codifica la dindmica, llamado
operador hamiltoniano, E la energia (que puede ser que sea tanto discreta
como continua) y W = W(x,t) es una funcién de onda que estd asociada
a las ondas de materia de la particula. La soluciéon de esta ecuacién y
de la version relativista, llamada ecuacién de Dirac, demuestra que sélo
ciertos valores de la energia son posibles para los electrones en un dtomo.
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es una ecuacién en
derivadas parciales:

2

—;—mVZ‘P(x, y,2) + V(x,y,2)¥(x,y,2) = E¥(x,v,2) (10.28)

W(x,y,z)+ V(x,y,2)¥(x,y,z) = E¥(x,y,2)

AN
_%[ﬁw_}/ﬁ@

(10.29)
La version de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es la

siguiente (i = V-1

2
—f—mVZW(x, v,2,0 + VY, 2 DW(, y,2,1) = ih%w, v,z 0| (10.30)

2lo* 9> 9

o |32 T o o

] Y(x,y,zt)+V(x,yzt)¥(xyzt) = ih%\lf(x, Y,z,t)

(10.31)
La ecuacién de Schrodinger, y la ecuacion de Dirac, s6lo pueden resolverse
para ciertos valores de los nimeros cudnticos. La ecuaciéon de Dirac se
escribe para un electrén libre como sigue

ihytd,W — mcW¥ =0
mientras que para un potencial en un atomo o sistema adquiere la forma

ihytd,W — mcW — eyt AW = 0
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y donde i = V~1. El hecho matematico de que aparezcan ntimeros imagi-
narios y mas generalmente niimeros complejos en las ecuaciones anteriores
supuso un problema para la interpretacion del significado de la funcién
de onda W(x,t), que es generalmente jUn ntiimero complejo! Finalmen-
te, a finales de los afios 20 del siglo XX, la interpretacién de Copenhagen
(Copenhague), introducida por Max Born, descarta interpretar W cuantica-
mente pero si introduce la regla siguiente (que fue denostada por Einstein o
el propio Erwin Schrédinger): W(x, t) es una amplitud de probabilidad que
no tiene significado fisico, pero el médulo al cuadrado de dicha cantidad
si posee significado. La regla de Born postula que p = W*W = |W(x, )| es
una densidad de probabilidad que indica la probabilidad de encontrar a la
particula en una posicién y tiempo en el espacio.

La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial lineal, por lo
que en general si tenemos dos soluciones de la ecuacién, la suma es también
una solucion. Esto conduce a determinadas paradojas cuando se considera
que la funcién de onda es algo “real” para objetos macroscépicos, siendo
la mas conocida la elaborada por el propio Schrédinger y hoy llamada la
“paradoja del gato de Schrodinger”. Si Wy y W, son soluciones posibles de
la ecuacién de Schrodinger, entonces

W(x,t) = c1Wi(x, t) + c2Wa(x, t)

es también una solucién. Para el problema de la paradoja del gato, se
supone que las funciones W; y W, corresponden a los estados del gato
vivo o muerto cuando se acciona un dispositivo mortal accionado por una
desintegracion aleatoria en una caja cerrada que impide que observemos
el estado del gato sin abrirla. Existen distintas interpretaciones sobre el
significado real de este experimento mental (nunca se ha realizado).

Debido a que una particula microscépica no estd tiene propiedades on-
dulatorias, esto llevo a enunciarse el llamado principio de indeterminacién
o incertidumbre (Werner Heisenberg, 1927).

10.8.3. Principio de incertidumbre

Heisenberg postul6 la idea siguiente: no se puede conocer simultdnea-
mente (a la vez) posicién y momento lineal de una particula (o posicién
y velocidad de la misma), de forma que sus incertidumbres estdn ligadas
por la siguiente relacion

AxAp > g (10.32)
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Existen otras relaciones de indeterminacion o incertidumbre, de hecho,
cualquier par de magnitudes conjugadas, con dimensién de “accién” o
las mismas que la constante de Planck, deben satisfacer unas relaciones
analogas. Por ejemplo, para la energia y el tiempo se tiene que

h
AEAt > 7 (10.33)

10.8.4. Orbitales y ntimeros cuanticos

La dualidad onda-particula, el principio de incertidumbre de Heisen-
berg y sus soluciones conllevan abandonar la descripcién denominada
clasica de orbita y sustituirla por la nocién de orbital. Un orbital es la re-
gion del espacio donde es més probable encontrar una particula (como un
electron en un 4tomo o una molécula con cierta interaccién). El electron en
un atomo debe visualizarse no como una “bolita” o una onda, sino como
una especie de “nube difusa” de carga distribuida alrededor del ntcleo
atomico. Los orbitales vienen caracterizados por los nimeros cudnticos
antes mencionados:

» Numero cudntico principal. Da la energfa del orbital. Valores posibles
n=1,2,...,00.

s NiUmero cuéntico secundario o azimutal. Da la forma del orbital.
Valores posibles [ =0,1,...,n—1.

» Numero cudntico terciario o magnético. Da la orientacién del orbital
en el espacio (en presencia de un campo eléctrico o magnético). Toma
valores en el intervalo [/, +/], incluyendo el 0.

= Numero cudntico de espin. Toma valores de +1/2 0 -1/2 en unidades
de 7i. Mide el momento angular intrinseco del electrén.

Los orbitales de tipo s son “esféricos”, mientras que los orbitales de tipo
“p” tienen 3 orientaciones espaciales y forma alabeada. Los orbitales de
tipo d tienen formas mds complicadas, que incluyen “mdltiples pétalos” y

anillos.

Ademds, para los electrones (y generalmente para fermiones o particu-
las con espin semientero) se cumple el denominado principio de exclusién
de Pauli: no pueden existir en un “4tomo” o “molécula” dos entidades
como electrones (o fermiones) con los 4 (o todos) los nimeros cuanticos
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iguales. En los electrones en orbitales de atomos, s6lo dos electrones pue-
de haber en cada orbital, con espines opuestos. Ademads, en los orbitales
por nivel, pues, habra como maximo 2n? electrones, y por cada subnivel
1, 2(2] + 1) electrones. Asi, para uno de tipo s hay 2 electrones, para los p
hay 6 electrones (distribuidos en 3 orbitales), para los d hay 10 electrones
(en 5 orbitales), para los f hay 14 (en 7 orbitales) y para los g habria 18 (en
7 orbitales) o los h hay 22 electrones (en 9 orbitales). El limite de orbitales
para un atomo y un ntimero atémico determinado esté claro, pero se des-
conoce si existe un ntiimero maximo de electrones (equivalentemente un
ndmero méximo de protones Z) que produzca estados o dtomos estables
“superpesados”. Es el problema del limite de la Tabla Periédica moder-
na que esta atn por resolverse en Quimica tedrica. A dia de hoy, se han
producido en mayor o menor cantidad todos los elementos del periodo 7
del sistema periddico, y se ha intentado (sin éxito atin) producir elementos
del periodo 8. Este problema es interesante, porque para dicho periodo
o los siguientes (hipotéticos), se sabe que las correcciones relativistas co-
bran especial importancia. La llamada hipétesis de la isla de estabilidad de
Seaborg sefiala que, a priori, uno esperaria elementos superpesados en el
periodo 8 6 9 que fueran suficientemente estables para ser sintetizados. El
sistema periddico extendido al periodo 8 6 9 es uno de los problemas més
fascinantes también desde el punto de vista experimental y computacional.

10.9. Tabla Periddica y propiedades periddicas

Desde que Mendeleiev y Meyer formularan las primeras tablas periédi-
cas modernas predictivas, se sabia (desde el s.XIX) que las propiedades de
los elementos quimicos (y sus correspondientes 4&tomos) no eran arbitra-
rias, sino que variaban de forma periédica con la masa atémica (y entonces
segun el nimero atémico). La tabla periddica moderna se debe a Moseley y
estd organizada en 18 grupos o columnas y 7 periodos o filas (posiblemente
existen méas periodos pero atin no se ha demostrado la existencia de 4&tomos
estables en dicha zona mediante su produccién directa). En cada grupo,
los elementos poseen propiedades similares quimicas. En cada periodo,
cada elemento posterior se construye del anterior agregando un electrén,
equivalentemente un protén por la neutralidad eléctrica de los dtomos,
para formar el siguiente elemento. Ademds, hay dos series denominadas
de transicion y otra de transicién interna entre los elementos de los grupos
2 y 13. Los grupos 1,2,13,14,15,16,17,y 18 se llaman elementos represen-
tativos. Los elementos de transicién ocupan el espacio entre el grupo 2 y
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el 13, y aparecen a partir del cuarto periodo (no antes). Los elementos de
transicion interna aparecen en los periodos 6 y 7. Los elementos de transi-
cién interna se organizan en dos subseries llamadas lantdnidos y actinidos.

Las configuraciones electrénicas de los elementos representativos son
muy estables y siguen los principios generales de la regla de Aufbau (dia-
grama de Moller). Los elementos de transicién presentan en ocasiones
irregularidades en sus configuraciones electrénicas, y también los de tran-
sicion interna.

Las propiedades periédicas mds importantes son las siguientes:

» Energia de ionizacién (E;). También llamado potencial de ionizacién,
es la energia minima para arrancar un electrén de un d&tomo gaseoso
en su estado fundamental y gaseoso, transformdndolo en un i6n
positivo o catién. Se expresa siempre genergalmente referida a un
mol de dtomos:

A(Q +E — AT (9) +e

Enun grupo, la energia deionizacién disminuye hacia abajo, mientras
que en un periodo, aumentan si nos desplazamos hacia la derecha en
la Tabla Periédica.

» Afinidad electrénica o electroafinidad (A.E.). Es la energia liberada
cuando un 4tomo en su estado fundamental y en estado gaseoso
absorbe un electrén para formar un anién o ién negativo. Se refiere
también siempre a un mol de 4tomos:

A(Q)+e — A (9) + AE.

La afinidad electrénica disminuye al bajar en un grupo, mientras que
aumenta al ir avanzando en un grupo.

» Electronegatividad. Es la tendencia de un 4tomo o elemento para
atraer hacia si un par de electrones compartido con otro elemento o
atomo. Es una propiedad relativa al par de elementos que conside-
remos, esto es, de los dtomos enlazados quimicamente entre si. Sin
embargo, de forma cualitativa, también varia en la Tabla Periédica
segln una regla bien definida: la electronegatividad aumenta de iz-
quierda a derecha en un periodo, mientras que disminuye al bajar en
un grupo. Existen varias escalas de electronegatividad, siendo una de
las més comunes y usadas la llamada escala de Pauling, que relaciona
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la electronegatividad con la energia de enlace. En esta escala, el ele-
mento més electronegativo es el fltior (con valor 4.0), mientras que el
cesio es el meos electronegativo (0.7). Los elementos restantes tienen
valores intermedios de éstos. En esta escala, se consideran elementos
metdlicos a todos los que tienen electronegatividades entre 0.7 y 2.
El hidrégeno tiene electronegatividad 2.1, por lo que de forma muy
aproximada, aquellos elementos con electronegatividades inferiores
son metales, y los que la superan son no metales. Serian semimetales
aquellos que tienen una electronegatividad similar a la del hidrégeno
(se sittian en la escalera del sistema periddico, a la derecha). Hoy dia
se prefiere y usa el término metaloide para los elementos que tie-
nen propiedades intermedias entre metal y no metal: boro, silicio,
germanio, arsénico, antimonio y teluro. En algunos casos, también
se consideran metaloides al carbono, aluminio, selenio, polonio, y
astato.

» Radio atémico. Es la mitad de la distancia entre dos dtomos del
mismo elemento quimico enlazados. En un periodo, aumenta hacia
la izquierda. En un grupo, aumenta hacia abajo.

10.10. ;Qué hay que saberse?

» Concepto de cuerpo negro, ley de Stefan-Boltzmann y ley de Wien.
Explicacién de Planck de la curva del cuerpo negro con la hipétesis
cuéntica.

» Efecto fotoeléctrico: explicaciéon de Einstein, ecuacién de Einstein,
potencial de frenado.

= Modelo de Bohr: postulados y consecuencias para el &tomo de hidrégeno.
Férmula de Balmer.

» Propiedades del fotén, dualidad onda-particula, longitud de De Bro-
glie para ondas de materia, principio de incertidumbre de Heisen-
berg.

» Ecuacién de Schrodinger. Principio de superposicion. Numeros cuanti-
cos: origen y significado en términos cuanticos.

» Plantear y resolver problemas sencillos con las ideas bésicas de las
hipétesis cudntica y la relatividad especial. Entender la evoluciéon
cientifica que supuso comprender los principios cuanticos.
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» Conocer y contrastar la “Fisica Clasica” frente a la la teorfa cudntica.

» Tabla Periédica: construccién de configuraciones y orbitales. Princi-
pio de Aufbau. Principio de exclusién de Pauli. Escala de Pauling
de electronegatividad. Principales propiedades periddicas y su va-
riacién cualitativa en el sistema periédico. Nocién de orbital atémico
y grupo representativo. Significado de las series de transicién y la
serie de transicién interna.

10.11. Formulario
» Ley dePlanck E = hf = hiw
» Ecuacién de Einstein para el efecto fotoeléctrico:
hf=hfy+ %mvz

» Trabajo de extraccién:
Wext = h f 0

» Potencial de frenado:

_ Ec(max) _ h(f - fo)

e e

Vy
h E_hf
C

» Momento lineal y energia del fotén: p = 1=

» Dualidad onda-particula:

p  mo
» Principio de incertidumbre de Heisenberg:
h
AxAp > ~
xAp 2 5
» Principio de incertidumbre de Heisenberg(II):

h
AEAt > —
2
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» Principio de incertidumbre de Heisenberg general:

A~

AAAB >

NSt

Para el modelo de Bohr, es importante recordar las siguientes ecuaciones
basicas

» Cuantizacién del momento angular:

L=mor=nh, n=1,2,...,00

» Hipotesis de Planck para las transiciones de un electrén de una 6rbita
a otra:
AE = hf

» Cuantizaciéon de las 6rbitas:

ry = agn’

» Cuantizaciéon de las velocidades:

ac
v, = —
n
» Cuantizacion de la energia:
g, = N
iy
» Cuantizacién de la aceleracion:
a’mc®
a, =
hin*

1 1 1 1
AEnln/ Ef El— Ry[n—;—n—lz]:'i'Ry(n—lz—n—J%]

y donde Ry = 13.6eV = 2.18 - 107 18]
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» Férmula de Balmer para el modelo de Bohr en términos del ntimero
de onda espectroscépico k = 1/A:

1 Ry(1 1 Ry(1 1
MY =am, :__(___]:+_[___)
N 2 2 2 2
A iy he ne o he | n? "
Hemos usado que para fotones E = hf = h% = hck, donde k es el

E
ntmero de onda, con lo que k = 7o y nos quedara

1 — 1 1 — 1 1
A (X)Wf =AK)y 0, = —R]/(n—? - n_lz] = +Ry [n—? - n—?)

de forma que

m(Kce?)?
— Ry  “om . ,(Kee?)*  (Kce?)?
Ry = he he =2 Wc — 4mnhc

y donde numéricamente se tiene que

Ry =1.097 -10"m™* = 1.097 - 10°cm ™"

» Ecuacién de Schrodinger:

HWY = EW
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Capitulo 11

Fisica moderna (II): Fisica
relativista

11.1. Relatividad especial o restringida

Hasta el siglo XX, las leyes fisicas eran invariantes bajo transformacio-
nes de Galileo entre observadores inerciales. Dichas transformaciones son
las siguientes

x =x-—ot

T.de Galileo = {” ~ 7/ (11.1)
z =2z
V=t

El problema de este conjunto de transformaciones y sus generalizacio-
nes en el espacio tridimensional era que la ecuaciones de Maxwell del elec-
tromagnetismo NO eran invariantes bajo estas transformaciones. Ademés,
el supuesto éter luminifero electromagnético donde se pensaba que la luz
se propagaba no pudo ser detectado. Este resultado negativo del expe-
rimento Michelson-Morley supuso un gran problema tedrico, porque la
velocidad de arrastre en el éter, medida por v, = v, — V, no lograba ser
medida. Einstein, de nuevo en 1905, logré una explicacién audaz de esto a
partir de primeros principios. Supuso que la velocidad de la luz era real-
mente invariante en el vacio para todo observador y que todas las leyes
fisicas, mecdnicas y electromagnéticas, cumplian el principio de relativi-
dad especial con unas transformaciones diferentes a las transformaciones
de Galileo, que él pudo deducir de sus postulados, pero que también
eran ya conocidas en la época. Esas transformaciones son las denominadas

253
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transformaciones de Lorentz:

x' = y(x —vt)
y=y
T.de Lorentz . (11.2)
, X0
F=r (t - c—z)
en donde .
Y= —
-2

Estas transformaciones fueron correctamente interpretadas por Einstein de
la siguiente forma:

» Los observadores en reposo miden longitudes més cortas para obser-
vadores en movimiento con respecto a ellos. Esto se llama contraccién

de longitudes:
2
1
L=ILyy/1- = = Lo~
¢ Y

= Observadores en reposo miden tiempos (o “tics” de los relojes) maés
cortos (o rdpidos) que los relojes que se mueven y que sufren una
“dilatacion del tiempo”, es decir, tienen “tics” mas largos o lentos.
Si S’ es el sistema de referencia mévil y S es el sistema de referencia
estacionario, se tiene que
At
At = yAt =
2
v
-
c
» El tiempo es relativo y no es universal para los observadores, a dife-
rencia del tiempo en relatividad galileana.

» La simultaneidad es relativa al observador, no hay una nocién uni-
versal de simultaneidad entre sucesos.

s El momento lineal relativista no coincide con el momento clésico,
sino que adopta la expresion siguiente

ﬁr@l = M0 = m)/ﬁ: LZ (11.3)
0
itz
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Generalmente se suele definir el parémetro § = v/c para simplificar
la escritura de las féormulas relativistas.

En ocasiones, se llama masa relativista a la siguiente cantidad, aunque
es un concepto ya obsoleto en la ensefianza de la relatividad

M:m)/:L
2
-z

La fuerza relativista es igual a la siguiente expresion (en general)

—

d
F. = pT (my?) (11.4)

La energia cinética relativista es igual a:

2
E (rel) = Lz — mc® = E,y(total) — E,(reposo) (11.5)

v
==
c
Equivalencia masa energia. Quizés la ecuacién més famosa de la Fisi-
ca, aunque tiene diferentes versiones y en ocasiones se malinterpreta
su significado, por lo que hay que tener cuidado:

Ey = mc? (11.6)
2
E(total) = Mc* = Lz (11.7)
-5
C
AE = AMc? (11.8)

Invariantes relativistas. En relatividad especial hay invariantes anélo-
gos a los existentes en relatividad galileana. Algunos son:

2 =x*+ y2 + 22— (11.9)
p*c* — E* = —m?c* (11.10)
De hecho, el primero de estos invariantes suele definirse como s = —c?7?,

donde 7 es el tiempo propio medido por un observador en reposo. El
tiempo propio es un invariante (en unidades adecuadas) pero el tiempo
usual no es un invariante relativista en relatividad especial. El tiempo
propio se calcula conla siguiente expresion:

1 v?
T=ATC=ATy1- 5 (11.11)
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11.2. ;Qué hay que saberse?

» Transformaciones de Lorentz, postulados de relatividad especial y
consecuencias.

» Plantear y resolver problemas sencillos con las ideas basicas de las
hipétesis cudntica y la relatividad especial. Entender la evoluciéon
cientifica que supuso comprender los principios o reglas cudnticos y
relativistas.

» Comprender correctamente algunos efectos y formulas de la relativi-
dad especial.

» Conocer y contrastar la “Fisica Clasica” frente a la “Fisica Moderna”
formada por la teorfa cudntica y la relatividad especial.

11.3. Formulario

» T. de Lorentz para la relatividad especial:

x' =y(x—ot)
y=y
T.de Lorentz,Sa S’ o =y
, Xv
r=r(i-3)
x =y +ot)
| =y
T.de Lorentz inversas, S’ aSq, _
B , x'v
t = y(t + 2 )

» Contraccion de longitudes:

» Dilatacién del tiempo:

At = YAt =
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» Momento relativista:

> > mo
Pre = MU = myv =
2
-2
» Energia cinética relativista:
mc? )
E.(rel) = ———= — mc” = E,,(total) — E,.(reposo)
2
v
-2

» Ecuaciones de Einstein para la equivalencia masa-energia:

E() = m62

mc?

E(total) = Mc® =
2

v
-2
AE = AMc? = E(rel) + E,(reposo)

» Fuerza relativista:

5 d
Fra = at (myﬁ)

2
T=ATy/1- =
c

= Tiempo propio:
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Capitulo 12

Fisica moderna (III):Fisica nuclear
(y de particulas)

12.1. Nrcleo atomico

12.1.1. Componentes del niicleo
El ntcleo atémico esta formado esencialmente por protones y neutro-
nes, a los que se llama conjuntamente como nucleones.
Un protoén tiene carga eléctrica positiva igual a
g, =+e=16-10""C

y una masa igual a
m, = 1.673 -10"7kg

Elntimero atémico esigual al ntimero de protones de un &tomo. Un neutrén
tiene carga eléctrica nula (cero) y una masa igual a

my =1.675-10"kg ~ m,

El ntimero masico es igual al ntimero de protones mds el nimero de neu-
trones de un dtomo. A = Z + N. El electrén tiene una masa 1837 veces
inferior a la del protén, e igual a

m, =9.11-10"'kg << m,, m,

12.1.2. Elementos e isétopos

Elemento: 4tomo caracterizado por un determinado Z.
Is6topo: atomo caracterizado por un Z y un namero de neutrones N. Los

259
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is6topos de un mismo elemento tienen igual Z pero distinto N.
Jerga: se llama nuclido o nucleido a un d&tomo con A y Z fijos, 4 X.

12.1.3. Propiedades del nicleo atémico

» Las fuerzas nucleares son de dos tipos: débiles y fuertes.

» La fuerza nuclear fuerte sigue una ley potencial de tipo Yukawa
V(r) = gexp(—kr)/r y explica el confinamiento de los quarks dentro
de los hadrones, asi como la estabilidad del ntcleo atémico.

» La fuerza nuclear débil explica los fenémenos de radiactividad como
la desintegracion beta, como por ejemplon — p +e +v.

» Elntcleo se explica con un modelo cuédntico de capas similar al atémi-
co pero diferente en algunos detalles técnicos, en especial relativos
al carécter de los “ntimeros magicos” nucleares, en contraposicién a
los atémicos.

12.1.4. Modelo Estandar y Fisica de Altas Energias

Es una teoria que abarca hasta tamafos del orden de 10™"° m, una uni-
dad que se suele denominar fermi 1fm = 10"°m.

La materia se supone formada por dos clases de particulas: leptones
y quarks. Se agrupan en 3 generaciones. Para los leptones tenemos el
electrén, el muoén y el taudn, y sus neutrinos asociados, mientras que para
los quarks tenemos 6 “sabores” o tipos llamados up(arriba), down(abajo),
charm(encanto), strange (extrafio), bottom(fondo), top (cima). Asi se agru-
pan en:

(e, ve)(p, vu)(T, v2)

y
(u,d)(c,s)(t,b)

A los que hay que sumar sus antiparticulas asociadas, que son iguales a
ellas salvo que tiene cambiada la carga eléctrica.

Los quarks estan confinados y no pueden observarse “libres” (algo si-
milar a lo que ocurre, por ejemplo, con los polos magnéticos, que no se
observan aislados aparentemente). Por ejemplo, las cargas del quark up
y del down son 2/3 y -1/3 de la carga elemental del electrén. Un protén
es una combinacién (uud), mientras que un neutrén es una combinacién
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(udd). Los quarks poseen un ntiimero cuantico llamado “color” (que viene
en tres tipos R(red), G (green), B(blue))que el analogo de la fuerza eléctrica
para la fuerza de color y cuya teoria es una generalizaciéon del campo de
Maxwell llamada teoria de Yang-Mills.

Las particulas que median las fuerzas elementales en el Modelo Estandar
son los bosones (particulas de espin entero a diferencia de los campos de
materia, fermiones, con espin semientero). Estos bosones son el fotén y
(electromagnetismo) y los bosones intermediarios masivos W*, W~, Z para
la interaccién débil (que cambia el “flavor” o sabor de las particulas), mien-
tras que la interaccion fuerte tiene gluones (g) sin masa (similares al fotén
pero intercambiando carga de color en vez de carga eléctrica). Todos los
bosones del Modelo Estandar tienen espin uno. Adicionalmente, el Modelo
Estdndar, por consistencia interna, requiere un tipo adicional de bosones
masivos, con espin cero, llamados bosones de Higgs. Estos bosones dan
masa a los bosones intermediarios anteriores (W’s y Z’s), asi como propor-
cionan la masa de los leptones y quarks fundamentales cuando interacttian
con ellos. Asi, el campo de Higgs es el responsable de masa a nivel cuantico.

El Modelo Estdndar no incluye a la gravedad, que se supone clasica y
descrita por la Relatividad General de Einstein como teoria independiente
y a parte. Se piensa que la Gravedad Cudntica estd mediada por bosones
de espin dos llamados gravitones (G).

El radio tipico de un ntcleo se puede obtener con una férmula semicua-
litativa a partir del llamado modelo de la gota liquida usando la expresiéon
siguiente

R=R,VA

12.2. Energia de enlace nuclear

Se llama defecto de masa nuclear a la expresion

AM = |Zmy, + (A = Z)m,| - M

y donde M es la masa del ntcleo y m,, m, son la masa del protén y del
neutron, respectivamente.

La energia de ligadura nuclear se calcula con la férmula siguiente:
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E. = BE = AMc?
La energia de ligadura por nucleén es igual a Ey = E; /A = BE/A.

12.3. Radioactividad

Hay 3 tipos principales de fenémenos radioactivos:

» Desintegracion alfa (a — decay). Son particulas formadas por nicleos
de helio ionizado, con velocidad tipica del orden de v ~ 2 - 107m/s,
con carga positiva (;He*") y tienen poco poder penetrante, ya que
pueden pararse esencialmente con una hoja de papel.

» Desintegracion beta (f — decay). Son particulas formadas esencial-
mente por electrones procedentes de la desintegracién débil de algtn
nucleo, en general. Si velocidad es variable pero superior a la de las
particulas alfa. Su carga es negativa (o positiva en la desintegracién
beta inversa). Tienen poder de penetracién moderado, ya que pueden
detenerse con una capa de metal.

» Desintegracion gamma (y —decay). Son particulas energéticas forma-
das por fotones de alta energia u ondas electromagnéticas de elevada
frecuencia, que se emiten por niicleos en ciertas reacciones y procesos
fisicos. Al estar formada por fotones, sus particulas se mueven a la
velocidad de la luz. Es una radiacién eléctricamente neutra y muy
penetrante. Es necesario una capa gruesa de plomo o cemento para
detenerlas.

12.4. Ley de desintegracion radioactiva

Se llama actividad al nimero de particulas que se desintegran en cierto
tiempo (en particular ntcleos, elementos, 4&tomos , o incluso también cual-
quier tipo de corptsculo). La unidad natural de actividad es el Becquerel
(Bq). Otras unidades comunes de actividad son 1curio = 1Ci = 3.7 - 10'°By.

Ley de desintegracion radioactiva sefiala que

NG _

Al =5

AN (12.1)

de donde
N(t) = N(0)e™ = Nge ™ (12.2)
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o también
A =A™ (12.3)

y donde A es la constante radiactiva. Se llama semivida (T7),) al tiempo
tal que N(T12) = Ny/2, es decir, al tiempo que tarda una sustancia con Ny
atomos iniciales en reducirse a la mitad tal ntimero de dtomos (o particulas
en general). Estd relacionada con la constante radiactiva en la siguiente

forma

Tip = In2 N 0.693

A A

En las denominadas reacciones nucleares o de Altas Energias se produce
la ruptura de los nticleos y &tomos o de las propias particulas elementales.

(12.4)

Otro concepto importante es el de vida media (7). La vida media 7
es el promedio de vida de un ntcleo o de una particula subatémica li-
bre, antes de desintegrarse. La desintegracién de particulas es un proceso
probabilistico (en concreto sigue una ley llamada ley de Poisson) por lo
que esto no significa que un determinado ntcleo vaya a tardar exactamen-
te ese tiempo en desintegrarse. La vida media no debe confundirse con
el semiperiodo, vida mitad, semivida o periodo de semidesintegracion:
son conceptos relacionados, pero diferentes. En particular, este tiltimo es
de aplicacién solamente para sustancias radiactivas y no a particulas libres.

Para calcular el tiempo de vida media 7T hacemos lo siguiente. Durante
un intervalo de tiempo dt, el nimero de d&tomos que desaparece de la
muestra dN es igual a la variaciéon de poblacién de la muestra (nétese el
signo negativo que signifca incremento negativo o decrecimento):

—dAN =N(t)- A- dt

La solucién de esta ecuacion diferencial nos da la variacién exponencial

de la poblacién de atomos radiactivos con el tiempo:
N(f) = Noe ™

La vida media 7, es decir, la duracién promedio de un dtomo radiactivo
en la muestra resulta de la evaluacién siguiente:

_ [ NGt _ [ te M at
[ N®dt [T et

que integrada por partes da como resultado:
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T =

> =

De esto se deduce trivialmente que

Tl/Z =1ln2

12.5. ;Qué hay que saber?

» Propiedades de los nticleos y 4tomos fundamentales: nimero atémi-
co, nimero maésico, concepto de is6topo y nucleido, los nombre de
algunas particulas elementales y su composicién. Nociones elemen-
tales del Modelo Estandar.

» Conocer la existencia de las fuerzas nucleares y su tipologia esencial,
asi como su alcance en términos de distancias y escalas de energia.

» Energia de ligadura y defecto de masa.
» Tipos de radiactividad basicos.

» Conceptos de actividad, semivida, vida media, constante radiactiva
y la ley de desintegracién, asi como las definiciones matematicas
correspondientes y sus unidades.

» Nocién de fusién y fisiéon nuclear.

» Orden de magnitud de las masas del protén, neutrén y electrén.

12.6. Formulario

» Actividad: A = AN, N = N(¢t).

Semivida: Ty, = In2/A.

Vida media: 7 = %

Relacién entre vida media y semivida: Ty, = t1n2.

Ley de desintegracion: N(t) = Noe ™, A = Age ™.

Modelo de la gota liquida y radio nuclear: R = Ry VA
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» Defecto de masa: AM = Zm, + (A - Z)ym, — M

» Energia de ligadura: E; = AMc?

» Energia de ligadura por nucleén: E; /A = Ey
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Apéndice A
Problemas complementarios

Vectores

1) Dado el vector (3,4, —2), calcular su médulo y los d&ngulos que forma
su direccién con los ejes X, Y, Z.

2) Calcular el médulo y los angulos que su direccién forma con los
ejes de coordenadas X, Y, Z, para los vectores A = (-1,0,3), B = (5,4,3), y
C=(1,1,0).

3) Dados los vectores v; = 2i — 3jﬁ+ E, Uy = i — 7]?+ 21?, v = 27 — 7]?
Calcular los médulos de los vectores A = v1 + 0, +v3, B=0v1 -0, — 03y
C= 01 + 2’02 - 2’03.

4) Hallar los valores de los siguientes productos escalares: a) ?(3?—2 f+1?),
b) (21 — 3j) - (31 + 2K), ¢) T+ J) - (T — ).

5) Hallar el &ngulo que forman los vectores v; = 2i- ]7+l? and v, = 6i+ ]7—12

6) Hallar el valor que debe tener x para que los vectores siguientes sean
perpendiculares: v; = [+x ]ﬁ+ k y Uy = 27/-2 ]?— 2k.

7) Calcular 2§ 7k, 37 x (=5K), (=1) x (=5K), y (3] % 1) X (=3k).

8) Si 5)1 = 31_)— 7]‘_)+ ]z y 772 = 21_)— ]'_)+ 5]2 Calcular: 171 X ’5)2, 5)2 X011y
(@1 +T2) X (01 X D). . s

9) Si U1 = —ZZ Uy = 2]'_)— 3k you3 = 2]'—)+ 4k, hallar (5)1 Xﬁg) X 273 y 5)1 X (?3)2 X’(?g,).

10) Hallar un vector unitario perpendicular al plano definido por los
vectores (1,-2,3) y (2,-1,5).

11) Hallar el producto escalar (2?— 31?) - (5 ]ﬁx (6?+ 2 jﬁ— l?)).

12) Demostrar que la direccién del vector derivada de un vector ff(x)
de médulo constante y direccion variable es perpendicular a dicho vector

A.
13) Dado el vector @ = 3 cos ti + 2 sin t ]f hallar el médulo de su derivada

con respecto a t y el de su derivada segunda con respecto a dicha variable.

267
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14) Dado el vector 7 = cos wti + sin wt ]f con w = constant, hallar d7/dt,
comprobar que r=constante y que dr/dt es perpendicular a 7. Dibujar 7'y
d7/dt para wt = 11/2,37/2, . ... Hallar también d*7/dt* y explicar el resultado
obtenido.

15) Dado el vector (2,-3,1) aplicado en el punto (3,-7,0), hallar: a) El
momento del vector respecto del origen de coordenadas, b) El momento
con respecto al punto (1,1,-2).

16) Dado el vector A = (u? — 1)i + uj — u*k. Hallar u para que A y su
derivada primera sean perpendiculares.

17) Hallar un vector unitario tangente a un punto de la curva x = 2t -1,
y =1 +1, parat=2, t=0y t=10.

18) Dados los vectores A = —2 j_)y B=ai+b ]T calcular a y b para que los

vectores B y A x B sean ambos unitarios.

19) Dados los vectores u; = (2,-1,1), u, = (1,3,-2), uz3 = (-2,1,3),
y uy = (3,2,5), hallar los valores de los ntiimeros a, b y ¢ de forma que
Uy = auy + bu, + cus.

20) Dados los vectores a = (2,3,1) y b = (-1, 3,-5), calcular i) el mo-
mento del vector @ aplicado en el origen respecto del punto P = (-2,1,0).
ii) el momento del vector b aplicado en el punto A = (1,2, 3) respecto del
eje definido por la recta de ecuacion:

x-1 y+2 z

2 3 -1

21) Dados los vectores A = 37 + 2 ]'9+ K y B=2i-5 ]?+ ak, hallar el valor
de “a” para que los vectores A y B sean perpendiculares.

22) Dados los vectores A=2i+5 ]ﬁ— 3k y B=7+ ]?— ak. Determinar “a”
para que los vectores R=A+B y S = A—2B sean perpendiculares.

23) ;Cuanto debe ser el valor de m para que el vector @ = P+ m ]?+ 2k
forme un angulo de 60°con el eje OZ?

24) Los vectores A=-3+2 j_)+ E, B=2i+4 j_)y C=4i- j_)+ 8k tienen su
origen comun en el punto (3,1,2). Calcular: a) El momento de cada vector
con respecto al origen de coordenadas, b) El momento de la resultante
con respecto al mismo punto (el origen), c) Comprobar que se cumple el
Teorema de Varignon.

25) Hallar las componentes del vector A = (2,2, 0) en las direcciones de
las rectas y = 2x e y = x/2.

26) Hallar el momento del vector v = 3i+2 ]7+ k= (3,2,1) aplicado en el
punto P(0,-1,1) con respecto al punto (0,0,0).
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27) Hallar la proyeccién del vector 4 = i+ 2]'_)+ k sobre el vector
b=i- ]ﬁ+ 2k.

28) Sean los vectores a = i — 2 ]7+ K yb= 27 + jﬁ+ k, hallar a) Un vector
unitario perpendicular a ambos, b) Un vector unitario paralelo a b y c) un
vector unitario paralelo a b-a

29) Dado el vector @ = 27 — j%+ 2k aplicado en A(1,-1,2), calcular el
momento de @ con respecto al eje definido por la recta de ecuacion:

x=1 'y z-2

2 1 -1

30) Demostrar que los vectores siguientes pueden formar un tridngulo:
F=1-2j+3kb=2+j-2ky&=1i+3]-5k.

31) Dos sistemas de ejes rectangulares en el plano XY y otro plano X"Y’
estdn relacionados por un giro de angulo a. a) Probar que las componentes
de un vector se de un sistema de referencia rotado con ese dngulo se
transforman segiin las expresiones siguientes:

A, = Accosa + Aysina
A’y = —Assina + A, cosa

b) Comprobar que el médulo del vector A es invariane bajo el giro.

c) Si B es otro vector en el mismo plano, comprobar que el producto
escalar también es invariante.

32) Deseamos volar en un avién a 500km/h hacia el este. La velocidad
del viento es de 80km/h. ;Cual debe ser la velocidad y rumbo del avién
en los siguientes casos?: a) El viento sopla hacia el sur. b) El viento sopla
hacia el SE, sureste. c) Si el viento sopla hacia el SO, suroeste.

33) La suma de los vectores @'y b es un vector ¢ de médulo 24 cuyos
cosenos directores son 1/3, -2/3, y 2/3 respectivamente. Ademés, el vector

37 — 2b tiene por componentes (7,9,3). Calcular las componentes de los

vectores 4’y b.

34) Un vector de médulo 3 tiene su punto de aplicacién en (2,3,0) y
estd contenido en el plano XY, de forma que forma un dngulo de 30°con
OX'y de 60°con OY. Halla su momento con respecto al punto P(5,3-7).

35) Calcular las componentes de un vector de médulo 8, contenido en
el plano YZ, y que forma un dngulo de 30°con OZ.

36) Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados
de un tridngulo es parlelo al tercer lado y de longitud igual a su mitad.

37) Dados los vectores A=(2,1,-1), B=(4,-2,-1) y C=(1,-1,3), calcular:



270 APENDICE A. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

a) (A+B)-Cyb) (A-B)xC.Hallar el angulo que forman Ay B,ByC,

AyC.

y38) Calcular el momento respecto al origen de coordenadas del vector
A =4 - jé+ 2k, cuyo origen estd en el punto definido por el vector de
posicion 7= —i — 2j — k.

39) Comprobar que el momento de un vector F respecto de un eje de
coordenads coincide con la componente de My segtn dicho eje.

40) Un cuerpo se desplaza hacia el este con velocidad de 10km/h. Cal-
cular la velocidad a la que debe desplazarse hacia el noreste 30°( medidos
desde el Norte) otro cuerpo mévil, sabiendo que continuamente se dirige
al Norte respecto del primero.

41) Demostrar que si tres vectores A, B y C no estan contenidos en el
mismo plano, ni son paralelos, de la igualdad siguiente XA + yg +26=0
se deduce que x=y=z=0.

42) Calcular la integral [ fd7, donde f = xy?, al pasar del punto A(1,1,0)
hasta el B(4,2,0), en los siguientes casos: a) C es la curva definida por x = 2,
z=0,b)Ceslarectay =x/3+2/3.

43) Calcular la integral [ @'x d7, donde @ = x2yi + y?xj, a lo largo de la
parébola x = y?, z = 0, desde el origen hasta el punto P(4,2,0).

44) Hallar la circulacién del vector @ = (x> + yz)?+ (¢ + xy) ]ﬁcuando par-
tiendo del origen se pasa, por la recta 2y = x hasta el punto de interseccién
con la parédbola y* = x, y desde ahi, hasta el origen de nuevo, a lo largo de
la parabola.

45) Calcular la circulacién del vector:

7 = 2xvPzi + (x + 2y — 2)] + 5x’zk

entre los puntos A(0,1,0) y B(2,2,1), a lo largo de la curva de ecuaciones
paramétricas definidas por x =2, y = + 1,z = £.

46) Siendo ¥ = 9(x, y) una funcion vectorial de dos variables escalares
definida por:

3(x,y) = 2%y — 27 + (€ — sinx)] + (2% cos y)k
y Y ] y

Calcular las siguientes cantidades:
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0°v 0T
ox?" dy?’
47) Dados la funcién escalar f = x3y + 2y y el vector @ = yi + (x + 2)?] +

d)

(x —2)%k, calcular las siguientes integrales de linea cuando se pasa del punto
A(1,1,0) al punto B(2,4,0) alo largo dela curvaC y = x?2,z=0:

a) [ fdr

b) [.a-d7

o) [LaxdrP

48) Una particula se desplaza siguiendo la curva de ecuaciones x =

3cos2t, y = 3sin2t, z = 5. Calcular las expresiones de su velocidad y
aceleracion, asi como los médulos de ambos vectores.

Funciones de varias variables (avanzado)

1) Se la funcioén f : R* — R, tal que:

Xy :
fayp={2+y (x,y) # (0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Estudia la continuidad de esa funcién en R?
2) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en R*:

xZ yZ

g(x, y) =Ix2+ yZ si (x/ y) * (0, 0)
0 si (x,y)=1(0,0)

W) = A si (y) #0,0)
Y0 s (x,y) = (0,0)

3) Calcula las derivadas parciales primeras y segundas de las siguientes
funciones:

a) f(x,y) = x*y?

b) fx,y) = >+

c) f(x,y) = x* + 8x°

d) f(x,y) = y* +8y°

e) f(x,y) =x*+ y* + 2x

f) flx,y) =2+ y* + 2y

g) f(x,y) = x>+ y* + 2xy

h) f(x,y) = x>y + y* + 2x

i) f(x,y) = xy + 22y + °y°
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D fly) =x—x*y* + %y

) fx,y) =x/y

m) f(x,y) = 2y

n) f(x,y) = x/y?

0) [, y) = 2/’

p) flx,y) == *y

q) f(x y) x2 +yx

r) f(x y) X +1

s)f(x y _ x+x+x

t) f(x y) x2 +y

u)f(x y _ x+x+x

v) f(x,y,2) —x +y2+ 22

W) f(,y,2) = BT+ 22
X) f(x’ Y, Z) — e_xz_yz_zz

V) [ y,2) =1/ 2+ +22
2) f(x,,2) = log \RT+ 2+ 22

4) Calcula las derivadas parciales primeras de las siguientes funciones:

i)

B xz’_‘F—ZZ si (x,y) # (0,0)
f(x’y)_{o s (4,y) = (0,0)

ii)
[ st @y #0,0)
f(x’y)_{o s (x,y) = (0,0)
iii)
_ xziyz si (xr y) o (0/ 0)
f(x’y)"{o si (61 =(0,0)
iv)
2L si (y) #0,0)
fy) {0 s (x,y) = (0,0)
V)
#=  si (ny) #(0,0)
f(x’y)_{o s (5) = (0,0
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Vi)
_ xz}i—Sz si (x,y)# (0,0)
f(x’y)_{o s (%, y) = (0,0)

Vii)

Xy .
faoy = {7 S ENF OO0
0 si (v,y)=(0,0)
5) Calcula la matriz jacobiana de las siguientes funciones de varias
variables:

a) f(x1,x2) = (x1 + X2, X1X2)
b) f(x1,x2) = (4x1 + x2,6x1X7)
C) f(x1/x2) = (4:.7('% — X2, 6x?x§)
d) f(xll xZ) = (x% - 2x2/ SXT)
e) f(x1,X2) = (X1 — X2, 5%3, X1%2)
f) fx1,x2) = (1 + 1), 1, —x1x3)
g) fx1, x2) = ((x1 + 1)%x0, 7x7 + X2, —X3)
h) f(x1, 22, x3) = (X123, X2 — xi)
i) f(x1,%2,X3) = (X323, 22 — X3)
j) f(x1,x2,x3) = (¥3(1 + x2x3), 22 — 5)
K) f(x1,x2,x3) = (X%xéng 2x, — 5x1)
) f(x,y) = (e" +¢¥,e'eY)
m) f(x,y) = (ysinx, x + siny)

n) f(x,y) = (xIny,Inx —1Iny)
0) f(x,y) = (e“cosy, e’ —Inx)
p) f(x,y) = (x*sin(2y), e** — In y, cos x)
q f(x,y) = (e, cos x, x cos )

1) f(x,y) = (tanx, 2¢Y, cos x?)
s) f(x,y,z) = (¢ sin(y + z), xy* cos z°)
t) f(x,y,z) = (7Y, cos(y + z) + In(xy))

u) f(x, ,2) = (cos(xyz), eY)

v) f(x,y,2) = (In 3, &)

w) f(x,y,2) = (%, y)

X) f(x,1,2) = (¢

6) Calcula el vector gradiente de las siguientes funciones:
a) f(x,y) = 3x°y

b) f(x,y) = xy+x2

c) fx,y) = 4x*y® — 3x?

d) f(x,y) =2y - 6x

e) f(x,y) =7y — 4(x +y)?
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f) f(x,y) = 8xy — (o + y)*

g) f(x,y) = (Cy +7yy

h) f(x,y) = 7xy(x® + y)?

i) f(x,y,z) = 5x°yz?

i) flx,y,2) = 10x8 + y° — x2°

k) f(x,y,2) = 6x?y — yz

) f(x,y,2) = 8x°y — 6y* +z

m) f(x,y,z) = z(x* + y)

n) f(x,y,2) = x° + (7y - z)°

o) f(x,y,z,t) = 6x>yzt®

p) f(x,y,z,t) = x> = 7xy — zt

Q) f(x,y,z,t) = 7y* — xzt

1) f(x,y,2,t) = 9% + y)* — zt

s) f(x,y,z,t,u) =x>y+z—tu

t) f(x,y,z,t,u) = 3xyztu

u) f(x,y) =e"+¢¥

V) f(x/ y) =ev

w) f(x, y) = ye!

x) f(x,y) = sin(x + y)

y) f(x,y) = cos(xy)

z) f(x,y) =sinx + cosy

7) Calcula el gradiente de estas funciones:
a) f(x,y) =Inx—Iny

b) f(x,y) = xIny

c) f(x,y) =e* +cosy—Inx

d) f(x,y) = ™Y — cos(3x%y)

&) f(x,) = In(72?) cos(3y)

f) f(x,y) =sinx — ylnx

8) f(x,y,2) = xe*siny

h) f(x,v,2) = In(x/y) sin 22

i) f(x,y,2) = 3z¢"Y + In 2

j) f(x,y,z,t) =e*cosy —sinz + Int
k) f(x,y,z,t) = cos(xy) — In(zt)

1) f(x,y,zt) = zttan(x* + y?)

m) f(x,y,z,tbu)=x+y—cosz+e —Inu
n) f(x,y,zt,u) = In(xyz/tu)

8) Calcula la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a) f(x,y) =5x’y +y

b) f(x,y) = 5x’y — 3xy

o) f(x, y) = 5x*y? - 3xy?
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d) f(x,y) = 5x%y° — 2x%y?

e) f(x,y) =xy!

B flxy) = 2y" + 2%y

8) f(x,y) = (x +y)?

h) fx,y) = (x+ )’

i) f(x,y) = Xy’ = x°y°

9) Encuentra los puntos criticos, médximos o minimos, de la funcién
dada por

F(x,y) = 3x* = 2xy + 3y* + 8x — 8y + 5

Haz lo mismo para la funcién

V(x,y) = ax* + bx*

donde a y b son ntimeros reales arbitrarios, es decir, estudia en este caso
los puntos criticos segtiin los valores de a y de b.

10) En los siguientes problemas, halla los puntos criticos y determi-
na si corresponden a maximos relativos, minimos relativos o puntos de
ensilladura:

a) f(x,y)=5-x* -1

b) f(x,y) = xy

o flx,y) =1/x+1/y —1/(xy)

d) fix,y) =2+ > +3x> -3y —12x -4

e) f(x,y) =x*>+y* —6xy +9x + 5y + 2

f) f(x,y) = (o +2y2)e! =¥

g flvy) =2 —dxy+y°

h) f(x, y) = e~ XY =6y

D ey = X2+ 12 +3x -2y +1

i) f(x,y) = xIn(y?/x) + 3x — xy?

11) Una lecheria produce leche entera y leche desnatada en cantidades
x e y galones, respectivamente. Suponer que el precio de la leche entera
es p(x) = 100 — x y el de la leche desnatada es g(y) = 100 — y. Suponer
que C(x,y) = x* + xy + y* es la funcién de coste conjunto de los articulos.
(Cuéles debe ser los valores de x e y para maximizar las utilidades? Sol.:
x=20 galones de leche entera, y=20 galones de leche desnatada

12) Considerar un experimento en el que un sujeto desarrolla una ta-
rea mientras recibe dos estimulos diferentes (sonido y luz, por ejemplo).
Ante niveles bajos del estimulo, el desempefio del sujeto puede mejorar en
realidad, pero a medida que los estimulos aumentan, se convierten en una
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distraccién y la productividad se deteriora. Suponer que en cierto experi-
mento en el que se aplican x unidades de estimulos tipo A e y unidades de
estimulos tipo B, la productividad o desempefio del sujeto se mide con la
funcién:

flx,y)=C+ xyel_yz_"z

y donde C es una constante positiva arbitraria. Averiguar las unidades
de cada estimulo que generan el maximo desempefio 0 méxima producti-
vidad. Sol.: x=y= V2/2

13) Un fabricante planea vender un nuevo producto a 150 euros por
unidad y estima que si se invierten x miles de euros en desarrollo y miles
de euros en promocion, los consumidores compraran aproximadamente

320y 160x
— +
y+2 x+4

unidades del producto. Si los costos de fabricacién de este producto son
50 euros por unidad, ;cudnto deberia invertir el fabricante en desarrollo y
cuanto en promocién para generar la mayor “utilidad” posible en la venta
del producto? Nota: la utilidad se define como la siguiente cantidad

Utilidad=(Ntmero de unidades)x(Precio de la unidad-Coste por unidad)-
(Cantidad total invertida en desarrollo y promocién).
Sol.: En desarrollo, x=4000 euros. En promocién y=6000 euros.

14) Hallar el méximo de la funcién f(x,y) = xy sujeta a la ligadura
x+y =1.Sol:£(1/2,1/2)=1/4.

15) Hallar el minimo de la funcién f(x, y) = x* + y* sujeta a la restriccion
xy=1. Sol.: £(1,1)=f(-1,-1)=2.

16) Hallar el valor minimo de la funcién f(x,y) = x* — y* sujeta a la
ligadura x* + y* = 4. Sol.: £(0,2)=£(0,-2)=-4.

17) Sea f(x,y) = x* — y* — 2y. Hallar los valores maximos y minimos
sujeta ala condicién x2+1? = 1.Sol.: f(V3/2,-1/2) = f(-V3/2,-1/2) = 3/2
maximo, f(0,1) = -3 minimo.

18) Sea f(x, y) = 2x? + 4y* — 3xy — 2x — 23y + 3. Hallar el valor minimo
de la funcién sometida a la ligadura x + y = 15. Sol.: £(8,7)=-18.

Ejercicios para practicar (sencillos)

1) Para los siguientes vectores de posicion:
a) At) = P — 5t]ﬁm.
b) At) = H + (4 + 1)j m.
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o) At) = (1 - 312)i + 42 m.
d) () = =5-10% — 9.5 - 103 m.

A) Calcula la posicién en el tiempo t=0s, t=1's, t=2s.
B) Calcula la velocidad instantdnea y la celeridad en funcién del tiempo.
C) La velocidad media entre t=0s y t=1s, y entre t=0 y t=2s, indicando en
cada caso si son iguales o no a las velocidades instantdneas medidas en el
intervalo de tiempo asociado a cada uno de los dos casos.
D) La aceleracién instantdnea y su médulo, indicando si hay algtn vector
que describa un movimiento NO acelerado.
E) La celeridad en t=0, t=1, y t=2 segundos.

2) Un rio tiene una corriente que circula a velocidad de 2m/s y un ancho
de 100 metros. Un nadador piensa cruzar a velocidad constante de 1 m/s
dicho rio. Calcula el tiempo que tarda en cruzar y en qué punto respecto
del punto desde el que se lanza termina al llegar a la otra orilla. Calcula la
velocidad total del nadador en médulo direccién y sentido.

3) U. Bolt parte del reposo y recorre 100 metros en 9.51 segundos. Halla
la velocidad y la aceleracién media.

4) Oliver dispara a puerta un balén de ftatbol desde 20 m de distancia
con velocidad de 72km/h y elevacién de 30 grados. Indica si el balén llega
a porteria sin botar y, teniendo en cuenta que la altura de la porteria es de
2.10 my el portero no llega, si entra el balén a gol entre los 3 palos.

5) Un coche de choque se mueve a 2m/s hacia otro de velocidad con-
traria de 1.5m/s. Si estan separados 16 metros y no hay obstédculos, halla el
tiempo que tardan en colisionar.

6) Un paracaidista se lanza desde un avién que se mueve a 120km/h y
altura de 200m. Halla: a) El tiempo en llegar al suelo. b) La velocidad en el
momento de llegar al suelo.

7) 3 masas estan situados formando un cuadrado de 1 m de lado con
el origen como punto inferior izquierdo en el que no hay situada ninguna
masa. La masa del punto (0,1) es de 5kg, la del punto (1,1) es 2 kg y la del
punto (1,0) vale 10 kg. Calcula: a) El campo gravitatorio en el origen. b) La
fuerza gravitatoria sobre una masa de 5kg situada en el origen debido a la
presencia de las 3 masas anteriores. c) El potencial gravitatorio en el origen.
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8) Calcula el campo eléctrico total y la fuerza sobre una carga Q de
100uC en el punto P en cada uno de los siguientes casos:
A) g1 = 100uC, g, = —100uC, situados en dos vértices de un tridngulo
equilatero que tiene P como vértice superior y origen de coordenadas.
B) 1 = 2uC, g, = 6uC, y P es un punto situado en la linea que une ambas
cargas.
C) g1 = 1uC q, = —2uC,q3 = 3uC, siendo P el origen de coordenadas y las
tres cargas anteriores ubicadas, respectivamente, en (0,1), (1,1) y (1,0).

9) Una rueda se mueve con velocidad de 10 rpm, siendo esta veloci-
dad constante. Calcula: a) Si hay aceleracion de algtn tipo y su valor si la
respuesta es positiva. b) El angulo y espacio recorridos en media hora. El
radio de la rueda es de 30 cm.

10) Un disco pasa de 60 rpm a 120 rpm en 10 segundos. Calcula:
A) La velocidad angular en 20s si la aceleracién angular es constante. Halla
la aceleracién angular.
B) La aceleracion tangencial, centripeta y total a los 10 segundos.
Dato: radio de la rueda=50cm.

Campos (repaso)

1) La distancia media entre la Tierra y la el Sol es de 1.496 - 10''m. La
distancia media entre el Sol y Marte es de 2.239 - 10'm. Calcula el nimero
de dias que tarda Marte en describir su 6rbita en torno al Sol.

2) La Luna tarda 28 dias en describir una 6rbita alrededor de la Tierra.
Indica el tiempo que tarda un satélite artificial que diste de la Tierra 1/10
de la distancia Tierra-Luna.

3) Una bolita se encuentra suspendida mediante un hilo de 1 metro de
longitud y queda a la altura del centro de una esfera de 3m de radio y muy
cerca de sus superficie. La esfera tiene una masa de 10%*kg. Halla el angulo
que forma el hilo con la vertical.

4) Tenemos un campo eléctrico uniforme, dirigido verticalmente hacia
arriba, de intensidad 10* N/C. Calcular: a) La fuerza ejercida por ese campo
sobre un electrén, b) Comparar dicha fuerza con el peso del electrén, c)
Hallar la velocidad del electrén cuando haya recorrido 1 cm partiendo del
reposo, d) Hallar la energia cinética adquirida. Finalmente, determinar el
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tiempo que necesita para recorrer la distancia de 1 metro.

5) En los puntos A(3,2) y B(-3,2) se encuentran situadas dos cargas de
1mC y -2mC respectivamente. Hallar la fuerza sobre una carga de 2mC
cuando se coloca en el punto C(0,-4). Dar el médulo y los dngulos con los
ejes. Las distancias se expresan en metros.

6) En el interior de una habitacién hay tres cargas de 3, -8, y 5 microcu-
lombios respectivamente. Hallar el flujo del vector campo eléctrico a través
de las paredes, techo y suelo de la habitacién.

7) En una caja ctibica hay tres bolas de 2, 5 y 10 kg respectivamente.
Hallar el flujo del campo eléctrico a través de las paredes de la caja. Hallar
el flujo en el caso de una caja cilindrica.

8) Supo6ngase fijo un objeto de masa 10%°kg. A 2000 km de distancia, hay
otro con masa 10Mkg. a) Calcular la fuerza eléctrica sobre la segunda masa.
b) Hallar el médulo del campo eléctrico en el sitio ocupado por la segunda
masa. c) Hallar el trabajo necesario para transportar la segunda masa 10
m adicionales respecto de la primera masa. d) Si fueran dos esferas que se
acercan cada una 10 m, averigua el trabajo necesario para acerlas esa dis-
tancia (en total 20 m). Nota: en los apartados c) y d) indicar si el trabajo lo
realiza el sistema formado por las dos masas o un agente exterior al sistema.

9) Un objeto de 100kg de masa esta en el origen de un sistema de ejes
ortogonales. En el punto (2,2,4) hay un objeto de 1000 kg y en el (-3,-2,4) hay
un objeto de 500 kg. Hallar la energia potencial del sistema. Las distancias
estdn expresadas en metros.

10) (PAU-selectividad) Un satélite artificial describe una trayectoria cir-
cular de radio 7430 km alrededor de la Tierra. Hallar: a) La velocidad orbi-
tal. b) Periodo. ¢) Numero de revoluciones por dia. Datos: Mt = 5.98-10%*kg.

11) (PAU-selectividad) Calcular la altura sobre la superficie de la Tierra
que hay que elevar un litro de agua para que su peso se reduzca en un
10 por ciento, de forma que sea el mismo que el de 0.9 litros en la super-
ficie. Indica el valor en el punto calculado del campo gravitatorio. Dato:
Ry = 6370km.

12) Determinar la velocidad, aceleraciéon y periodo de un satélite artifi-
cial que describe una 6rbita circular alrededor de la Luna a una altura de
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300km por encima de su superficie. R, = 1700km, M| = 7.4 - 10%kg.

13) En un laboratorio sujeto a la gravedad, una particula cargada de
masa 4 - 107%¢ permanece en reposo en un campo eléctrico y dirigido hacia
arriba. El campo se produce por medio de dos placas cargadas, paralelas,
indefinidas y separadas 1cm. La diferencia de potencial entre las placas es
de 20000V. Hallar la carga de la particula. Halar la aceleracién que experi-
menta al invertirse el sentido del campo. Todo el sistema se encuentra en
el vacio.

14) Dos cargas iguales positivas de 10 microculombios se encuentran
en (0,0) y (10,0), donde las coordenadas estdn dadas en centimetros. Deter-
minar el campo y el potencial en el punto (5,5).

15) Dos cargas iguales positivas de 1 picoculombio estdn situadas en dos
puntos A y B, separados 5 cm. Determinar el médulo del campo eléctrico
en un punto M tal que MA=3cm y MB=4 cm. Calcular también el potencial
electrostético. Si se cambia el signo de una de las cargas. ;Cémo cambian
los resultados anteriores?

16) Hallar el campo creado en un punto interior de la regién compren-
dida entre dos superficies planas, paralelas e indefinidas, uniformemente
cargadas con densidad de carga constante, en los siguientes supuestos:
a) las dos cargas son negativas, b) las dos cargas son positivas, c) una es
positiva y otra es positiva.

17) Una carga positiva de 3 nanoculombios se coloca distribuida unifor-
memente sobre la superficie de una esfera de radio 15 cm. Hallar el trabajo
realizado al trasladar una carga positiva de 0.4 nanoculombios desde 40
cm hasta 100 cm, medidos desde el centro de la esfera.

18) En dos puntos A y B separados una distancia de 1 metro, se fijan
dos cargas de 0.1 nC y 0.2nC, respectivamente. a) Si se deja libre una carga
de 5 microculombios en el punto C, situado en el segmente AB, a 0.2 me-
tros de A, indica hacia donde se movera esta nueva carga. b) Calcular el
trabajo necesario para llevar la carga anterior desde C hasta D, situado en
el segmento AB a 0.8 metros de A.

19) Se tienen dos cargas puntuales de 2 y -5 microculombios, respecti-
vamente, colocadas a una distancia de 10 cm en el vacio. Calcular el campo
y potencial a 20 cm en linea recta, del lado exterior de la positiva. Indica
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en qué punto de dicha recta se anula el potencial.

20) Tres particulas cargadas, A, B, y C, poseen coordenadas, respecti-
vamente, A(2/3,0), B(0,0) y C(0,1), con las distancias expresadas en cm. C
ejerce una fuerza sobre B de 6 micronewtons. a) Calcular la fuerza que
A ejerce sobre B. b) Calcular la fuerza neta ejercida por A y C sobre B,
asi como el dangulo que esta fuerza forma con el eje vertical.

21) En los vértices de un tridngulo equildtero de 2m de lado se colocan
3 cargas iguales en valor absoluto (de 2.5 picoculombios). Una es positiva
y se coloca en el vértica A, y dos negativas en los restantes vértices B y
C. Se pide: a) Calcular la fuerza total en el baricentro del tridngulo (punto
P) en el que hay que se coloca una carga de 10 femtoculombios. b) Si se
sustituye la carga en A por otra negativa del mismo balor absoluto, explica
razonadamente como cambia la respuesta de a). c) Calcular el potencial
eléctrico en P en los casos a) y b).

22) En el centro de un cuadrado, en cuyos vértices se hallan cargas
iguales de 9 microculombios, se coloca una carga negativa. Determinar el
valor numérico de la carga si la fuerza neta que actta sobre cada carga es
cero.

23) En tres vértices de un cuadrado de 1m de lado hay cargas positivas
de 10 microculombios. Suponienod que se encuentra en el vacio, calcular:
a) La intensidad del campo eléctrico en el cuarto vértice. b) El trabajo nece-
sario para llevar una carga negativa de 5 microculombios desde el cuarto
vértice hasta el centro del cuadrado.

24) Hallar el trabajo necesario para trasladar 3 cargas de 1,2, y -4 mi-
croculombios, en el vacio, desde el infinito hasta los vértices de un tridngulo
equiladtero de 10 cm de lado.

25) Un satélite artificial gira alrededor de la Tierra a 200 km de altura.
Hallar la velocidad de giro, el periodo, la energia potencial y la energia
cinética. Masa de la Tierra: 5.98 - 10%*kg. Masa del satélite: 200kg. Radio de
la Tierra: 6370km. G=6.67-10""'Nm?/kg>.

26) Hallar la altura sobre la superficie terrestre a la que debe situarse un
satélite artificial de masa m, en el plano del Ecuador, para que permanez-
ca estacionario sobre un punto determinado de la Tierra. Tomar el radio
terrestre como 6400km.
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27) En el vacio, tres cargas positivas de 10 nanoculombios se colocan en
los vértices de un tridngulo equildtero de 10 cm de lado. Hallar el campo
en el vértice de un tetraedro que tiene como base dicho tridngulo.

28) Entre dos placas paralelas e infinitas se encuentra el vacio. Supon-
gamos que hay un campo eléctrico uniforme dirigido hacia abajo, de valor
1000N/C. Un electrén entra en el espacio entre placas con una velocidad
de 7 x 10° m/s, paralela a las placas. Hallar la ecuacién de la trayectoria
del electrén. Datos: m, = 9.1-1073%g, e = g, = —1.6 - 107°C. Despreciar los
efectos gravitatorios.

29) Una carga positiva de 6 microculombios se encuentra en el origen
de coordenadas. a) Calcular el potencial a una distancia de 4m. b) Hallar
el trabajo que se realiza al traer otra carga de 2 microculombios desde el
infinito hasta ese punto. c) Calcular la energia potencial de dicha carga en
esa posicion.

30) Si situamos una carga de 2 microculombios en el origen de coorde-
nadas, encontramos que experimenta una fuerza de 0.8 milinewtons en el
sentido positivo del eje OX. a) Hallar el valor y sentido del campo eléctrico
en ese punto. b) Hallar la fuerza que se ejerceria en dicho punto sobre una
carga de -6 microculombios.

31) En 3 vértices de un cuadrado de 1 m de lado hay una carga posi-
tiva de 10 microculombios. Suponiendo que el sistema se encuentra en el
vacio, calcular: a) La intensidad del campo eléctrico en el cuarto vértice.
b) El trabajo necesario para llevar una carga eléctrica de 5 microculombios
desde ése cuarto vértice hasta el centro del cuadrado. c) Responder a los
apartados a) y b) si en lugar del vacio estamos en un medio dieléctrico
cuya permitividad dieléctrica relativa es 4 veces la del espacio vacio.

32) La maa de la Tierra es de 5.98 - 10**kg y su radio es de 6370km. Sa-
biendo el valor de la constante de gravitacion universal, se pide: a) Hallar
la energia potencial, al nivel del suelo, de un objeto de 1 kg de masa. b)
Calcular la variacién de energia potencial cuando el objeto se eleva 10 m. c)

Comparar este resultado conel que se obtiene aplicando la expresién usual
AE, = mgAh.

33) Un campo eléctrico constante de intensidad 1N/C se aplica en di-
reccion horizontal de izquierda a derecha. En su interior se introduce un
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hilo, que acttia como péndulo simple, del que suspendemos una masa de
10 microgramos, con una carga de 0.2 miliculombios. Determinar el angulo
de inclinacién del hilo respecto a la vertical y la tensién que soporta el hilo
en la nueva posiciéon de equilibrio.

34) Una carga de +1 nanoculombio se coloca en el origen de coorde-
nadas. Otra carga, de valor -3 nanoculombios se coloca en el punto x=1m.
Hacer un esquema o dibujo del problema. a) Dar una expresién para el
potencial eléctrico, V, en un punto x, comprendido entre las dos cargas, y
dibujar una grafica de V como funcién de x, para los siguientes valores de
x: 20, 30, y 40 cm. b) Dentro de ese mismo intervalo de valores, 0 < x <1,
hallar el punto en el que el potencial es nulo, comparando el resultado con
lo que se puede apreciar en la gréfica anterior.

35) Determinar la intensidad del cmapo eléctrico y el potencial en el
punto (0,0), creado por una carga eléctrica de valor -8 microculombios,
situada en el punto (0,2).

36) Una masa m es obligada a desplazarse entre Saturno y uno de sus
satélites, Jano, segin la recta que une sus centros. Si es R la distancia de la
masa al centro de Saturno en cada instante, determinar:

a) Energia potencial de m en funcién de R.

b) Suponiendo que la 6érbita descrita por Jano sea circular, halla su veloci-
dad orbital.

c) Halla el periodo de revolucién de Jano.

Datos: Masa de Saturno=Ms = 5.076 - 10°°kg, masa de Jano=M; = 14.6 -
1018kg, distancia centro a centro entre Jano y Saturno: d=159000 km, masa
m=10°kg.

37) Explica la razén de la incorrecciéon de la siguiente frase: “La Luna,
en movimiento de rotacién alrededor de la Tierra, estd en equilibrio porque
la fuerza que acttia hacia afuera debida a su movimiento equilibra exacta-
mente la atraccién gravitatoria que ejerce la Tierra sobre ella”.

38) En un campo eléctrico, el punto A se encuentra a un potencial de
6V, y el B a un potencial de 10 V. Justificar la veracidad o falsedad de las
siguientes afirmaciones:

a) Para trasladar una carga puntual de 1 C desde A hasta B es necesario
realizar un trabajo de 4J.

b) Las cargas positivas tienen més energia potencial en B que en A.

c) Las cargas positivas se mueven espontaneamente desde A hacia B.
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d) El campo eléctrico es mayor en B que en A.

39) La masa de Japiter es 318.36 veces la masa de la Tierra, y su radio
es 11.14 veces mayor que nuestro planeta. Halla el peso de una persona en
la Tierra y compara su valor el peso en Japiter, si la masa de dicha persona
es de 70kg.

40) Hallar el valor de Q, en funcién de g, para que el potencial eléctrico
generado por 4 cargas sea nulo en el origen de coordenadas, si se encuen-
tran colocadas de la siguiente forma: hay una carga +Q en (-a,0), una carga
+q en (0,-b) y una carga -q en (0,+b), hay una carga -2q en el punto (a,0).

Termodinamica (problemas)

1) Calcular la cantidad de hielo a -20°C que tenemos que introducir en
0.25kg de agua a 20 grados Celsius para que la temperatura final sea de 0
grados Celsius, suponiendo que todo el hielo se funde. El calor de fusién
del hielo es de 3350]/kg, el calor especifico del hielo vale 2302]/kg°C, calor
especifico del agua 4186]/kg°C.

2) Un gramo de agua se convierte en 1.671 litros de vapor cuando hier-
ve a la presiéon de 1 atm. El calor de vaporizacién es de 2256]/kg a dicha
presion. Hallar el trabajo exterior y el incremento de energia interna.

3) Halla a qué temperatura en grados Celsius y grados Fahrenheit la
temperatura es la misma en valor numérico.

4) Cuando 100 g de aluminio se calienta hasta 100 grados centigrados
y se introducen en 500 g de agua a 18.3 grados en la misma escala, la tem-
peratura final de equilibrio es de 21.7°C. Halla el valor del calor especifico
del aluminio.

5) Un mol de nitrégeno se expansiona a temperatura ambiente (tomada
20°C) desde 10 a 20 litros. Hallar el calor suministrado para mantener el
gas a temperatura constante.

6) Una cierta cantidad de aire se expansiona adiabética y cuasiestatica-
mente desde una presion inicial de 2atm y volumen 2 litros a temperatura
ambiente (20°C) hasta dos veces su volumen original. Hallar la presién y
temperatura final. Para el aire, y = 1.4.
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7) Un mol de oxigeno gaseoso se calienta desde la temperatura am-
biente y presién de latm hasta 100°C. Si el volumen permanece constante
durante el proceso, halla el calor que es necesario suministrar en el proceso.
Si la presion permanece constante, hallar el trabajo realizado. Suponer que
el oxigeno es un gas ideal y que Cy = 5/2nR.

8) Cierta cantidad de un gas ideal o perfecto se expande reversible e
isotérmicamente a 300K, triplicando el volumen inicial y produciendo un
trabajo de 1kWh. Calcular los moles que realizan esta expansion.

9) Hallar el trabajo, en julios, realizado por un litro de agua al congelarse
a presion atmosférica normal. La densidad del agua a cero grados celsius
es de d = 0.00087¢/cm>. La densidad del hielo a esa misma temperatura
vale d’ = 0.91674g/cm?.

10) Calcular la altura desde la que hay que dejar caer una casa de hielo
para que, si toda la energia cinética se transforma en calor en el choque
contra el suelo, se fundiese completamente. Dato: Ly = 80cal/kg.

11) Calcular la variacién de energia interna que tiene lugar cuando ca-
lentamos 1 kg de hielo de 0 a 4 grados celsius, a presién normal de latm. La
densidad del hielo la tomamos igual a d = 0.917g/ cm?®, su calor de fusién
vale 80cal/kg, mientras que la densidad del agua a 4 grados celsius es la
usual de 1g/cm®.

12) Hallar el camio de energia interna que experimenta 100 g de helio
al pasar de 0 a 100 grados celsius en una transformacion isébara.

13) Se calienta, a volumen constante, cierta cantidad de un gas ideal
desde 27°C hasta 127°C, para lo que se necesitan 500 cal. Calcula el cambio
en la energia interna del gas. Seguidamente, se expansiona el gas en forma
reversible, y se mantiene constante la temperatura a 127°C, hasta que su
volumen se duplica. Calcular, para este tiltimo proceso, el trabajo por mol
y el calor por mol intercambiado por el gas con el medio.

14) Hallar cuantos cubitos de hielo deben afiadirse a una vasija que
contien 1 kg de agua a 100 grados celsius, para que la mezcla alcance una
temperatura final de 40 grados celsius. Suponer que cada cubito de hielo
es de 20 gramos y la vasija estd aislada perfectamente. El calor de fusién
del hielo es de 80cal/kg.
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15) UN nadador consume 120000 julios de energia en una carrera de
50 metros. Tres cuartas partes de la energia se pierden en forma de calor
y el resto se disipa por sus brazos y piernas realizando trabajo mecénico.
Hallar: a) La fuerza media que se opone a su avance. b) La elevacién de
temperatura del agua de la piscina, cuyo volumen es de 10 metros ctibicos.

16) Hallar la velocidad a la que debemos lanzar un proyectil de plomo
para que al aplastarse sobre un obstaculo de cemento se fundiera total-
mente por efecto del choque. Se supone que el 80 por ciento del calor
desprendido es absorbido por el proyectil y que su temperatura inicial es
de 20 grados celsius. Calcular la altura a la que debe dejarse caer libremente
dicho proyectil para que se produzca el mismo proceso. El calor especifico
del plomo es de 0.031cal/g°C, y el calor de fusién del plomo 5.47cal/g. La
temperatura de fusién del plomo es de 327°C.

17) Hallar la cantidad de calor que hace falta suministrar para duplicar
la temperatura en una transformacién is6cora de 100 1 de hidrégeno a 3
atm de presién y 300K de temperatura.

18) Hallar el calor que se necesita para pasar 1g de hielo totalmente a
vapor de agua, a presiéon de 760mmHg. Indicar el aumento de volumen
que experimenta el hielo. Hallar el valor del trabajo realizado por este au-
mento de volumen. La densidad del hielo en las condiciones del problema
es de 0.92g/cm?.

19) El aire de una habitaciéon de 5x5x4 metros se dilata a presién cons-
tante (760mmHg), y se escapa por las ventanas al pasar su temperatura
de 15 a 20 grados celsius. Se considera el aire como un gas ideal perfecto.
Deseamos calcular: a) El volumen de aire que escapa. b) el trabajo que reali-
za en la expansion. c) El volumen que ocuparia todo el aire de la habitaciéon
(el que queda y el que escapa) en las condiciones normales de presién y
temperatura. d) La cantidad de calor absorbido al dilatarse en las condicio-
nes arriba expresadas y el aumento de su energia interna. Cr = 7cal/molK.

20) Hallar el calor necesario para duplicar el volumen en una transfor-
macion is6bara de 50 L de oxigeno que se encuentran a 27°C y 2 atm de
presion. Calcular la temperatura final y la variacion de energia interna.

21) Se tiene un gramo de nitrégeno a 0°C bajo la presién normal. Calcu-
lar: a) El volumen ocupado por el gas. b) Se calienta el gas hasta 100 grados
celsius a presién constante (calor molar a presiéon constante=7cal/mol°C.
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Hallar el calor que se necesita y el volumen final. c) A partir del mismo
estado inicial, se calienta de nuevo hasta 100 grados celsius a volumen
constante. Hallar la cantidad de calor requerido en este caso y la presion
final. d) Interpretar fisicamente la diferencia observada entre las respuestas
a las cuestiones b) y c).

22) Un estudiante de termodindmica, de 70 kg de peso, quiere poder
subir en un ascensor (200 kg) hasta una altura de 15 m, simplemente con
la energia interna acumulada por 18 g de agua, cuando pasa de liquido a
0 grados celsius, a vapor de agua a 100 grados celsius, y presiéon normal
atmosférica. Razona si tal deseo es matemdticamente y fisicamente posible.
Despreciar la pequefia variaciéon de vaolumen del agua liquida al pasar de
0 a 100 grados celsius. El calor de vaporizacion del agua vale 539cal/g.

23) En un calorimetro de latén de 180 g de masa hay agua a 20 grados
celsius. Se colocan 80 gramos de hielo fundente en el agua y, cuando se al-
canza el equilibrio térmico, quedan 15 gramos de hielo sin fundir. Calcular
la masa de agua a 20 grados celsius que contenia el calorimetro y la masa
de agua a 50 grados celsius que se debe afiadir para que la temperatura
final sea de 12°C. El calor especifico del latén es de 0.1Kcal/kg°C.

24) Un calorimetro cuyo equivalente en agua es de 50 gramos, contiene
400 gramos de agua y 100 g de hielo a 0°C. Se introducen en é1 100 g de
vapor de agua a 100°C. Hallar la temperatura final de la mezcla.

25) Calcular la variacién de energia interna que experimentan 100 g de
helio al pasar de 0 a 100 grados celsius, en una transformacién isébara.

26) Se realiza una transformacion isoterma de un gas perfecto a la tem-
peratura de 300K, desde un volumen de 10 L y presién 5 atm, hasta que se
reduce el volumen a la mitad. Calcular: a) La presién final. b) El nimero
de moles. c) El calor y el trabajo puestos en juego en la transformacién.

27) Se expansiona adiabdticamente un gas perfecto diatémico, desde
un volumen de 2 L y 2 atm a 300 K, hasta que su temperatura final sea la
cuarta parte de la inicial. Calcular: a) Volumen y presion finales. b) Trabajo
y variacién de energia interna en la transformacion.



