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1.

1.1.

Introduccién a la Fisica>®

Definicion de Fisica

I really @ Physics, Science, Physmatics...

Fisica es la Ciencia que estudia los fenémenos de la Naturaleza de todo el
Universo, y también del hipotético Multiverso (o incluso del Metaverso, no
solo del MCU 6 DCEU).

1.2.

Partes de la Fisica

Partes de la Fisica o ramas habituales:

Mecénica clasica: Cinematica, Dindmica.
Mecanica celeste y Mecanica cosmologica.

Electromagnetismo y Electrodinamica. Electricidad, magnetismo e in-
duccion electromagnética.

Fisica Estadistica.

Fisica Experimental.
Mecéanica y Dinamica de fluidos.
Termodinamica.

Electrénica.

Fisica atémica y molecular.
Fisica de superficies.

Fisica del Estado Sélido.
Fisica del plasma.

Fisica de bajas temperaturas.
Ondas.

()ptica.



s Fisica de fluidos.

s Fisica de materiales.

= Fisica aplicada.

= Fisica tedrica.

= [isica matematica.

= Astronomia.

= Astrofisica.

= Astroquimica.

» QQuimica-Fisica.

= Mecédnica Cuantica.

= Relatividad.

s Teoria Cuantica de campos.
s Gravedad cuéntica.

= Superconductores y superfluidos.

= Computacion e informacién cuantica.

2. Métodos matematicos de la Fisica

2.1. Magnitudes y dimensiones
Magnitud es todo aquello que podemos medir. Tipos de magnitudes:

» Basicas o fundamentales. En el S.I.: L, M, T, ©, n, I, J.

» Derivadas. Combinacién de dos o mas magnitudes basicas. Ejemplos:
velocidad, aceleracion, energia, potencia, presion, concentracion, velo-
cidad areolar, momento lineal, fuerza,. ..

Categorias de magnitudes:



= Escalares.

= Vectoriales.

= Tensoriales.

= Pseudoescalares.
= Pseudovectoriales.
= Pseudotensores.
= Multivectoriales.
= Espinoriales.

= Multiespinoriales.
= Twistoriales.

= Multitwistoriales.
= p-formas.

= Multiformas.

= Polivectoriales.

= Poliformas.

Ejemplos de magnitudes escalares (o ntimeros puros): tiempo, temperatura,
cantidad de sustancia, masa, potencia, energia,. . .

Ejemplos de magnitudes vectoriales (o magnitudes orientadas): posicién,
desplazamiento, velocidad, aceleracion, fuerza, momento lineal, campo eléc-
trico, campo magnético,. . .

Observacion: las magnitudes vectoriales orientadas en una direccién y
sentido pueden generalizarse a multiples orientaciones o sentidos con tenso-
res/multivectores (bivectores, trivectores, ... p-vectores,...)



Magnitudes tensoriales con multiples direcciones:

= U, 0

B B

s 79924 o5 un p-tensor.

Los tensores pueden tener propiedades de simetria en sus indices y ser p.ej.
simétricos (g;; = g;i) 0 antisimétricos (hemisimétricos, a;; = —aj;). Cualquier
magnitud fisica se puede escribir dimensionalmente

[ [X] = L*M°T°6%n1? J9 ] (1)

Ademas, los multiplos y submuiltiplos del S.I. usan los siguientes prefijos:
» 10° = 1, sin nombre. Unidad que corresponda.
= 10' = 10, deca (da).

= 10% = 100, hecta (h).

= 10% = 1000, kilo (k).

» 10% mega (M).

» 107, giga (G).

= 102, tera (T).

= 10'5, peta (P).

» 108 exa (E).

= 102!, zetta (Z).

= 10%, yotta (Y).

» 10?7, ronna (R).



2.2,

10%°, quetta (Q).
10! = 1/10, deci (d).
1072 = 1/100, centi (c).

1073 = 1/1000, mili (m).

1075, micro (u).
1072, nano (n).
10712, pico (p).
1071, femto ().
10718 atto (a).
1072, zepto (z).
10724, yocto (y).

107%7, ronto (r).

1073%, quecto (q).

Vectores

d=a,+ayj, b=>bi+b,j, |dl=a= [az+a2 [b|=b=,/b2+12 (2)

@ = i+ ayj + a-k, b=byi+b,j+0b.k

|5|:a:\/m, |g|:b: b§+b§+b§

Producto escalar 2d y 3d:

a-

QL

b= (@,b) = (alb) = azb, + ayb, = |d||b| cos ¢ = abcos ¢

b= (@,b) = (alb) = azby + a,b, + a.b, = |d|b| cos ¢ = abcos ¢



Vector unitario:

a a
0, = — = — 7
fo=1= (7)
. PN T ¢ a
Vector inverso no canénico: @ ' = 5 = —-.
a |af?
Base candnica ortonormal 2d: ¢ = (1,0),7 = (0, 1).
0

sintesis, en 2d la posicién es un vector
F=ai+y) = (v,y) (8)
donde i = (1,0) y 7 = (0,1). Mientras, en 3d
F=ai+yj+ 2k = (x,y,2) 9)
donde ahora 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) y k= (0,0,1) es la denominada base
canodnica ortonormalizada. Mas generalmente, en Dd se tiene que

D
f’:Zmié:x1€1+m2€2+-~~+$D5D:(9617-",$D) (10)
i=1

donde €;,7 =1,..., D, es la base ortonormal formada por un solo 1 y el resto
ceros permutados un sitio segtin el avance del indice.

El desplazamiento es la diferencia entre dos vectores de posicién respecto
a un mismo punto de origen. Matematicamente, en 2d

AT =Tp—Ty =Ty —Ty) = Azi+Ayj = (z— 20,y — o) = (T — T4,y —Ya)
(11)
En 3d tendremos

AF =7 — 7y = Axi+ Ayj + Azk = (x — 20,y — yo, 2 — 20)  (12)

y en Dd sera
D
AF =Y Anie; = Amy@) + Aoy + -+ + Azpép = (Azy,..., Azp) (13)
i=1

En Fisica un vector es un segmento orientado con 4 propiedades:

= Origen o punto de aplicacion.
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= Mdédulo o longitud o valor numérico.
s Direccion o recta de ubicacién.
» Sentido u orientacién del vector.

En Fisica, un vector es un segmento orientado con magnitud o médulo,
direccion, sentido y punto de aplicacion. En Matematicas, un vector es un
objeto abstracto con ciertas propiedades axiomaticas, mas concretamente, un
elemento v = ¥ de una estructura algebraica denominada espacio vectorial
V(+,-,v). En el plano (real o complejo), un vector es una pareja de nimeros
reales, que con respecto a la base candnica Zj se expresa de la forma

T = vgi +v,] (14)

El médulo de este vector se define como

U] = VT T =y Jv2 + 02 (15)

La base canénica de vectores B = {Z, j} es una base denominada ortonormal,
porque il j, con i - ; = ; i = 0, siendo ademas dichos vectores de médulo
unidad, es decir |7] = |j| = 1. Una base es un conjunto de vectores cuya com-
binacion lineal produce cualquier elemento del espacio vectorial, y ademas
es el conjunto de dimensién maxima linealmente independiente. El producto
escalar de dos vectores se define como la magnitude escalar, respecto de la

base candnica: .
a-b=azb, +ayby, (16)

La definiciéon independiente de la base del producto escalar lo asocia al mo-
dulo de los vectores y al angulo que forman dichos vectores en el plano:

a@-b=|a||b| cos o (17)

Un vector es una magnitud orientada con ciertas propiedades abstractas.
Se puede escribir un vector en 2d, 3d,... En componentes cartesianas:

A=A+ A + Ak (18)

11



Suma y resta de vectores

Sean d, b dos vectores en componentes cartesianas:

E=a+b=(ay+by)i+ (a, £b,)] + (a. £ b.)k (19)

En Matematicas la definicion de vector es mas abstracta y formal. Los
vectores satisfacen las siguientes propiedades axiomaticas respecto de la ope-
racién suma + de vectores:

i+b=b+a (20)

i+ b+ =(@+b+¢é (21)
T+0=7 (22)

7+ (—0)=0 (23)

Con respecto a la multiplicacién por escalares, un espacio vectorial satisface
los axiomas:

Mo = A (M) = (M Ao)¥ (
10=10 (25

AU+ 0) = \d + AU (

(A1 + X)¥U = MU+ o0 (

Dos vectores se suman geométricamente haciéndoles coincidir en origen, y
trazando la diagonal del paralelogramo que formarian los vectores. Es la
denominada regla del paralelogramo. El moédulo de un vector en el plano,
respecto de la base candnica, no es mas que una forma equivalente del teorema
de Pitagoras. Sea F un espacio vectorial, y V' C E un subconjunto de E. Se
dice que V es subespacio vectorial siy solo si ot + v € V, Vu,v € V.

Independencia lineal

Sea F un espacio vectorial. Si vy, ..., 9, son un conjunto linealmente
independiente de vectores en F, entonces

D NG = MBi 4+ A =04 X =0 (28)

12



Figura 1: Suma de vectores y regla del paralelogramo.

Sea F un espacio vectorial. Si vy, . .., ¥, son un conjunto V' de vectores
en E, entonces son un generador de vectores 4 si puedo encontrar siem-
pre combinaciones lineales tales que puedo expresar en componentes
del conjunto generador de vectores a o

i=Y M\ =cfi+- -+ caln (29)

donde ¢y, ..., ¢, serian las componentes de @ en (G. Equivalentmente,
el generador de un conjunto de m vectores en E es el conjunto de
todas las combinaciones lineales de los vectores de GG, y se denota como

Span(G) = Gy.

Un conjunto de un espacio vectorial que es a la vez linealmente indepen-
diente y generador del espacio vectorial, se denomina habitualmente base de
V. La dimension de un espacio vectorial es el nimero de vectores de su base,
o el minimo ntimero posible de vectores generadores. La base candnica de
un espacio vectorial esta caracterizada por vectores que tienen un 1 en una
sola componente, y son cero las demas componentes. En el caso del espacio
vectorial de vectores en R”. la base candnica es:

gl:(1’07,,,,0),52:(O,]_,...,O), Tty gD:(0771) (30>

Las aplicaciones lineales o 1-formas en un espacio vectorial son entes mate-
maticos abstractos. Si J e Y son espacios vectoriales, la aplicacion f : J — Y,
donde J,Y son espacios vectoriales se dice lineal si y sélo si:

13



v f(at + BU) = af(d) + Bf(¥), donde 4,7 son vectores de J, y f(i),
f(¥) vectores de Y. Esto se debe cumplir para cualesquiera vectores de
JY.

La magnitud de un vector o su modulo es en 2d:

U] = \/v2 + 02
U] = \/v2 + v + 02

y en 3d

y en D dimensiones:

Para 3d tendremos que:

-

G4 b=(ag+by)i + (ay + by + (a. + b.)k
Ad = A (axf+ ayj'%— azlg> = (AaJ—F )\ayj"i‘ Aaﬁ)

Desigualdad triangular: |@ + b| < |a@| + |b]
Proyecciones de las componentes de un vector en el plano:

T = vgi +v,] (31)

Uy =VCOSp, v, =vsing (32)

En el espacio se usan cosenos directores:

T = w41 + v, + v,k (33)
Uy = U COS Py (34)
Uy = U COS @y (35)
v, = VCOS P, (36)

14



donde cos? ¢, +cos? ¢, +cos® p, = 1. Relacién que es extrapolable a cualquier

dimensién como sigue:
D

Z cos? ; = 1

i=1
Los vectores unitarios (médulo uno) y ortogonales entre si de la base canénica
son 1, 7, l;, aunque también se usan en ocasiones en nD como é;,u;. Otras
operaciones con vectores son el producto escalar y el producto vectorial (y
también el producto exterior o externo). El producto escalar de dos vectores

en la base canodnica es trivialmente escrito como sigue:
a-b=1|dllb| cosp = azb, + ayb, + a,b,
El producto escalar tiene una serie de aplicaciones:

= Determinar la ortogonalidad o mas generalmente el dngulo formado
entre 2 vectores.

QL
S

cos p = (37)

|al[b]
= Determinar la longitud o médulo de un vector.

L(0) = |0 = +V7 - © (38)

» Calcular la proyecciéon de un vector sobre otro.

“. 7
proy(a — b) = a|7| (39)
» Calcular un vector unitario a uno dado.
U
|V

ST Lok y zl= g Gy = |G Gyl p
O A I I Kl TS i
be by b | v



que se define explicitamente con

|7 Tk . g} )
axb=la, a, a,|=(ayb,—a.by)i— (azb. —a.b,) )+ (azb, —a,b,)k
by b, 0.
Por la anticonmutatividad del producto vectorial tenemos que ij = —jx i =

E, también:

It follows the magic word spell under the mnemonics cyclic XYZZY. Also,
we could write

0 B, -B, A, A,B., — A.B, C,
C=BA=|-B. 0 B, ||A|=|AB.-AB|=|c¢,
B, —-B, 0 A, A, B, — A,B, C,

(41)

Note that A x B = —B x A. There is another known mnemonics related to

the cyclic triadic clock:

cw ccw
ixj=k jxi=-k
jrk=i  kxj=-i
kxi=j ixk=-j

k J

-

El producto vectorial tridimensional tiene algunas aplicaciones:

= El médulo del producto vectorial ¢ = @ x b es el drea del paralelogramo
generado por a, b.

16



» El producto vectorial mide paralelismo entre vectores.

= El producto vectorial tridimensional con una orientacién o quiralidad
particular, por lo que se le denomida pseudovector.

= El producto vectorial esté relacionado con el producto escalar mediante
la identidad de Lagrange

-

(@-b) + (@ x b)* = |a’|b]?

» El producto mixto de tres vectores es, en médulo, el volumen del pa-
ralelepipedo generado por los tres vectores

Vol(@,b,8) = |a@-bxd;d-bx 5:6><5-8:det(&',5,5>

» El producto vectorial es siempre un vector perpendicular al plano que
generan los vectores factores, y tiene sentido dado por la regla de Max-
well, del tornillo o sacacorchos: el sentido el del avance de un tornillo o
sacacorchos desde el primer factor al segundo por el camino més corto
(regla de la mano derecha).

= El moédulo del producto vectorial puede escribirse como sigue:

|@ x b| = |@||b| sin ¢ (42)

= Ademas, el médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo
que generan los vectores @, b, i.e., |d@ x b| = Ap(d,b).

= Por otra parte el producto vectorial no es ni conmutatlvo n1 asociativo.
@xb=—bxa (es anticonmutativo), y @ x (b x &) # (@ X b) x €.

= El producto vectorial de dos vectores paralelos o proporcionales es nulo.

= Por tanto, el producto vectorial: mide paralelismo, areas, y representa
giros en el espacio.

XYZZY spell for the cross product (3d):

¢y = ayb, —a,b, (43)
Cy = asz — axbz = _(aacbz - asz> (44>
¢, = azby, — a,b, (45)

17



or using 2 x 2 determinants

Ezﬁxgz[mq::( ) (46)

The cross product is a pseudovector, dual of a bivector in 3d. A bivector
exists in any dimension such as

ay a,

b, b.

Ay Ay

by b.

Ay Gy
y )
by b,

—

C=adaNnb (47)

» El producto vectorial es siempre un vector perpendicular al plano que
generan los vectores factores, y tiene sentido dado por la regla de Max-
well, del tornillo o sacacorchos: el sentido el del avance de un tornillo o
sacacorchos desde el primer factor al segundo por el camino més corto
(regla de la mano derecha).

= El moédulo del producto vectorial puede escribirse como sigue:

|@ x b| = |@||b| sin ¢ (48)

= Ademas, el médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo
que generan los vectores @, b, i.e., |@ x b| = Ap(a, b).

= Por otra parte, el producto vectorial no es ni conmutativo ni asociativo.
@xb=—bxa (es anticonmutativo), y @ x (b x &) # (@ X b) x &

» El producto vectorial de dos vectores paralelos o proporcionales es nulo.

= Por tanto, el producto vectorial: mide paralelismo, areas, y representa
giros en el espacio.

En un espacio euclideo existe un producto escalar canénico (también en
un espacio pseudoeuclideo riemanniano o complejo hermitico o pseudoher-
mitico). En el caso del producto vectorial, éste existe solamente como tal
estrictamente como producto binario en 3d y 7d, como producto ternario en
8d y como producto (n — 1) — ary en nD. El producto externo a A b existe
en cualquier dimensién para n factores es no nulo para n < D en general.
Existe una operacién entre p— formas en D dimensiones que las transforma
en (D — p) — formas, mediante el denominado operador de Hodge (estrella
x). Las p — formas son duales de los multivectores o p — vectores formados

18



externamente con el producto de p vectores y el producto A.
Se puede definir el producto mixto de 3 vectores como el siguiente objeto
[6,5,5}:6x5-5:6-5x5:det(5,5,5> (49)
o equivalentemente

ay Gy a,
[(i, 5,6] =|by by, b.|=azbyc.+ ayb.c, + abycy — abye, — aybye, — azb.cy,
Cx Cy Cs
(50)
El producto vectorial 3d cumple sin embargo las identidades de Lagrange
y Jacobi:

Identidad de Lagrange

Se puede probar que:

QL
QL
SN QL
S oy
I
~
ISI
ISH
SN—
—~
S
>
S—
|
~
ISI
\_/l
[N}
I
=
o
<
[\
|
~
ISH
(=]
N—
[N}
I
=
X
<=
[\V]
—
ot
—
SN—

Identidad de Jacobi

Se puede probar que aunque el producto vectorial en 3d no es asocia-
tivo, satisface la identidad

=,

(@xb) X+ (bxA) xa+(Exa)xb=0 (52)

o bien, la equivalente

ix(bxd)+bx (@xa)+cx(@xb) =0 (53)

El producto vectorial 3d admite una generalizacion tnica excepcional en



7d.

X Xy = (T2Ys — TaY2 + T3Yyr — T7ys + TsYs — T6Ys
+ (z3Y5 — T5Y3 + Tay1 — T1Ya + TeY7 — T1Ys
+ (TaYs — Ty + T5Y2 — T2Ys + Ty — 1Yy
+ (T5y7 — T7Ys + TeYs — T3Ys + T1Y2 — T2Y1
+ (T6y1 — T1Y6 + TrYa — Tayr + Tays — T3Yo
+ (T7y2 — T2y + T1Ys — TsY1 + T3Ya — TaYs
(

+ (X1Y3 — T3Y1 + TolYe — TeY2 + Tals — T5Ya

) el
) e
) es
) €4
) €5
) €
) e

(SN
S Ot

v Ot
© o

N N N N /N /N /N
D (@]
=) ~
~— — N N

Siendo bilineal, este producto vectorial admite una representacién matricial

en la forma siguiente

0 —mz4 —x7y X9 —Tg =I5
T4 0 —x5 —x1 x3 —x7
XT7 Ts 0 —Tg —T9 Ty
Tx = | —X2 T T 0 —T7y —T3
Tg —XI3 ) XTr 0 —I
—Xy T —T4 T3 T 0
—xr3 —Tg T —Xy Ty )
tal que
xxXy="1Tyy
e Xe, 1 = ei+3m0d(7)
e X (€ X e€y1)=—€11 =€ X e,
1
B=xAy=;(xy—yx)

T3
Lo
—x
Ts
—24
— Ty

V = €194 1+ €235 + €346 + €457 + €561 1 €g72 + €713

(61)

This is combined with the exterior product to give the cross product

XXy=—(XAy)av

Just as the 3-dimensional cross product can be expressed in terms of the
quaternions, the 7-dimensional cross product can be expressed in terms of the
octonions. After identifying R” with the imaginary octonions (the orthogonal

20



€1
€2
€3
€4
es
€6

€7

€1 € €3 €4 €5 €g €7

0 €4 €7 | —€r | € [—€5| —€3

—e4| 0O | es | e |—e3| €7 |—e€g

—€7 | —€5 0 €q € [—€1 | € °
€ | —€] | —€¢ 0 €7 €3  —€5 @
0

—€5| €3 | —€) | —€7 €] €4

€3 e, |—€; es | —eq4 —€ O
124,137,156,235,267,346,457

Figura 2: Octonion multiplication table and cross product rule.

complement of the real line in @), the cross product is given in terms of
octonion multiplication by

x xy = Im(xy) = %(xy - ¥x). (62)

Conversely, suppose V' is a 7-dimensional Euclidean space with a given cross
product. Then one can define a bilinear multiplication on R & V' as follows:

(G,X)(b,y) = (ab_x'Y7ay+bx+XXY>'

The R & V with this multiplication is then isomorphic to the octonions.

1.

El producto escalar mide ortogonalidad y permite calcular angulos en-
tre vectores, proyecciones (escalares, vectoriales y ortogonales), normas
y modulos de vectores, angulos entre vectores, vectores unitarios e in-
versos no candnicos de vectores.

El producto vectorial mide paralelismo, y permite calcular areas entre
paralelogramos de vectores, calcular un vector ortogonal a 2 dados, y
ayuda a medir quiralidad y sentidos de giro o rotacién.

El producto mixto permite calcular volimenes de paralelepipedos de 3
vectores, volimenes de figuras geométricas y sirve para comprobar la
coplanariedad.

21



Estas definiciones pueden ser candnicas en un espacio euclidiano o euclideo,
pero pueden generalizarse a cualquier dimensiéon (en el caso del producto
escalar) y con cuidado al producto vectorial (el producto vectorial existe
como tal solamente en 3d, aunque existe un producto llamado exterior que
existen en cualquier dimensién). El producto vectorial binémico solamente
existe en dimensiones 0, 1, 3, y 7. Existe un producto vectorial trinémico en
8d y un (n — 1)-némico en n-d. Si el producto escalar se calcula en la base
canonica, el resultado es

EL’Z;: Zazb,:a1b1+albg++anbn (63)

i=1
En forma intrinseca, el producto escalar es también igual a
@-b=|d|b| cosp (64)

y donde |t] = V¥ - ¥ es el médulo o longitud de ¥, y ¢ es el angulo formado
por los dos vectores. El producto escalar permite calcular proyecciones sobre
vectores, médulos o longitudes, estudiar la ortogonalidad y también permite
calcular vectores unitarios a uno dado v. 4y = ¢/|v]. El producto escalar
es una aplicacién lineal que forma un nuimero con dos vectores. Para un
producto escalar definido positivo y no degenerado sobre los reales, se tiene
que:

i@ -(b+d)=a-b+a-é
2 (G+D)-C=a-G+b-C

m Xa-b=a-(\b) = \a-b).

i -(b+d)=a-b+a-é
2 (G+0)-C=a-G+b-C
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s G- Ab=Aa- (b) = (N\a)-b.

El producto escalar bilineal generalizado @ - b en R", si hay una base
€1,...,€, esigual a un nimero basado obtenido de los dos vectores en dicha

base con la expresién formal siguiente:

€1-€1 €1-€2 €1 €En b
1
i 63 51 52 52 52 é;—b b2
(@b) = (a1 as an) 1 (65)
— — — — o — — b
€1 € €, € I E,-E, "

Matricialmente, se puede escribir como A - B = G;;A'B? = A'GB,
donde G es la matriz de productos escalares de la base, o métrica, de
dichos vectores, G;; = Gji, G = G".

El producto escalar complejo (hermitico) sesquilineal generalizado a- b en
C", si hay una base €7, ..., €, es igual a un nimero basado obtenido de los

dos vectores en dicha base con la expresion formal siguiente:

61-61 61062 Y 61'€n b
1
- T . G_é 0 51 52 0 52 : 52 o gn b2
(@b) = (a1 a ay) _ 1 (66)
— — — — o — — b
€1-€1 €,-€y 1 E,-En "

Matricialmente, se puede escribir como A - B = HijZiBj — A'H B,
donde H es la matriz de productos escalares de la base, o métrica, de
dichos vectores, H;; = Hj;;, H = H".

Aplicaciones de los productos escalar y vectorial:
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= Trabajo: dW = F - dF.

= Potencia: P = F - 7.

» Flujo de campo gravitacional: ¢, = [ G- ds.
= Flujo de campo eléctrico: ¢p = f E-dS.

» Flujo de campo magnético: ¢p = [ B-dS.
» Flujo general: ¢ = f)? -dS.

= Flujo de un campo de velocidades: ¢ = v - S.

—

= Momento angular: L =7 X p'= 7 X mu.

—

= Torque o momento de una fuerza: M =7 =7r x F.

— —

= Fuerza magnética: F,, = qu X B.

—

= Fuerza de un hilo: ﬁm = I x B.

— . =
» Gradiente, divergencia y rotacional: Vo, V-V, V x F.
Proyeccion de un vector d sobre b

—, _’-g — _’-g —
proy(d — b) = A |d| cos p, proy(b — @) = &|T| = |b|cosp (67)
a
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Proyeccion ortogonal vectorial de un vector @ sobre b

——= . —————= . G-b-

proy, (@ — b) = b— proy(@ — b) = b — Fb (69)

—— —— ab

proy (b — @) = d — proy(b — @) = d — —-d (70)
a

Matriz/Matrix

Una matriz A es una tabla ordenada de niimeros con filas y columnas
A = (a;;). La dimensién de una matriz es el nimero de fijas por el
numero de columnas, i.e., n X m. Si tiene n filas y m columnas, 1 <
1 <n,1 < j <m. Lasuma de 2 matrices de igual dimension M, «,
se realiza sumando cada término andlogo, mediante la regla C;; =
A;j + B;j, Vi,j. El producto de 2 matrices de tamafios n X 7y r x m
se realiza mediante la expresion formal:

Cij = ZAikBkj (71)
k

La matriz de una aplicacién lineal es la matriz que tiene por columna
Jj-ésima las componentes del vector f(e;).
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Determinante

Para matrices cuadradas, nxn (orden n), existe una funcién interesante
denominada determinante. det(a;;) = [ &ijai;-

11 Q12 413

a1 Qa2
|Agxa| = = a1 — 12021 |Asxs| = |azr as axs| (72)
Qg1 a2

a3; Aazz ass

|As| = a11a92a33 + a12a23a31 + a13a91a32—

—a130220a31 — 12021033 — (11023432

detA = Z aij(—l)”inj (73)
=1

Una matriz arbitraria se escribe asi:

ai; Qa2 - Qip

ag1 Q22 -+ Q2p
Aij -

Am1 AQm2 - Omn

Propiedades de los determinantes de matrices cuadradas: son funciones
multilineales, en el sentido siguiente:

» det(AA) = A" det A, para una matriz de orden n.

» det(AB) = det Adet B.

d d
. %|A($)z‘j| => |%A(ff)ij|'

» Una matriz es invertible si y s6lo si su determinante es no nulo (aunque
existen inversas generalizadas de matrices singulares con determinante
nulo y similares).
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11 Q12 -+ Q1p bl,l bl,2 bl,q Ciq1 Ci2 -+ Cigq
Q21 Q22 -+ Q2n 52,1 b2,2 b2,q C21 C22 -+ Cay4

Am,1 Gm2 *° Omn bnl bn,2 bn,q Cm1 Cm2 *°° Cmyg

)

k

2.3. Trigonometria
Teorema fundamental:
sin?0 + cos? 0 = 1

Algunas propiedades tutiles de la Trigonometria:

sin(—p) = —sinp (74)

cos(—p) = cos ¢ (75)

sin(90° — ) = sin(g — go) = COS (76)
(77)

(78)

Teorema fundamental

sinx4cos?2z=1 tanxz+1=sec?zr cot?x+1=cosec’x

Angulo suma-diferencia: razones
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Razones angulo doble

Razones angulo mitad

sin(X /2) = “CTOS(X) cos(X /2) = HCTOS(X) (86)
tan(X /2) = 1:—2:88 (87)

Identidades tutiles
sin? X = 1_+S(2X) (88)
cos? X = H+S(2X) (89)

Identidades utiles(IT)

~cos(X —Y) —cos(X +Y)

sin(X) sin(Y) = 5 (90)
cos(X) cos(Y) = sin(X +Y) ;sin(X -Y) (91)
sin(X) + sin(Y) = 2sin X _2‘_ Y Ccos X ; L (92)
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Identidades utiles(I1T)

X+Y X-Y

sin(X) — sin(Y) = 2 cos —2|_ sin 5 (93)
X+Y X-Y

cos(X) + cos(Y') = 2cos ; cos — (94)
X+Y X-Y

cos(X) — cos(Y) = 2sin —2|_ sin 5 (95)

Identidad de Euler y férmula de Moivre

2.4. Ejemplos
Ejemplo 1. Sean @ = 3i — 5], v b=6i— 27. Hallar: @+ b, @ I;, b—a

NGNGB

Ejemplo 2. Seana:3z+4j yb—22—8j,0— —4j,d— 5t
Hallar: [, 5], |71 |d].

Ejemplo 3. Sean a@ 32_,_55)/ 22+4j,6—62—],d:3j,€:5Z+3j.

Hallar: a - b,a . b-c,a-e c-d,

Un conjunto de vectores que son a la vez ortogonales (perpendiculares) y
unitarios se llama ortonormal. Dos vectores cuyo producto escalar es nulo se
dice que son ortogonales @ L by b=0.
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2.4.1.

2.4.2.

2.4.3.

2.4.4.

2.5.

Angulo entre vectores

— . g
cosf = 22 (98)
|al[0]
azby + ayb, + azb,
0= T aTa NCEN RN %)
z Yy z x 1] z
Moédulo

v=0=+ > 0?=fvi 4402 (100)

Vector unitario
7 i _ agt + ayj + a.k (101)
©olal a2t a2+ a?

Vector inverso

:B_." j Z];;
_ Gttayj+a (102)
az + a2 + a2

=TI
|

1
a

Utilidades de los vectores en Nd

Teorias y modelos de la Fisica, Quimica, Matematicas, Biologia, Geo-
logia,. ..

Anélisis de datos experimentales multidimensionales (vectores aleato-
rios).

Simulaciones computacionales.
Fractales y multifractales.

Teoria de multi(di)grafos.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

2.6.

Splines.

Computacion clésica y cuantica.

Machine Learning(ML) y Big Data.

Data Science (DS) y Deep Learning (DL).

AT/TA (inteligencia artificial, artifitial intelligence).
Fisica y modelizacion de videojuegos y apps.
Pensamiento abstracto y computacional.

Analisis diferencial e integral vectorial y multivectorial.
Formas diferenciales y tensores.

Geometria diferencial e integrodiferencial.
Derivacién fraccional.

Analisis tensorial y algebra multilineal.

Robdética y vision artificial.

Analisis de Fourier.

Analisis de Clifford.

Teoria de ntimeros, anillos y semianillos.

Neurociencia, redes neuronales, computacién neuromorfica.

Vectores complejos y producto escalar

En el plano complejo C, con i? = —1, podemos definir

Z1 = ay +bli, Z9 = CLQ‘FbQi

Elzzi‘:al—bli, EQZZ;:(IQ“—bQi

Z1R9 = (CLl + bli)(ag + bQZ) = (a1a2 — blbg) + i(a1b2 + blCLQ)
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Definimos la parte real e imaginaria como sigue
Re(zlzg) = (CL16L2 — blbg), Im(zl,ZQ) = (CleQ —+ blaz) (106)

y ademas
|21)* = 2121 = 2}z = af + b7 (107)

21| =/ af + b (108)

El producto escalar complejo se define como
Z1 Ry = 2_122 (109)

aunque los matematicos usan el argumento complejo en el miembro derecho
(i.e., z1 - 23 = z1Z; para los matemadticos). La extensién hiperdimensional de
este producto escalar complejo seria
N
21+ R9 = E 21jz2j (110)

J]=

—_

siendo
Z1 = (211,212, - -, 21N), 22 = (221, 222, - - -, 22N) (111)
Para 1 dimension compleja, se tiene simplemente sobre el plano complejo
z1 = (a1, b1), 22 = (az,bs) (112)
y entonces
Z129 = (21 - 29) + [21 - 20)0 (113)
donde

(21 2) = (@as + baby) = (a2 b)) (Zz) — (a1 b) (é ‘1)) (Zi) (114)

2] = (@ by) (_b;Z) — (ar b) (_01 é) (Zz) (115)

En 2d, mediante los niimeros complejos, que son lo que los matematicos
denominan un algebra de divisién (solo hay 4 algebras de divisién sin divi-
sores de cero: los niimeros reales, los nimeros complejos, los nimeros cua-
terniénicos y los niimeros octonioénicos), podemos escribir para dos niimeros
complejos w, z:

= (116)



y el cociente

W P Zw
e e

(117)

Ademas, si tenemos 2 nimeros complejos tenemos un espacio tetradimensio-
nal, y también:
w-z=wz (118)

En componentes, si w; = (a;,b;), z; = (x;,;)

((Ij.lfj + bjyj) +1 Z(ajyj — bjx]-) =W-Z= wlzl + 522’2 (119)
1 j=1

W-zZ=

2 2
J:

Para 3 ntimeros complejos, tenemos un espacio hexadimensional (sobre los
reales):

y1 = ap + iby (120)
Yo = az + iby (121)
Ys = ag +ibs (122)
y los productos
Y1Ya2 = (a1a2 — blbg) + (ale + blag)i (123)
Y1y3 = (agaz — bibz) + (a1bs + braz)i (124)
Yoys = (agaz — babs) + (azbs + baaz)i (125)

mientras que el producto sesquilineal hermitico es

3 3
(Ijg: Z(ajxj —I—bjyj)—i—iZ(ajyj—bjxj) = 035: 51214—52224‘@323 (126)

j=1 7j=1

Para un espacio nd real sabemos que

i=de = Zai@ =(ay,...,an) (127)
i=1

b=be;=> biéi=(bi,....by) (128)
i=1
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y se define el angulo

cosf = — (129)

Uy = — (130)
I
a
i 1= =3 131
a—1 EE (131)
Para el caso complejo tenemos analogamente
Q:(wl,...,wn), 2:(21,...,Zn) (132)

n

Z a;jxi+by;) —i—zZ(ajy] bjr;) =w-Z=w121+...+Wpz, (133)
j=1 7j=1

Ni

Cada dimensién compleja agrega un término en los sumandos anteriores

Y
y un término al producto simétrico o antisimétrico definido anteriormente
para una dimensién compleja. Sin embargo, el producto escalar complejo
introduce una dificultad: jcudl es el angulo entre dos vectores complejos? Es
decir, jqué pasa para un caso complejo con la definicién intrinseca de angulo
para el producto escalar?

Ww-ZzZ
cosf = —— (134)
1121
Hay varias soluciones posibles a priori:
1. Dejar que el angulo 6 sea un niimero complejo.
2. Imponer la condiciéon de realidad
R
cosf = Rel{w]z)) (135)
jwlf2|
3. Tomar el valor modular
— . g
z=cosl — |z| = |cosf| = |(i 4| (136)
|al[b]

34



La coherencia con Trigonometria en el plano complejo 2d sugiere la segunda
opcion como la apropiada, aunque no es una solucion tnica o incluso se puede
prescindir de la necesidad de que dos nimeros complejos en n-dimensiones
formen un angulo bien definido.

2.7. Vectores en dimension infinita

El superpoder de los vectores es @ que incluso podemos considerar el
caso de vectores con infinitas dimensions (o incluso supervectores en algebras
graduadas). Love is a vector, even with infinite dimensions! También podemos
estudiar espacios vectores en conjuntos mas extrafios que los que vemos en
general en la realidad que percibimos en la vida cotidiana.

= = szez =01€ + - v,Ep (137)
Cuando la dimension es infinita (no numerable), tendriamos

= 1 Z vlel Z Uz‘é;; = Ulgl + Uggg + - (138)

n=1

aunque la suma requiere una nocién de “convergencia” a especificar o definir.
En Mecanica Cuantica o QFT(Quantum Field Theory) se usa la llamada
notacion “braket” para vectores de dimensién finita o infinita:

L] _‘1:|1>.
= & =2)
= &g =|d)

De esta forma tenemos el Quvoid o vacio cudntico

0), W) =co|0) = |col> =1 — co € C,co = e (139)
El qubit o bit cuantico

|W) = co|0) + 1 |1}, |col® + |er]* =1, o0 €C (140)
El qutrit, el qutetrit, qupentit y quhexit serian

(W) =co |0) +e1 |1) +c1]2), Jeol? + |ci]® + |eaf* = 1, co,c1,c0 €C (141)
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|U) = ¢ |0) + c1|1) + 2 |2) + ¢33) (142)

|C()|2 + |Cl|2 + |CQ|2 + |03|2 = 1, Cp, C1,C2,C3 € C (143)
[U) =co|0) +cr|1) +c22) +c33) +cald) (144)
’Co|2 + |Cl‘2 + |CQ|2 + |03’2 + ‘C4|2 = 1, Cp,C1,C2,C3,Cy c C (145)

) = 0 [0) + 1 [1) + 3 [2) + 3 |3) + i [4) + s[5}, (146)
|C(]|2 + ‘Cl|2 + ’02|2 + |Cg‘2 + |C4|2 + |C5’2 = 1, Co,C1,C2,C3,Cq,C5 € C (147)

Y mas generalmente el qudit cuantico es

d—1 d—1
) =) cili), a€C D o =1 (148)
i=0 i=0
La version de dimension infinita es el “quit”
W) = cili), e €C, Zlczl2 (149)
i=0

Un atomo, molécula y particula fundamental puede tener un ntimero finito o
infinito de estados (los campos cudnticos de QFT tienen también estados con
infinitas componentes, a veces llamados espacios de Fock). En la practica, es
dificil tener ordenadores con infinitas componentes en un ordenador, por lo
que estamos limitados computacional y efectivamente por la energia y ca-
pacidad de almacenamiento computacional. Otro ejemplo habitual de vector
infinito son las funciones. Se puede pensar en una funcién como un vector
con infinitas componentes. Es decir:

= @ = chx (Co,ClynvyCpye- ) (150)

y se puede extender a multivariables

o0

f(F) = f(xlvm% B ax_;l) - f(acl?m@n) = Z Catay-- anxillll'ém s ZL’Z”

a1,a2, " ,an=0
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M w

Una funcién suficientemente “regular”, “suave”, o bonita (la belleza es rela-
tiva) admite descomposicion en serie de Fourier:

A [e.e]

0] A ~
f(z) = 5 + ; ay, cos(kpx) + by sin(k,z)

flz) = Z Epetkn®

o bien

Qo = .
ft) = b + ; a, cos(wpyt) + by, sin(wyt)

2
donde w,, = %n, o bien

Estas descomposiciones, llamadas arménicas, son tutiles en:

o0

ft) = Z N

i=—00

Analisis musical y sintetizadores de musica.

(152)

(153)

(154)

(155)

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en deri-

vadas parciales o integrales.
Resolucion de ecuaciones integrodiferenciales.
Mecénica Cuantica.

Teoria Cuantica de la Informacion.

Teoria Clésica de la Informacién y la Comunicacion.

Anélisis de senales y teoria del ruido.
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2.8. Motto

= Los vectores son maravillosos.

= Los vectores son sorprendentes.

= [os vectores son increibles.

= Los vectores son directores.

= Los vectores son orientadores.

= [os vectores son seductores.

= Los vectores son bonitos.

= Los vectores son perturbaciones y perturbadores.

= Los vectores son pequenos y enormes, y pueden tener infinitas dimen-
siones.

= Los vectores son hipervectores en espacios de altas dimensiones.
= Los vectores su supervectores en espacios vectoriales graduados.

= Los vectores son hipersupervectores en espacios vectoriales graduados
de alta dimension.

= Los vectores son sectores o partes de multivectores o polivectores.

= Los vectores son amores.

Cinematica
El vector desplazamiento es:
A7 = Axi + Ayj
A7 = Azi + Ayj + Azk

o infinitesimalmente
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A7 = dai + dyj + dzk

dr = dz'éy + da?éy + dadés + - - - + da"e,

Ahora podemos definir la velocidad, la aceleracién y jerk medios:

Vector velocidad media

También podemos definir los vectores velocidad, aceleracién y jerk ins-
tantaneos:

Vector velocidad instantanea

Vector aceleracion instantanea

Vector jerk instantaneo

- di & BF O dat da™ ., . -
]:—t:ﬁ:ﬁzgel_'_..._kﬁen:]61+...+Jen

Las dimensiones de velocidad, aceleracion y jerk son, respectivamente,
LT, LT~2, LT-3. Cuando el jerk no es constante tampoco, la variacién del
jerk se llama SNAP (o JOUNCE), que tiene dimensiones LT~*. El cambio
del SNAP se llama crackle LT, el cambio del crackle se llama POP (LT 9).
Asimismo, la posicién se puede considerar el ritmo de cambio temporal de una
variable llamada “absement” o “ausition” (LT'). Andlogamente se definen:

» El lock como el ritmo de cambio del pop, dimensionalmente LT~".
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» El drop como el ritmo de cambio del lock, dimensionalmente LT 8.
» El shot como el ritmo de cambio del drop, dimensionalmente L7,
» El put como el ritmo de cambio del shot, LT~1°.

» Absity: LT?

» Abseleration: LT3,

» Abserk: LT*.

= Absounce o absnap: LT°.

= Absrackle: LT,

» Absop: LT7.

» Absock: LT®.

= Absrop: LT°.

= Abshot: LT,

» Absput: LT

y donde
AA,

At

También se definen las magnitudes cineméaticas inversas siguientes:

= A, (156)

» Presement: At/Ax, T/L.

Placement: 1/Az, 1/L.
Presity: At?/Az, T?/L.

Preseleration: At?/Ax, T3 /L.

Preserk: Att/Ax, T*/L.

Pren-n-ition: At"/Ax, T"/L.

40



y las variantes (hiper)volimicas de la velocidad

Velocidad areolar: Ax?/At, L?/T.

Caudal o velocidad volumica: Az®/At, L3/T.

Velocidad n-volimica: Ax™/At, L™/T.
Otras magnitudes fantasticas son las variantes dinamicas de las anteriores:

= Momento: p = mu.

Fuerza: F' = ma = Ap/At.

Yank: Y = AF/At.

Tug: T'= AY /At.

Snatch: S = AT /At.

Shake: IIT = AS/At.

y también existirian el presounce, presackle, presop, presock, presrop, el
preshot, presput,. . . (dimensionalmente 7°/L, T¢/L,T" /L, T®/L,T° /L, T* /L, T"/L).
O también magnitudes dimensionalmente con M L" M /L™ MT™ M /T™.

3.1. Clasificaciéon de movimientos
Segun la trayectoria los movimientos pueden ser:
= Rectilineos.

» Curvilineos (circulares, sinusoidales o arménicos simples, parabdlicos,
hiperbélicos, elipticos, lemniscaticos, cardioides, helicoidales,. . .)

Segun la aceleracion los movimientos pueden ser:

= No acelerados o uniformes. El reposo es el caso particular de un movi-
miento no acelerado con velocidad nula.
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= Acelerados. En esta categoria hay dos subcategorias:

o Uniformemente acelerados. Ocurre cuando la aceleracién es cons-
tante.

¢ Variados. Ocurre cuando la aceleraciéon no es constante.

Los movimientos (més) simples son el MRU, el MRUA | el MCU, el MCUA y
el MAS (Movimiento Arménico Simple, proyeccién del MCU sobre una recta).

Los movimientos no planos son mas complicados en general. Estudiaremos
ahora unos cuantos casos de movimientos simples y compuestos. M.R.U.:
Movimiento Rectilineo Uniforme. Movimiento de aceleracién nula y trayec-
toria recta o lineal.

Caracteristicas: @ = 0, v = constant. La velocidad media coincide con
la velocidad instantanea y se define como

A
At

Las ecuaciones de movimiento del M.R.U. son 3:

v

Ecuaciones del M.R.U.

En el plano 2d, se tiene que ¥ = v, + v,J, y que también, en 3d, es
U = v,1 + vy) + v,k. En ecuaciones paramétricas, para 7 = (2,9, z, .. .):

x =z + v(t — tp)
Y = yo + vy(t — to)
2= zo+v,(t —to)

Si la velocidad fuera igual a cero, entonces se dice que objeto, cuerpo o
sistema esta en reposo. Si tuviésemos que estudiar un movimiento uniforme
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en diversas dimensiones del tiempo, caso multitemporal, si D = d; + d;
es el nimero de dimensiones totales del espacio y del tiempo, con dg las
dimensiones de género espacio y d; las dimensiones de género tiempo, con

- dr
U= E vig, = vley +vtey 4 - +oPep = —
, dt
=1
entonces habria que definir una ecuacién de tipo tensorial /multivectorial de

clase
] = [V][Af & 7 = TA

. dxe
Vv T

y que mediria las diferentes velocidades a lo largo de los vectores del tiempo
t = tPug.
M.R.U.A.: Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado.

donde

Caracteristicas: @ = constant = a,i + a,j + ak m/s*.

Ecuaciones del M.R.U.A.

La tltima ecuacién del cuadro anterior se obtiene despejando el tiem-
po de la segunda, y sustituyendo en la primera ecuacion. Otra observacion
util recibe el nombre de Teorema de Merton sobre la velocidad media del
M.R.U.A.: “Si v(t)t = Vt, cuando la velocidad cambia de modo uniforme
(con aceleracién constante), desde vy hasta vg, entonces el espacio recorrido
es el mismo que recorreria de forma uniforme con la velocidad promedio o
media v,,”. Este teorema solamente es valido en el M.R.U.A., y falla en los
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Merton Rule

Nicole Oresme

t

distance s = Area of trapezoid
=12yt )t

Figura 3: Teorema de Merton (Oresme) sobre la velocidad media en el
MRUA.

movimientos variados (cuando @ no es constante). Demostracién grafica en
la figura 3 siguiente.

El teorema de Merton permite obtener las ecuaciones del MRUA desde
un MRU de la forma siguiente

Az = v At = Az = UJ;UOAt
vo + aAt + vy 1 5
v=vg+alAt - Ax = | ———— At—)Ax:ngt+§aAt

Si la aceleracion no fuera constante, las ecuaciones de movimiento de la
velocidad y la posicién deben obtenerse usando el calculo infinitesimal de
Leibniz y Newton (fluxiones). Asi, se tendria que

7270+/7dt
?:?w/m

Se trata de un movimiento plano, con unas caracteristicas especiales. Hay
que definir unas nuevas magnitudes angulares analogas a las lineales.
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/elocidad angular media e instantanea
Velocidad angular lia e instant

Generalmente, se usan los grados sexagesimales o los radianes en Fisica
para magnitudes angulares. En casos excepcionales, se definen también los
grados centesimales o gradianes(gones). La equivalencia entre estas escalas
es la siguiente:

121 rad = 360° = 400 |

Aceleracién angular media e instantanea

Habitualmente se usan las unidades de las revoluciones por minuto (r.p.m.)
o también los ciclos (vueltas) por segundo (c.p.s.) para la velocidad angular:

21 rad

lrpm. = ——
60s

21 rad

lep.s. = ——

Los angulos son adimensionales en general, mientras que las dimensio-
nes de w, a son T—!, T2, respectivamente. Las relaciones entre magnitudes
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angulares y lineales son como sigue. Si para una circunferencia s = R, infi-
nitesimalmente ds = Rdf y a nivel incremental:

As = AOR < Arco = (Radio)(Angulo)

A nivel diferencial en la circunferencia, dv = dwR, luego a nivel incre-
mental

Av = AwR
de donde dividiendo por AT"

a=a =aR

En un MCU no hay aceleraciéon tangencial pero si una aceleracion ligada al
hecho de la variacién de la direccion de la velocidad lineal: la aceleracion
centripeta a. = v?/R = w?R. Las ecuaciones del MCU serdn pues:

» Aceleraciones: a; = 0m/s?, o = Orad/s*, a. = w*R = v?/R.

m w = constant.
n =@y + wAt & A = WAL

En el plano, se puede escribir la ecuacion del MCU en forma vectorial
como sigue:

7(t) = R cos(wAt + 0)i + Rsin(wAt + 6,)] m

La velocidad lineal y la aceleracion resultan ser:

¥ = —Rwsin(wAt + 0y)i + Rw cos(wAt +60y)] m/s

@ = —Rw? cos(wAt 4 0y)i — Rw? sin(wAt + 60)] m/s? = —w?F
En el MCU también se definen los siguientes conceptos:

1. Periodo T": Tiempo que tarda en dar una vuelta completa u oscilacion.
T =2n/w=1/f]
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2. Frecuencia f: Numero de vueltas dadas en cada segundo.w = 27 f,
f = 1/T. Las unidades de la frecuencia (no confundir con frecuencia
angular w) son los s o hertzios (Hz).

3. Nimero de vueltas N general. N = Agp/2r.

4. Ntmero de onda (variable de movimiento arménico simple, proyec-
cién sobre una linea del MCU): k = 27 /X (unidades m™'). La longitud
de onda A es el periodo espacial de un MCU que sea periédico en el
espacio y no solamente en el tiempo como el MCU (movimiento ondu-

— 1
latorio sinusoidal o arménico). También se define k = 7 = —, como el

reciproco de la longitud de onda, o el nimero de vueltas u oscilaciones
por metro (no angulares).

Caracteristicas de un MCUA': trayectoria circular, o = constant.rad/s?,
y aceleraciones tangencial y centripeta no nulas, con valores dados por las
relaciones usuales a; = aR = constant # 0, a, = w?*R = v?/R.

Ecuaciones del MCUA

Para el MCUA, las componentes intrinsecas y la aceleracion total resultan
ser igual a
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Aceleraciones del MCUA

a?=a’+al+ a=+/a2+ad} (172)

a. = w?*R mo constante (173)

a; = aR constante (174)

o = constante rad/s* (175)

a=+/(w?R)? + (aR)? = RVa? + wt (176)

En cualquier movimiento plano, podemos escribir el vector de posicién
como sigue:

7 =rd, = |fd, (177)

donde 1, es un vector unitario radial. Si el movimiento sigue una curva, en
coordenadas polares (r,6) podemos escribir el vector anterior de otra forma

-

m(r,0) =ri, =r (cos 07 + sin 9]) = rcos i + rcos 0] (178)

y de aqui se tiene que 7 es una funcion de dos variables (r,0), y que el vector
unitario es

|

@, = — = cos0i +sin 0] = @,(0) (179)

il

3.2. Graficas

En esta seccién, incluimos unas graficas basicas del MRUA.

4. Dinamica

La Dindmica estudia las causas de los movimientos, las fuerzas.
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Figura 4: MRU y MRUA.
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Figura 5: MRUA bésico.
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Figura 6: Version més general de las graficas posibles del MRUA.
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4.1. Impulso, momento y fuerza

Se llama impulso, impetu, cantidad de movimiento o momento lineal a la
magnitud

p=mv (180)
La fuerza es el ritmo de cambio del momento
- Ap
F=Ap/At = — 181
R (151)

Unidades de fuerza: 1N = Inewton = 1kg-m/s?, 1dina = 1g-cm/s*. 1kp=9.8
N.

4.2. Leyes de Newton

Primera ley de Newton (Ley de inercia de Galileo).

Es una reformulacién del Principio de Inercia de Galileo. Segin la
primera ley de Newton, todo cuerpo o sistema que esta en reposo, o
en movimiento rectilineo y uniforme, permanece en reposo o en MRU
mientras no actie ninguna fuerza. Equivalentemente, se puede enunciar
como sigue: en un sistema de referencia inercial (MRU) son validas las
leyes de Newton de la Dindmica. También, existe al menos un sistema
de referencia (inercial), donde el objeto o sistema se mueve “en linea
recta” conservando el momento.

Comentario: algunas veces se “deduce” la primera ley de Newton de la
segunda ley de Newton. Es incorrecto.

= Sin la primera ley antes enunciada, no se puede deducir a priori que
de F' = 0 no haya aceleraciones. De hecho, en sistema de referencia no
inerciales aparecen fuerzas “ficticias”.

= Ademas, la primera ley dice algo mas que simplemente esa implicacion.
Indica que si esta en reposo permanece en reposo, y si estda en MRU,
queda en MRU si no hay fuerzas.

= Un cuerpo podria experimentar no fuerza instantanea, ni velocidad, y
aun asi empezar a moverse (por ejemplo, si aplicisemos un jerk conti-
nuo y no nula en un instante).
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= La primera ley elimina esa opciéon porque por su enunciado implica que
la constante de movimiento debe ser la misma para el cuerpo o sistema.

= Algunas veces, el primer principio actia de forma que el jerk seria no
continuo.

1. La descripcion de todo movimiento depende del observador y el sistema
de referencia elegido.

2. Pero en una clase especial de sistemas de referencia, valen las leyes de
Newton (las 3).

3. El movimiento tiene en cuenta que los objetos cambian. Los sistemas
de referencia en reposo o con velocidad uniforme (constante) se llaman
sistemas inerciales.

4. Otros sistemas de referencia, denominados no inerciales, estan en rota-
cion y poseen aceleracion de algun tipo.

5. Se usa también como sinénimo de sistema de referencial la palabra
referencial.

Segunda ley de Newton (Ley fundamental de la Dindmica

La segunda ley de Newton o Ley fundamental de la Dinamica senala
que la fuerza externa total sobre un cuerpo o sistema es igual a la
variacion del momento del objeto o sistema. Matematicamente

PN R W
F_Zi:FZ_dt

Si la masa es constante, se puede reexpresar como

1. La fuerza es una magnitud vectorial que se mide en newtons N, y
tiene dimensiones de [F] = M LT 2. Una fuerza es cualquier accién o
interaccién capaz de modificar el estado de movimiento de un cuerpo
(MRU o reposo).
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2. Una fuerza implica una interaccién entre cuerpos o particulas diferen-
tes. Estas interacciones no requieren a priori contacto.

3. El efecto de las interacciones es: 1) Una interaccién puede cambiar el
sentido, direccién y velocidad (momento) del cuerpo/sistema, 2) Una
interaccién puede deformar un cuerpo/sistema.

4. Las fuerzas son interacciones entre cuerpos. A nivel finito incremental,
la segunda ley puede también reescribirse como

f=

g

Si no hay fuerzas externas, el momento se conserva

— d_’
Zﬂzd—Z;:O%ﬁ:constant

Observacion: en movimiento de cohetes y proyectiles, o bien en sistemas
de masa variable, hay que usar con cuidado la segunda Ley de Newton.
AiEjercicio: investigar la ecuacién de los cohetes, su origen
y su relevancia. Estudiar su manejo en diversas situaciones y
su derivacion. jEs coherente la ecuacion de los cohetes con la
segunda ley de Newton?

Tercera ley de Newton (Principio de accién-reaccion).

La Tercera ley de Newton, o principio de accién-reaccion,
seniala que si un cuerpo aplica una fuerza sobre otro, éste
reacciona ejerciendo una fuerza igual y de sentido opuesto.
Matematicamente

— —

Fl—-2)=-F(2->1)
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4.3. Composicion de Fuerzas

Las fuerzas se suman vectorialmente. La ley general de suma
de dos fuerzas es

donde ¢ es el angulo entre las dos fuerzas. En esencia, es el
teorema del coseno

— — —

F?=F2 4 F242F Fycosp = (FL + Fy)? = (FL+ F) - (Fy + F)
(183)
Casos particulares:

m p=0%cosp=cos0°=1. 2= (I, + )2 F=F+F,.

n p = 180° cosp = cos180° = —1. F? = (F} — F3)?. F =
Fy — Fs.

n p=90° cosp =cos0°=0. F? = FZ + F}.
Q.E.D. (Quod Erat Demostrandum). F, = 222:1 a8

4.4. Peso

El peso es la fuerza con que un cuerpo atrae hacia si otro por
gravitacion universal. Matematicamente:

P =mg (184)

El peso es una fuerza, y no debe confundirse con masa. La masa
del peso es la carga gravitational, y a priori es diferente a la
masa inercial de la segunda ley de Newton. En la practica pa-
rece que solamente hay una sola masa. La igualdad de la masa
gravitacional con la masa inercial es una forma del denominado
principio de equivalencia.
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4.5. Fuerzas fundamentales y derivadas

Las fuerzas fundamentales son fuerzas a distancia o interac-
ciones entre objetos sin contacto fisico entre los mismos, que se
realiza mediante el intercambio de cuantos o particulas de in-
teraccion, que se propagan por medio de ondas. En el Universo
conocido conocemos las siguientes fuerzas fundamentales:

1. Gravitacién universal.

2. Electromagnetismo (electricidad, magnetismo e induccién
electromagnética sintetizados).

3. Interaccion nuclear débil (explica el fenémeno de la radio-
actividad).

4. Interaccién nuclear fuerte (explica la estabilidad de los ni-
cleos y hadrones).

5. Fuerza del vacio o del campo de Higgs (dador de masa a
particulas subatémicas elementales).

6. Se especula con una fuerza de repulsiéon césmica tipo Hooke
responsable de la expansion acelerada del Universo. Sea
una constante cosmoldgica, una quintaesencia, un campo
fantasma, o una interaccion extrana no se esta seguro de su
existencia del todo, pero también podria explicar el llamado
periodo de inflacién césmica del Universo primigenio, y ser
muy similar o igual a la fuerza del vacio o del Higgs.

4.6. Ley de Hooke
Para un sistema oscilante, se verifica la ley de Hooke
F=—kAF, F\=AR (185)
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Es la fuerza recuperadora de muelles o bien la fuerza del vacio.
Es también llamada fuerza elastica. [k| = F'/L.

4.7. Gravitacion universal

La ley de gravitacién universal en un Universo 3d (4D):

Mm
r2
donde Gy = 6,674-10" Y Nm? /kg?, G = L3M~T~2. Dos masas
cualesquiera del Universo se atraen con una fuerza directamente

proporcional al producto de las masas e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia que las separa.

F =GN

(186)

4.8. Ley de Coulomb

La Fuerza Electrostatica tiene en cuenta la existencia de car-
gas eléctricas, propiedad que en la naturaleza viene en dos tipos:
cargas positivas y cargas negativas.

Qq

r2’

Fo=K Ke=K = = 9-10°Nm?/C?, ¢y = 8,85-10"12C*/Nm?

(187)
La carga eléctrica en la naturaleza esta cuantizada. Se puede
tomar como unidad fundamental la carga del electréon en valor
absoluto (o un tercio de ella por causa de los quarks en los
hadrones):

47‘(’60

g = —e = —1,602-107YC (188)
Q = Ne Q= Ne/3 (189)
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4.9. Fuerzas de rozamiento

En reposo, hay que vencer una fuerza de rozamiento estatico
F. para lograr que un cuerpo en contacto con otro empiece a
moverse. La fuerza de rozamiento estatica es ﬁe = ,ue]\7 , donde
N es la fuerza normal a la superficie de contacto con el cuerpo.
Una vez iniciado el movimiento, el rozamiento disminuye un po-
co (debido a las interacciones entre superficie y cuerpo/objeto).
En tal caso, se habla de fuerza de rozamiento dinamica, y se
escribe Fy = ,ud]\_f = ,u]\_f . Habitualmente, en Dinamica, se suele
considerar con mayor frecuencia el rozamiento dinamico, y no el
estatico, aunque los dos conceptos son relevantes e importantes.
Ademas, se tiene que

0<pi=p<pe<l

En general, pues

—

F, = —uNe,

donde e, es un vector unitario (médulo unidad) en la direccién
y sentido de la velocidad . También, en médulo, por tanto,

[Fal < |E
En fluidos (liquidos y gases), se tiene
Fr = —kv"é,

donde n =0,1,2,... es un entero generalmente. En fluidos vis-
cosos, se obtiene habitualmente

F’; = —Knve,

donde K es una constante de viscosidad geométrica, n es la
viscosidad, y v es el médulo de la velocidad. Las unidades de la
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viscosidad son
= [F) /(] = J -5 m~ = MT = kg -5

Un caso particular de esta ley de viscosidad es cuando hay
friccion en esferas fluidas. En tal caso la expresién anterior se
reexpresa mediante la forma denominada Ley de Stokes

F, = —6m Rnve,
Si [R] = L, entonces 7 cambia la dimensionalidad previa a
m=J-5s-m3=ML'T!

Por lo tanto, hay que tener cuidado con el coeficiente K (R) de
viscosidad geométrica porque a veces lleva unidades de longitud.
Usando la ley de Stokes, se puede calcular la velocidad termi-
nal o limite en el aire (despreciando el empuje y otros factores)
como sigue:
F =ma =mg — 6mrRnv

Si a = 0, entonces la velocidad limite es

mg
U =
l 6mRn
Vectorialmente se puede escribir también
. mg
U =
: 6mRn

Una fuerza se dice que es central si

—

F=Fg¢,

Es decir, una central es aquella que solamente depende de la di-
reccion hacia un punto C', en un linea, y se denomina centro de
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fuerzas. La definicién de fuerza conservativa es mas sutil (inti-
mamente relacioanda con la tercera ley de Newton y la primera
ley también en tltima instancia).

Se dice que una fuerza F es conservativa si cumple cualquiera
de las condiciones equivalentes siguientes (véase el apartado de
trabajo y energia mas adelante):

1. F = —VE, = —VU. Aqui V es el operador de derivadas
parciales V = 0;, en componentes cartesianas y 3d:

V = (8337 8y7 82)

2.V x F = rotF = curlF = 0. Aqui el rotacional es un
producto vectorial (en 3d). En dimensiones superiores a
3, hay que usar el producto exterior A o la derivada ex-
terior I' = dA, en ocasiones con el operador estrella de
Hodge *, para generalizar este concepto de rotacional y
producto vectorial. El producto vectorial esta restringido
dimensionalmente, como operacién binaria, a espacios de
3 y 7 dimensiones; como operacién n-aria hay restricciones
también. El producto exterior se define para espacios de
cualquier dimension p < n.

3. El trabajo para llevar una particula desde un punto inicial
A a otro B no depende del camino sino solamente de la
posicién de A y de B.

W, (A, B) = W, (A, B) = ...

4. El trabajo anterior se puede escribir como menos la varia-
cion de la funcién energia potencial:

B
W.(A,B) = —AE, = E,(A) — E,(B) = —/ E-dr
A
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5. El trabajo para ir y volver al mismo punto no depende del
camino y es igual a cero:

W,(A,A) =0, Vv

W= f R0 v
Y

6. La variacion de energia mecanica es nula AE,, = 0J.

7. La energia mecanica permanece constante, i.e., F,, = constant .J.

Fuerzas eldsticas/cosmicas

Fuerza gravitacional y peso

Fuerza eléctrica
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Para el espacio euclideo tridimensional (o el espacio-tiempo
cuadridimensional), las constantes de gravitacién universal y de
Coulomb para masas y cargas puntuales valen respectivamente

1
Gy = = 6,674 - 107 " Nm? /kg*
47'('90
Ko = = 8,99 - 10°Nm?/C?
47T<€0
1
= = 8.85-10""2C?/Nm?
1
= —1.19-10°% g%/ Nm?

Igualando la fuerza eléctrica coulombiana a la gravitacional new-
toniana, para () = g y M = m, a igual distancia, se sigue que

Q\* Gy (Q Gy Kc
(1) ~ % r) Vi M=o

De la relacion habitual entre las permitividades eléctrica y mag-
nética en el vacio
62 . 1 o 47TKC o KC
40E0 o K,

si usamos la cuantizacion de Dirac Q.Q,, = 27N, se sigue que
un monopolo magnético N = 1 tendria una masa

M = 2rq.c «/ gecy |0 11710 8kyg
Gn

Esta masa es similar a la masa de Planck, que también se ob-
tiene por otro camino: igualando la escala de longitud cuantica
dada por la longitud de onda de de Broglie/Compton (fotén o

61



cuanto de energfa con momento Mc) con la mitad (por comodi-
dad) del radio de Schwarzschild

h GNM he
Me 2 P GN J

La longitud de Planck, distancia fundamental a las que se espera

la unificacién de la gravitacion con la teoria cuantica sale con

h GNM Gnh Gnh _

_ 72 _ 72 2 _ 35
LCLG_LP_)MC 2 —Lp—>Lp— 3 — Lp = 3 ~ 107"m
El tiempo de Planck es igual a

Gnh N
T,=L,/c= . ~ 107 %5

Ademas, el absement o ausicion de Planck es
A=L,T,~10"®m-s

Algunas expresiones de energias potenciales para fuerzas habi-
tuales son:

M
» Energia potencial gravitacional E,(g) = -G N—m. A baja
r
altura, adopta la expresién E, = mgh = (—mg)(—h).

= Energia potencial eléctrica E,(el) = KC@.
r
, o kx” ,
» Energia potencial eldstica E,(elas) = —5» O mds general-

1
mente se escribe también AFE,(elas) = ékA$2.
Otras fuerzas:
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. Fuerza de Yukawa
ge M (14 Ar)
2

F(r)= .

. Fuerza interquark (o cuerdistica)
F =0 ~018GeV

. Fuerza de repulsién césmica

o A3 2her
3
. Fuerza magnética
F=qvx B

. Fuerza eléctrica y electromagnética
ﬁ:qﬁ, ﬁem:ﬁe+ﬁm:qﬁ+qﬁxé

. Fuerza de Lennard-Jones (intermolecular)

13 7
o 1 g 1 g

. Fuerza de flotabilidad en fluidos
F=mzg=prgV

. Fuerza gravitacional en Planilandia
GQ Mm
r

F—

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)

. Fuerza gravitacional en ND-spacetime, d-space (D=d+1)

GDMm . GDMm

F = —
TD_2 T’d_l

también térmicas.
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Las fuerzas de contacto no cumplen en general la tercera ley
de Newton. Son fuerzas de deformacion elasticas o inelasticas, y



4.10. Aplicaciones de las leyes de Newton

AiEjemplo 1. Si ma = mg, entonces en caida libre en el vacio
todos los cuerpos caen con la misma aceleracion.

AiEjemplo 2. Si F' = 4N sobre m = 0,5kg, entonces F = ma
produce que a = F'/m = 4/0,5 = 8m/s>.

AiEjemplo 3. Si se aplica una fuerza de 10N y hay un ro-
zamiento de 8N sobre una masa de 2 kg, la aceleracién es:
10 — 8 = 2a, a = 1m/s>.

AiEjemplo 4. Un cuerpo unido a un muelle, de constante k,
y el cuerpo de masa m, satisface la ecuaciéon ma = —kx, o bien
ma + kx = 0, o bien a + w?r = 0. Esto es la ecuacién general
del MAS en 1 dimensién.

AiEjemplo 5. Dos cuerpos de masas my, ms estan unidos por
una cuerda de masa despreciable. Se aplica una fuerza F. En-
tonces:

F—T =may, T =mqa, F=(my+ms)a (199)

AEjemplo 6. Un cuerpo de masa M, arrastrado por una fuer-
za F' en una superficie con rozamiento dinamico g satisface

F
ZF:ma%F—FT:Ma%a:——ug (200)
m

AEjemplo 7. Si dos cuerpos estan unidos por cuerda, y se
arrastran por una superficie con rozamiento 4, se tiene que

T—Fr(l) = maa, N1 — P1 =mig, F—T—Fr(2) = Maya (201)
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de donde, si M = mj + ms
F—pu(mi+ma)g F

F—p(mi+ma)g = (mi+me)a — a = T =g
(202)
AiEjemplo 8. Para una polea simple o maquina de Atwood
Py~ T —mya, T— Py —mya—a="T272"09 o0
mi + mg

AiEjemplo 9. Tercera ley de Kepler. La tercera ley de Kepler
admite una deduccién sencilla para dérbitas circulares (aunque
es validad para érbitas elipticas y mas generalmente para coni-
cas). Para un objeto que gire mediante MCU, igualando fuerza
gravitacional y fuerza centripeta:

M 2
F,=F —G—"=m—
r r
se deduce pues que
_27T7“_> 2_GM_)47T27’2_GM_>T2_ 4% 4
R " ~GM

La tercera ley de Kepler en 3d (4D) es pues

472
T2 — 3
GM'
o bien
GM = w*r?

que es la famosa “ley 1-2-3” de las armonias de Kepler. La ver-
sion mas generalizada usa el concepto de centro de masas de un
sistema de cuerpos.
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La primera ley de Kepler es la ley de las érbitas (los “plane-
tas” describen 6rbitas elipticas alrededor del “sol”):

B P
1 4 e cos(¢ + o)

r(y) (204)
La segunda ley de Kepler indica que el radiovector que une pla-
neta y estrella o sol barre areas iguales en tiempos iguales, o que
la velocidad areolar es constante

AA
AL

La tercera ley de Kepler o ley de los periodos fue generalizada
por Newton para sistemas binarios

Va = rv = constant (205)

GMT? = 47*R? <3 M = M, + M, <> T? = kR? (206)

Observacion: sabiendo las ecuaciones del MRUA, se obtienen
las del MRU si ponemos a =0 y vy = v = constante.

AiEjemplo 10. Tipo simple de MRUA: caida libre y el lanza-
miento vertical.
Caida libre: En el campo gravitacional terrestre, supuesto a =
—g = —9,8m/s%, que es una aproximacién de baja altura al caso
mas general posible de una teoria de campos, se puede resolver
el problema del tiempo que tarda un objeto en llegar al suelo
desde una altura H = hy = yg arbitraria, dejandose caer (con
velocidad inicial cero, vy = 0). Ecuaciones (Sistema de referen-
cia en el suelo): a = —g m/s>.

1
v =1y — gt = —gt, h:h0—§gt2
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Tiempo en llegar al suelo t5 (en h = 0, t = ty): |ts = La

velocidad cuando llega al suelo es |vy = —gts = —+/2hgg
Lanzamiento vertical:
La velocidad cuando llega al suelo es

Us = —gts = —v 2hog

Notad que si hubiera inicialmente una velocidad inicial hacia
abajo, hay que cambiar un par de ecuaciones y resolver:

1
a=—g, v=—vy— gt ?J:Ho—vof—§9t2

mediante

1
—§gt2 — Uot + HQ =0

Si lanzamos un objeto desde el suelo (hy = 0) con velocidad
inicial vy, podemos calcular su altura maxima h,,,,, el tiempo
en alcanzar dicha altura maxima t,,, y el tiempo que tarda en
volver al suelo ts = 2t,, (que sera el doble por simetria de t,, y
despreciando el efecto de rozamientos y otros detalles).

1 1
a=—g m/527 v =1y — gt, h:h0+vot—§gt2:v0t—§gt2

En la altura maxima h,,, la velocidad es nula, por lo que

tardara
Vo
tm —_- —
g

Sustituyendo y operando en la ecuacién de la altura proporciona

la altura maxima
2
_ %
Ym = 2
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El tiempo que tarda en volver al suelo es

ty = 2t, = %
g
Este tiempo puede obtenerse o bien de la ecuacién del tiempo
o del analisis por simetria del problema. Esto proporciona una
velocidad al llegar al suelo igual y de sentido opuesto que la
inicial
Vs = —p

El espacio recorrido es por tanto s = 2h,,. Si la altura inicial
es hg, se rompe la simetria y debemos calcular para el tiempo
de llegada al suelo:

1
_igtz + ’Uot + h() =0

cuyas soluciones son

; —vy Ug +2ghy  vo F Ug + 2ghyg
:l: pu— pu—

-9 9

Para la altura méaxima con altura inicial no nula, se sigue te-

niendo que
Vg
tm - —
g

Pero ahora, por la nueva ecuacion, se tiene que
2
v
B = h(ty) = ho + i
AiEjemplo 11. Problema tipo: un nadador en un rio, o un
movil con velocidad en dos direcciones (sentidos).
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Caracteristicas: Tomamor de referencia el punto de salida
del nadador o mévil del rio. La velocidad del rio la podemos
elegir perpendicular al nadador pero éste puede empezar con la
velocidad en cualquier direccion arbitraria, pero son en cualquier
caso velocidades constantes en todo momento (2 MRU).

7 = 7corriente + 771 = Ucz—l— Uﬂj

(Bje X :
<ax:() m/s?
vy = const. = v, m/s

\x:vct
(Bje Y :
ay =0 m/s

v, = const. = v, m/s

\x—vnt

(Vectores:

I m/ s’

T="Uo+ Un =104+ Unj m/s
U veti + vptg = z(t)i + y(t)] m

Si el ancho del rio es D, entonces el tiempo en cruzar sera:

o\

=
I

D

tcruzar —
n

Y tras este tiempo, en y = D, el punto donde llega en el eje
X sera
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luego

cDT’ e
m(t.) = : i+Dj5 m

Un

AiEjemplo 12. Encuentros de 2 MRU. MRU1: a1 = 0, v; =
cte., x1 = v1t.
MRU2: as = 0, vy = cte., x9 = d + vot.
Estos MRUS son sincronos o simultaneos t; = ty = t, pero puede
resolverse el caso asincrono no simultaneo si to = t1 + C.
Condicién de encuentro: x1 = xo.

d
Supongamos v; > vy > 0, entonces t, =
V1 — U9
, d
Si vy < 0, t. =
V1 + U2
Punto de encuentro:
v1d
S1 =1 — X9 = ! (207)
V1 — U9
. . , Ugd
Espacio recorrido por segundo vehiculo: sy = x9 — d =
U1 — U2
en la misma direccién los dos, y en el opuesto
vod vy — v1)d
g = — ,AgzM (208)
vy + U1 V9 + U1

AEjemplo 13. Encuentro de 2 MCUs. MCU1L: a; = 0, w; =
cte., 61 = vqt.
MCU2: ay = 0, wy = cte., 83 = g + wst.
Estos MCUS son sincronos o simultaneos t; = t9 = t, pero puede
resolverse el caso asincrono no simultaneo si t9 = t1 + C.
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Condicion de encuentro: ¢ = ps.

Supongamos w; > wo > 0, entonces, si ¢y = 27 t, =

27
w1 — (UQ.
Si wy < 0, t. = Ll .
w1 + Wy
También se puede escribir
P 21 . 1 . T1T2
‘T wtw i+i T+ T
Ty Ty
o bien
L1 N 1
te T Ty

AEjemplo 14. Encuentro MRUA+MRU.

L
1 = voit + §at

$2:U2t+d

1
x1:x2—>§at2—|—(v01—v2)t—d:0

(Ug — ’001) + \/(”001 — ’02)2 + 2ad
a

t =

©o
W1 — W2

(209)

(210)

(211)
(212)
(213)

(214)

AiEjemplo 15. Frenada (Cinemética y Dindmica). Un coche
de 5 toneladas quiere detenerse en 10 segundos. £Qué acelera-
cion y fuerza debemos aplicar? No hay rozamiento. La velocidad

inicial del coche es 90km /h.

Solucién: vy = 90km/h = 25m/s. La aceleracién de frenada es

0—25
= — = —2 2
a 10 ,bm/s
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F = ma = 5000(—2,5) = —12500N. El cambio de momento
es Ap = —125000N - s.

AiEjemplo 16. Eco. Se emite un sonido en P, cerca de una
montana, a una distancia D. La velocidad del sonido es vy, =
340m/s. Si el eco se escucha a los 10s, calcula la distancia a la
montana.

Solucion: es un MRU, luego

Vsl

2D = vty — D = 5 (216)
Con los numeros dados
340 - 10
D = 5 = 1700m (217)

AEjemplo 17. La distancia Tierra-Sol y Tierra-Luna. La dis-
tancia de la Tierra al sol es 150Mkm (150 millones de kiléme-
tros). Si la velocidad de la luz en el vacio es 300000km/s. 7Qué
tiempo tarda en llegar la luz del sol a la Tierra? 7Qué distancia
hay a la luna en segundos luz si ésta estd a 380000km?
Solucién. De nuevo tenemos MRU. Para la distancia Tierra-Sol
tenemos que

D 150 - 10°%m

(218)
Para la Tierra y la Luna
D 380000
= — = = 1,267 219
v 300000 000 (219)

NOTA: Se llama unidad astronémica (UA, 6 AU en inglés, as-
tronomical unit), a la distancia media Tierra-Sol, i.e., 150Mkm.
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“iEjemplo 18. Un afio-luz es la distancia que recorre la luz
en un ano. Calcula dicha distancia en metros y km.

Solucion: mediante factores de conversion se tiene que

1 lyr = 3-10%-3,15-107 = 9,45-10%m = 9.45-10%km = 9.45Tkm
(220)
AiEjemplo 19. Un pérsec, on paralaje-segundo, es la distan-

cia a la que 1UA (1AU) subtiende un angulo de 1 segundo de
1AU

Ipc
., Qué distancia es 1 parsec en lyr y m 6 km? Solucion:

1UA 648000

1 pc= 1 ~ UA ~ 206265UA = 3,26 lyr.
T
tan <3600)

1pe = 3,086 - 101%m 1 Mpe=3,086 - 1022m = 30,86Zm.
1 Gpe=3,086 - 10%m = 30,86Y m.

arco de paralaje. Mateméticamente tan 1” =

5. Fluidos

5.1. Presion

La presion es una magnitud que mide la fuerza ejercida sobre
una superficie (o equivalentemente la energia contenida en un
volumen):

F F
P=4=v

(221)

Las unidades habituales de presién son las siguientes:

1IN 1J
= En el S.I., el pascal 1Pa = —; = —.
Im?2  1m?
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» La atmosfera, latm = 101325 Pa = 1013,25h Pa.
= Bl mmHg. latm=760mmHg.
= El milibar: 1 atm=1013 mb.

5.2. Dimensiones de presion

Dimensionalmente: [P] = ML~ 'T2.
En un fluido con densidad p, se define la presion hidrostatica

P = pygh (222)

5.3. Principios de Pascal y Arquimedes

Es el principio en el que se basa la prensa hidraulica: la
presion en un fluido se transmite a todos los puntos de su
interior. Matematicamente

Fi Fy
=P =P 223
A1 AQ 1 2 ( )

Principio de Arquimedes

Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empu-
je vertical y ascendente igual al peso del fluid desalojado.
Si llamamos peso aparente a la expresion

P,=P-E=mg—FE (224)

entonces la flotabilidad de un objeto dependera del valor y
signo del peso aparente.
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5.4. Flotabilidad

Con el convenio de signos del peso aparente dado por la de-
finicién anterior, se tiene que

» Si P, >0, P> FE, el cuerpo desciende y se hundira.
= Si P, =0, P=F, el cuerpo estara en equilibrio.
» Si P, <0, P< E, el cuerpo asciende y flotara.

El peso y el empuje permiten también conocer el porcentaje
de un objeto sumergido:
Pc . me Vf

Mmeg = myg, = — =
‘ / pr  my Ve

(225)

de donde

pe Vi VeV
pr Ve V.

AEjemplo 20. Un dirigible del “Universo de Pete” en la serie
Doctor Who (DW), podia flotar en el cielo gracias a 184059.5 m?
de helio. Determina: a) La fuerza de flotabilidad de la aeronave
o dirigible (llamada Xisco) de DW, b) La carga que podia llevar
para industrias Cybus, si Xisco pesaba 108000 kg.

Solucién: a) Si la densidad del aire es 1,225kg/m?, y la gravedad
es g = 9,81m/s?, tenemos

F =pgV =1,225-9,81-184059,5 m> = 2,212 - 10°N ~ 22M N
(227)

(226)

b) La carga es obtenida con el siguiente argumento

F(carga) = F —mg =2,21-10°-1,08-10°-9,81 = 1,15 - 10°N

(228)
F. 1.15-10°

== =12-10°% 299
m g 9,81 g ( )
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5.5. Otras leyes de los fluidos

Los gases ideales siguen la ley general PV = nRT, o bien
PV = NEkgT'. Leyes parciales se obtienen de hacer constantes
una o dos de las 4 variables:

= Ley de Boyle-Mariotte: PV=const.
= Ley de Charles: V/T=const.

» Ley de Gay-Lussac: P/T=const.

= Ley de Diver: P/n=const.

= Ley de Avogadro: N/V=const.

= Ley sin nombre: nT=const.

= Ley general(I): PV/T=const.

= Ley general(Il): P/nT=const.

» Ley general(IIl): PV /n=const.

= Ley general(IV): V/nT=const.

La presion de un gas ideal usando la teoria cinética es igual a

p= 3P0 (230)
N
pV = gm# (231)
y, M = Ngm implica
5 — % (232)
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6. Trabajo, energia, potencia

Definimos trabajo (energia es capacidad de realizar trabajo)
COmo
W =F-AF (233)

Dimensionalmente [W] = ML*T~2. El trabajo mide la capa-
cidad de una fuerza para trasladar un objeto o desplazarlo. Si
fuerza y desplazamiento son ortogonales, no hay trabajo. Las
unidades de energia mas usuales son:

» S.I: Ljulio=1J = 1kg-m - s 2.

» C.G.S.: lergio=lerg = 1g-cm - s 2. 1J = 107erg.

lcal = 4,186..

1IFOE=10'erg.
1kWh =3,6MJ = 3,6-10%J.

leV = 1,602 -10719J.

1J=1C-1V.

Usando la segunda ley de Newton, al aplicar una fuerza se cam-
bia la vis viva o energia cinética:

AW = md - AF = mi - AT = %A(&) - %A(U- 7 (234)
Para una particula no relativista entonces
1 p?
E,=—mv? = — 235
2" T om (235)
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con p = muv. En el caso relativista especial seria

Algunos tipos adicionales de energia:
= Energia cinética, potencial y mecanica.

» I, = E.+ E, es la energia mecénica.

Energia nuclear.

Energia térmica.

Energia quimica (entalpia, energia libre de Gibbs, energia
libre de Helmhotz,...)

La energfa en reposo de una sustancia es £y, = mc?. La po-
tencia media es el ritmo de cambio de la energia en un intervalo
de tiempo At:

AFE
P,=—— 2
A7 (237)
La potencia instantanea es igual al limite
AE dFE
P=lim —=— 2
Ao AE dt (238)

Dimensionalmente [P] = M L*T 3y en el S.I. se mide en vatios,
siendo 1W = lvatio = 1.J/1s. Otras unidades de potencia son
los C.V. Asi, 1CV = 735,5W. Ademas, se tiene que

P,=F -%,<P=F-¢ (239)
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Los fluidos poseen un tipo de friccion o rozamiento llamada vis-
cosidad n:
Esfuerzo cortante F/A

N = 24
L gradiente de velocidad — Av/Azx (240)

A cualquier temperatura, la mayoria de fluidos tienen una visco-
sidad para cualquier esfuerzo. Los fluidos de este tipo se llaman
fluidos newtonianos. Sin embargo, algunos liquidos o fluidos son
lixotropicos: cuando aumenta el esfuerzo, disminuye la viscosi-
dad. Estos fluidos se conocen como fluidos no newtonianos.
La viscosidad de un fluido afecta a la circulacién a través de un
conducto, y hay un flujo laminar o caudal que viene dado por
la llamada ley o ecuaciéon de Poiseuille:

Vo oratA
Ly (241)
t 8nL

Esta ley implica que la reduccién a la mitad de la longitud de una
tuberia o conducto, reduce la velocidad del flujo en 1/16 para
la misma diferencia de presion. Recordemos la ley de Stokes

Fp = 6mnav (242)

Combinando la ecuacién de Poiseuille y la ley de Stokes se de-
duce que hay una velocidad critica en un fluido, por encima de
la cual el fluido se vuelve turbulento. Por tanto, estas leyes de
Stokes y Poiseuille solamente son vélidas a velocidades bajas.
Definimos el nimero
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(Re)en
pL
Normalmente, en fluidos habituales, la transicion del ré-
gimen laminar al turbulento ocurre si Re. > 2500. Para
fluidos turbulentos, hay fuerzas de rozamiento. Para una

esfera de radio r turbulenta

(243)

Ve =

Fp = Br*pv? (244)

y la resistencia aerodinamica sera

Fp = chpvz (245)

Como la masa es m = pV/, se tiene que para un conducto el
flujo es
p1A1v At = po Asva At (246)
es decir
p1A101 = poAsvg < pAv = const. (247)

que es la denominada ecuacion de continuidad. Cuando el fluido
es incomprensible (e.g., un liquido convencional), p; = p2, con
lo que Av = const..

El efecto Bernoulli consiste en el aumento de la velocidad por
la reduccién de la presion. Matematicamente esto se demuestra

mediante la ecuacion de Bernoulli

1 1
p1+ 5,01}% = py + Epvg (248)

que es una manifestacion de la conservacion de la energia en

fluidos.
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7. Calor y energia térmica

El calor es una forma de transferencia de energia. General-
mente, el calor fluye de los cuerpos mas calientes (con mayor
temperatura), a los mas frios (con menor temperatura). La tem-
peratura se mide en varias escalas:

1. Celsius o centigrada.
2. Fahrenheit.

Absoluta o kelvin.

> W

Roemer.
5. Deslisle.
6. Rankine.
7. ...

Generalmente usamos las ecuaciones

T(C) T(F)-32
100 180 (249)

T(K) =T(C) + 273 (250)

para cambiar entre estas 3 escalas las temperaturas.

7.1. Interpretaciéon mecanica y energética del calor

El calor tiene una unidad especifica, llamada caloria, rémora
de tiempos en los que se pensaba era una magnitud diferente a
la energia. El equivalente mecanico de la caloria fue calculado
por Joule, y es 1 caloria=4.186J.
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7.2. Calor especifico

Para cambiar la temperatura, una sustancia tiene una capa-
cidad calorifica C' tal que

AQ = CAT = mc, AT (251)

donde c, es el calor especifico de la sustancia particular. Dimen-
sionalmente:

. [C] = ML2T 20",
o [e] = 12T 20 L.

Para cambiar de estado se necesita un calor llamado calor la-
tente (L). Asi, hay calores latentes de fusién, ebullicion, subli-
macion, etcétera. Matematicamente,

AQ =mL (252)
donde [L] = L*T2.

7.3. Leyes de la Termodinamica
Existen 4 (tal vez 5) leyes de la Termodinamica:

= Principio cero. Todo cuerpo en contacto con otro, tiene una
temperatura de equilibrio térmico.

» Primer principio de la Termodinamica. El cambio de ener-
gia interna o total de un cuerpo o sistema se manifiesta en
una transferencia de calor y un calor realizado

AU = AQ + AW = AQ — pAV (253)

El criterio de signos egoista implica que un calor absorbido
es positivo AQ > 0, un calor cedido es negativo AQ < 0,
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un trabajo de expansion del sistema sobre el entorno es
negativo AW < 0, y un trabajo del entorno sobre el sistema
es positivo AW > 0.

= Segundo principio de la Termodinamica. La entropia no
puede disminuir sino solamente permanecer constante o au-
mentar en un sistema aislado o cerrado.

AS >0 (254)
» Tercer principio de la Termodinamica. El cero absoluto
(0K = —273°C') no es una temperatura alcanzable.
= Cuarto principio de la Termodinamica. La temperatura de
e

Planck, T, ~ 102K = ENTER no es una temperatura
Nhp

alcanzable.
7.4. Equilibrio térmico

Dos cuerpos en equilibrio se intercambian calor de forma que

AQ =0« chdido = _Qabsorbido (255)

Para dos cuerpos se tiene la ecuacion

miciT] + macyTs

T, —-Ty) =— T, —T) =T, =
m101( 1) m202( 2) 11 + Macy

(256)

Se puede generalizar esta ecuacion a N-cuerpos:
Yoimie Ty > meT
S mic S me

T, = (257)
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Estas expresiones son similares a las expresiones de los llamados
centro de masas de sistemas de particulas, o las expresiones de
las concentraciones en masa y volumen de mezclas de disolucio-

o = T [ prdY. (258)
> imi [ pdV
> mici > Vie
Cu S~y Cy SV, (259)
El segundo principio implica que una maquina términa nunca
puede tener un rendimiento (clasico) del 100 %. El rendimiento
del llamado ciclo de Carnot, que funciona entre un foco caliente
y un foco frio, es igual a la expresion siguiente:

nes

W, — ¢ 1.
n= :Ql Q2:1_Q:1__ (260)
Q 1 @n T
Ecuacion del flujo de calor sobre seccion de area A:
AQ AO
T A= 261
AT g Ax (261)

La radiacion térmica se propaga generalmente por mecanismos
de radiacién, convecciéon y conduccion.

8. Ondas y 6ptica

8.1. Definicién de onda

Las ondas son perturbaciones que se transmiten en un medio
vibrante u oscilante, y que satisfacen ciertas ecuaciones llamadas
ecuaciones de onda.
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8.2. Propiedades generales de las ondas
= Amplitud y elongacion.
= Longitud de onda y nimero de onda.
= Periodo y frecuencia.
» Periodicidad o aperiodicidad.
= Dispersion y absorcion.
» Amortiguamiento y forzamiento.
= Resonancia y reverberacion.
= Efecto Doppler.
» Interferencia.
= Difraccion.
= Reflexion.
= Refraccion.
» Polarizacién (solamente ondas transversales).
= Modulacion.
= Fase y desfase.
» Potencia e intensidad.

= Tono, timbre, intensidad, nivel de intensidad (ondas sono-
ras) o sonoridad.

= Velocidad de propagacion, velocidad de fase y velocidad de
grupo.
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» Velocidad, aceleracién,. .. de vibracion.
= Linealidad (no linealidad).

8.3. Tipos de ondas
Hay dos tipos principales de ondas segliin su propagacion y
vibracion:
» Longitudinales (se propagan en la misma direcciéon en la
que vibran). Ejemplos: sonido, ondas P de un terremoto,...
» Transversales (vibran en direccién perpendicular a la de
propagacion). Ejemplos: luz, ondas en una cuerda,...

Ademas, las ondas se clasifican en unidimensionales, bidimen-
sional, tridimensionales,...segin el nimero de dimensiones espa-
ciales donde se propagan. También

= Ondas lineales. Satisfacen el principio de superposicién y
ecuaciones de onda lineales.
= Ondas no lineales. No satisfacen en el principio de super-
posicién y verifican ecuaciones de onda no lineales.
Otras categorias son:

= Ondas amortiguadas.

= Ondas no amortiguadas.

Ondas arménicas o sinusodailes (tipo MAS).

Ondas cnoidales.

Pulsos u ondas viajeras.

Ondas no periédicas.

86



8.4. Ondas sonoras

El sonido en la tierra se progaga generalmente a 340m/s,
algo que se llama ntimero de Mach en aviacion y aeronautica. El
sonido no puede propagarse en el vacio. La sonoridad o nivel de
intensidad del sonido se mide en una escala logaritmica llamada
escala de decibelios:

I 1%
dB =10log;y =, Ip = 10—12ﬁ (262)
0

8.5. Ondas luminosas y 6ptica

La luz es un caso particular de onda: es una onda electro-
magnética. En el vacio, la velocidad de la luz es igual a

1

vV E0HO

~ 3-10°m/s (263)

C = Vpz =

aunque se define el valor exacto como ¢ = 299792458 m/s en
el S.I. En un medio diferente al vacio, usualmente tenemos los
fenémenos de reflexion y refraccion.

8.6. Reflexion y refraccion

La ley de relfexién indica que 6; = 0,.. Ademas, en un medio

Optico se tiene que
c
v=——mn;8in0; =n,sinO, (264)
n

donde la ultima expresion es la llamada ley de Snell. En meta-
materiales, se puede tener n; < 1, n; = 0, o incluso n; < 0.
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Se llama espectro electromagnético al conjunto de todas las
frecuencias, longitudes de onda o periodos de una onda elec-
tromagnética. Este concepto puede ser generalizado a cualquier
onda, como sonora, sismica, gravitacional,. ..

8.7.

Instrumentos 6pticos

Hay muchos tipos de instrumentos 6pticos:

Ojo humano.
Lupa.
Anteojo.
Gafas.
Lentes.
Telescopio.
Microscopio.

Oculares.

La potencia focal de una lente es

, 1100
- fim) - fl(em)

@ (265)

y se mide en dioptrias (1D = 1m™1).

Para instrumentos 6pticos, importa la focal, la apertura, los
aumentos, el poder de resolucion, la ISO,. ..

Defectos habituales de la vision:
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Miopia.

Hipermetropia.

Astigmatismo.

Presbicia.

Problemas con instrumentos 6pticos:
= Aberracién cromatica.

Coma.

Picos y limites de difraccion.

Electronica de la imagen.

El ser humano solo ve en una regién estrecha del espectro elec-
tromagnético, entre 450 nm y 650 nm, zona llamada espectro
visible. Hoy dia tenemos instrumentos que nos permiten “ver” u
oir zonas del espectro luminoso o sonoro que no veriamos. Tam-
bién podemos ver hoy dia el espectro gravitacional o el de los
neutrinos, el espectro de los electrones, etcétera.
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A. Vectores 4D y relatividad especial

La teoria de la relatividad especial esta basada en vectores
de cuatro dimensiones (tetravectores) en su versién mas simple
(puede generalizarse a cualquier dimension espacial y temporal).
Esta seccion del apéndice es una breve introducciéon a los tetra-
vectores de la relatividad especial.

La Relatividad Especial senala que las leyes de la Fisica son
invariantes bajo transformaciones de Lorentz

o' =q(x—0t), ¥ =y, I =2 t’=v(t—?;—f> (266)
2\ —1/2
donde v = [ 1— — , B =wv/ec, y ces la velocidad de la
luz en el vacio. A ba?a velocidad (1:
02
721+@+0(54) (267)

usando la aproximacién binomial de Newton ((1+4x)" ~ 1+nx).
De esta forma:

2

2 2, 2
B 2 T\ o _ vTme mut
(v — 1)me” ~ [(1 + 202) 1] mc ¥ 5 E.
(268)

Entonces, las variantes SR del momento, energia cinética y ener-
gia total, usando la energia en reposo Ey = mc? son

p = myv (269)
E.=E—mc=FE—Ey=(y—1)mc? (270)
E = myc? (271)
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A veces, se introduce el confuso y poco conveniente concepto de
masa relativista
M = my (272)

que es solamente la llamada masa transversal. La masa longitu-
dinal es
M =*M = ~v*m (273)

Es mas natural el concepto de energia desprendida en una de-
sintegracion radioactiva

AE = AMc? (274)

El formalismo vectorial en 4D permite la fusion de los conceptos
3D de espacio y tiempo en una entidad tnica llamada espacio-
tiempo.

X = (F,ct) = (a',2°) = (2°, 2", 2%, 2°) (275)

o bien

= zle, = Z:c GIES Zaz“@ (276)
1

. ; E
P = (p,p°) = (', p°) = (p".p",p* p°) = (;,p) (277)
0 bien

3
P = ple, = Zp”eﬂ = Zp“e] (278)
p=0 2
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de donde vemos que el tiempo puede imaginarse como una
cuarda coordenada si 2 = z* = ct, v la energia es en realidad
la cuarta componente del tetramomento. Ademads, definimos la

masa invariante

Masa invariante

Esto permite clasificar las particulas o sistemas atendiendo
al signo de P:

= Si la masa invariante es cero, tenemos luxones o particulas
conv =c, E=pc.

= Sila masa invariante es positiva m > 0 (o negativa), P < 0,
v < c¢. Son los tardiones.

= Sila masa invariante es imaginaria m =m, P >0y v > c.
Son los taquiones (generalmente no fisicos por lo que se cree
no existen).

El tetravector espacio-tiemo une espacio y tiempo, y el tetravec-
tor momento une momento lineal y energia. También se definen
los conceptos de longitud y tiempo propios:

X =gz, =27 — = —Lj = —*1* (280)

El tetravector potencia-fuerza une las nociones de fuerza y po-
tencia 3D:
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Tetravector potencia-fuerza

F = Fre, = (F°,F') = (F°, F', F?, F?) (281)
donde
dP dE dp dE -
F=—=9y|—,— | =~(—,F 282
ar <cdt’ dt) K (cdt’ ) (282)

Tetravelocidad

. dat S L
vV =vle, =7(c,0) = —— = (c1,70) =7(c,0)  (283)

Por ende, la relatividad especial permite condensar concep-
tos, y se produce la

= Unién espacio-tiempo.

» Union velocidad de la luz-velocidad.
= Uni6on momento-energia.

= Unién fuerza-potencia.

con adecuados factores de conversion. La relaciéon de dispersion
entre energia, momento y masa invariante es

Relacion de dispersion relativista especial

E? = (pc)* + (mc?)? + E(p,m) = £4/(pc)? + E} (284)
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B. Teoria cuantica

Para solventar el problema de la radiacién del cuerpo negro,
Max Planck introdujo la cuantificacion de la energia, que es el
analogo de la teoria atomica de la materia para la radiacion:

E = hf = hw (285)

Esta hipotesis permite deducir correctamente la llamada ley de
Stefan-Boltzmann para el cuerpo negro

P =ol" (286)
usando que
hf3d >
up (T)df = —I ] —>/ wp(T)df = 0T+ (287)
c3 (e’“BT — 1) 0
donde 05 o
o= B _ 15 (288)

T BRE T 60R3
En cuantica, toda particula tiene una longitud de De Broglie
asociada

h h
A=—= (289)
P myv
Para fotones o mas generalmente luxones
E h
E:chp:—:—f (290)
c c

La teoria cuantica de la luz, permitié a Albert Einstein explicar
el efecto fotoeléctrico
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Ecuacion de Einstein del efecto fotoeléctrico
1
hf = hfy— E.(max) <> hf =W — §mv2 (291)

donde W = hfj es el trabajo de extraccion o funcion de
trabajo, E.(max) = eV} es la energla cinética maxima de
los electrones, y V; es el potencial de frenado. Se tiene que
f > fo para que exista efecto fotoeléctrico. Experimental-
mente, el cambio de la intensidad de la luz no afecta a
la energia cinética méaxima de los fotoelectrones (pero si
la frecuencia), pero si al nimero de electrones o corriente
eléctrica.

El fracaso de los modelos clasicos o semiclasicos del atomo
origind la creaciéon del modelo mecanocuantico del atomo. En
éste, las particulas son descritas por funciones de onda o vectores
de estado que son generalmente niimeros complejos. Se satisface
la ecuacion de Schrodinger

h?

(——v2 - v) U =EV=HU (292)
2m

donde H es el operador matematico hamiltoniano dado entre

paréntesis. Para el dtomo de hidrégeno, la funcién de onda del

estado 1s resulta ser

T

e ao

3
Tag

W10 = (293)

La Mecanica Cuantica introduje la idea de que el observador
altera el estado de las particulas, y, que, mientras no se obser-
va, la funciéon de onda esta superpuesta sobre todos los estados
posibles admisibles. Esto lleva al concepto de principio de inde-
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terminacion

AxAp > g (294)
AtAE > g (295)
AAAB > gq 'B)) (296)

Para particulas subatémicas de tipo fermiodnico, se satisface la
ecuacion de Dirac

(70 — x4, - %) U =0 (207)

En algunas teorias, hipotéticas atiin, modernas, se generaliza el
principio de Heisenberg a

h Ax Ap
AxAp > — |1 — — 2
x p_2< +a+ﬁL§\+7Lg) (298)
Para el modelo de Bohr del atomo de hidrégeno:
(Kce?)?
E, = 299
2h>n? (299)
T = agn® (300)
1 1
ny Ny
donde el Rydberg es
Kce?)? h
R=Ry= ( 062 ) ~218-107%J =136¢eV, h=— (302)
2h 2T

Estas expresiones se derivan sencillamente de las siguientes hi-
potesis:
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» [gualar la fuerza centripeta a la fuerza electrostatica de
Coulomb.

= Suponer la cuantizacién de la accion o momento angular
L = mur = nh.

= Suponer que en 6rbitas estacionarias, los electrones no ra-
dian ondas electromagnéticas.

Para atomos de un electrén, basta hacer el scaling
e? — Ze? (303)

Y para sistemas binarios cuanticos, se puede hacer la correcciéon

de la masa

m— pu= (304)

m€+mp m1+m2

que consiste en reemplazar la masa por la masa reducida, con-
virtiendo el sistema de 2 cuerpos en uno de 1 cuerpo, reducido
al centro de masas.

C. Ley de desintegraciéon radioactiva

Un sistema que se desintegre, posee al final un ntmero de
particulas

N = N(t) = Noe ™M = Noe™ /™ = Ny2=4/T2 (305)

donde A = 1/7 es la constante radioactiva, 7 es la vida media y
el periodo de semidesintegracion es igual a

In 2
Ty = HT — In2r (306)
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La rapidez con que se desintegra un nicleo o &tomo (o particula
subatomica inestable) es la actividad

/1::Aoe‘”::|%£?‘::/me—ﬁfzzfm2—ﬁfvz (307)

cuyas unidades son los becquerel (Bq), o desintegraciones por
segundo.

D. DMatemagia divergente y oscura

D.1. Renormalizacién de divergencias: artes oscuras

Normalmente, uno pensaria que la suma
o0

S=1+4243+--=) n (308)
n=1

es divergente y no da un resultado finito. Sin embargo, uno puede
recurrir a ciertas técnicas sublimes matematicas, lo que podria-
mos llamar artes matemégicas oscuras, para regularizar o dar
un valor finito a esa suma infinita. Esto puede dar problemas de
multivaluacion. Por ejemplo:

S=1+2+43+4)+OB+6+7)+--- (309)
S=14+9+18+27+--- (310)
S—1=9(1+2+34--) (311)

S—1=9S (312)
1

= —= 1

S 3 (313)
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Sin embargo, podriamos hacer en su lugar

S=14+2+3+4+--- (314)
C=1-141-14---C=1-C—-C=1/2 (315)
S=1+2+3+4+5+6+7+8+--- (316)
-385=-3-6-9-12--- (317)
—35=1-(2—-344—-5+6—---) (318)
X=1-(2-3+4-5+6—---) (319
X=1-(1-24+3—-4+---)—(1—-14+1-1+---) (320)
—35=1—-(=39)—-C (321)
—6S=1-C (322)
S=-1/12 (323)

También podriamos usar “tramposamente” la serie
S=14+2+3+4+--- (324)
48 =4+8+12+--- (325)

1

—3S:1—2+3—4+5—6—|—-~:(1+1)2 (326)
S=-1/12 (327)

Parece que es natural (sorprendentemente) que la suma de los
naturales sea —1/12. Usando la funcién zeta de Riemann

o)=Y (325)
v su ecuacién funcional -
"(50)
= (320)
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se tiene que

7T2

1 1
@) =1+3+g+ =% (330)

se tiene que la ecuacion funcional de la funcién zeta de Riemann
proporciona el valor

(1)t
[(—1/2)7l/2

(1) =1+42+43+--=((2) (331)

es decir .

-5 (Z5) -+ (332)

Este hecho fue también descubierto por Srinivasa Ramanujan
mediante su teoria de series divergentes, en la que se escribe

Z /f (1)t + O + 5 f(x +Z T (339

y la constante regularizada de la serie dlvergente

(0.9]

Cn=—5(0) = 3 24 (0) (334)

Con esta formula, se puede ver facilmente que

. 1

21:100+CR+§ (335)
n=1

y también recuperar el resultado anterior de la suma de todos

los niimeros naturales positivos dando —1/12; puesto que

& 1
Zn:/ tdt + Cp + = + — (336)
v 2 12

y donde By son los nimeros de Bernoulli (By =0, By =1/6), y
™ denota derivacién.

100



D.2. Otra renormalizacion: artes oscuras(II)

Otra manera de obtener finitos es introducir reguladores. Por
ejemplo:

k
Zn = (—=1)* lim 8—6_5” (337)

Demostraremos la formula para k = 1.
PASO 1. Serie geométrica:

N+1

Zx ey (338)

1—=x

con xr =e °.

PASO 2. Uso de serie de Taylor y aproximacién binomial de
Newton:

1 1 1

l—e® 1-(l-e+5-5+) e—SG+5+

(339)
L zz(H( T R
5(1_%+§_2!+...) € 2! 3' 21 3l
(340)
Entonces
1 1 e & & 1 1
1—6_522(1+§_§+4+ >:——|—2—|‘12—|— (341)

Y por tanto, aplicando la féormula del limite

nf;n - —% (%) - % = —% G) + (1) (342)
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Notese que podemos aproximar

1 — e(N+1)e N +1)2
e—%(NJrl)_gg (343)
3 2
S i i L (v VD) N
21T O 27T 2 )T T 2
(344)

Mas generalmente tenemos un resultado mas poderoso:

Para k = —2 se obtiene que

N
St /m e+ C(2) —elne—c+((2)  (346)
n=1

Para £k = —1 se obtiene que
Zn‘l =—Ine+ (1) =vg + In(N) (347)
de donde
1
> ~=((1) =75 +In(Ne) = o (348)
n=1

Es poco conocido que una suma infinita puede regularizarse a
valores finitos, aunque el punto es que no una una regularizacion
Unica. Sin embargo, hay regularizaciones mas “naturales” que
otras, en el sentido que pueden producir interpretaciones fisicas
o matematicas profundas que una regularizaciéon arbitraria no
tendra en general.
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E. Consideraciones cuanticas oscuras

La densidad de energia cuantica es formalmente

E hf he mi
V L L h
Un campo de materia oscura armoénico universal podria tener la
forma simple

(349)

U(a 1) = 1) 22 gin (27T (mTCQt» (350)

m

Si pam ~ 0,4GeV /em3. Dimensionalmente la amplitud es, con
normalizacién apropiada,

2Gnpim
A= | =20 = —\/2Gx pan/ (351)

T2 fjm

También es posible la expresion

o(x,t) = o cos (27 famt + Oam) (352)
y donde en todas las ecuaciones se escribe

E md
Jam = > = (353)

Una fascinante posibilidad es que haya interacciones superdébi-
les de neutrinos esencialmente sin masa, oscuros, dando interac-
ciones residuales a lo Van der Waals

1\ G2 1
_ s 2 F
Vee = <2 sin” Oy + 5) T3 15 (354)
tal que
Gp =1,17-107° (GeV) B3¢ (355)
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Notese que para el campo de Higgs

~1/2
vy = (\/ﬁGp) ~ 246GeV (356)

es el valor del campo en el vacio de nuestro Universo observable.
Para un campo cuantico

Pk
(2m)P 2

(O] H|0) = %/d%m\ﬁz (V)2 [0) = v/ (357)

con T = 0;¢.

F. Ondas gravitacionales: una introduccién

En electromagnetismo, la radiacién electromagnética se pro-
duce por la presencia de cargas eléctricas aceleradas. Similar-
mente, en gravitacion, la radiacion gravitacional se produce por
masas aceleradas. Mas precisamente, las ondas gravitacionales
se producen por la variacién temporal de momento cuadrupo-
lar de masa. Esto es debido al hecho de que la conservacién de
la masa evita la radiacion gravitacional monopolar, y la radia-
cion gravitacional dipolar (el andlogo electromagnético si existe
no nulo) tampoco existe por la conservacién del momento. Fl
denominado momento cuadrupolar es el origen de la radiacion
gravitacional. Se esperan fuentes astrofisicas de diferente tipo:

» Ondas gravitacionales continuas de pulsares y el fondo es-
tocastico.

= Ondas gravitacionales no continuas, por ejemplo de siste-
mas coalescentes binarios compactos, o de bursts de ruptura
de cuerdas césmicas, defectos topologicos, transiciones de
fase, explosiones de supernovas,. . .
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Para sistemas binarios, con componentes puntuales, las formas
de ondas adopta una forma seductivamente simple

h(t) = Acos ®(t) (358)
donde : ) / /3
20GMPB3 [ \°
A=25 (5) (359)

y donde G es la constante gravitacional, ¢ es la velocidad de
la onda gravitacional y velocidad de la “luz”, r es la distancia
luminosidad al sistema binario y Py, es el periodo de la onda
gravitacional. La masa chirp es

(Ml M2)3/5

M = RS TALE (360)

Ademas, ®(t) es la fase de la onda gravitacional, y representa el
ciclo de la onda en un detector, permitiendo el seguimiento de
la amplitud de la onda como funciéon del tiempo

dt’
Py (t')

Para ondas gravitacionales de un sistema binario de 2 estrellas

O(t) = By + 2 /t (361)
0

de neutrones en nuestra galaxia, se tiene

A—102 (M P N (B (362)
1,22M 8 kpc 103 s

Las ondas gravitacionales transportan energia y momento angu-

lar, de forma que un sistema binario perdera distancia, aumenta-
ra frecuencia, en el transcurso del tiempo, hasta la coalescencia.
Las ondas gravitacionales tienen 2 estados de polarizacién (al
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menos, si uno se restringe a la teoria gravitacional relativista
minima, la relatividad generalizada). Ademas,

o3 8 3/8
P(t)= P — gkt (363)
donde F, es el periodo inicial, y
96 aGM\°"?
= (2m)¥/? (C—j;/l) (364)

La relacién del periodo y frecuencia orbitales keplerianos con el
periodo y frecuencia de la onda gravitacional es

P,(t) = 2P, (t) (365)
fow(t) = 2 forn(t) (366)

El factor 2 puede entenderse como el hecho de que el orden del
momento multipolar méas pequeno para la radiacion gravitacio-
nal es el cuadrupolar (o segundo orden), aunque también puede
verse como el hecho de que el espin de los hipotéticos gravitones

es dos. Recordemos que para un sistema binario, la tercera ley
de Kepler da

9 2
G(M, + M) = (PW) R (367)

G. Astrofisica y Cosmologia elemental

El Universo conocido observable tiene una masa del orden
de 2 - 10kg v un radio de 100Ym = 10?°m. Las estrellas ge-
neralmente tienen una clasificacion espectral OBAFGK M. El
sol es una estrella de tipo G. Las estrellas pueden ser menos
masivas y frias, como las enanas rojas de tipo M, o ser gigantes
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azules como las de tipo O. La luminosidad de una estrella se
mide en vatios, pero en el estudio astrondémico de las estrellas se
introducen las llamadas magnitudes aparentes y absoluta m, M,
relacionadas por

d(pc)

10
Las galaxias también se clasifican en diversas categorias. Por
morfologia:

» Galaxias elipticas.
» Galaxias espirales.
» Galaxias irregulares.

Por tamartio, las galaxias pueden ser normales, enanas o grandes.
Y también pueden tener brazos y una estructura barrada. El mo-
vimiento de las galaxias sugiere que hay materia no visible que
no podemos observar electromagnéticamente. Es la denominada
materia oscura. Ademas, desde 1998, se sabe que el Universo se
expande de forma acelerada como consecuencia de una substan-
cia que se ha denominado energia oscura.

Las mediciones del desplazamiento Doppler

Af v AN v
A 369
y se observa que salvo las galaxias ligadas gravitacionalmente,

la mayoria de las galaxias se alejan unas de otras. Se tiene asi
la ley de Hubble

v = HyR (370)
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donde Hj es el parametro de Hubble. Hoy dia se sabe su valor
es

Hy ~ 70km/s/Mpc (371)
El pardmetro de Hubble permite conocer la edad del Universo
C RU
ty=—=— 372
v H() C ( )

El principio cosmolégico enuncia que el Universo es igual por
todas partes (existe una version descartada llamada principio
cosmolégico perfecto que senalaba que no solamente era igual
en todas partes, sino en todos los momentos del tiempo). La
Teoria del Big Bang postula que el Universo pas6 por una fase
muy caliente y pequena que se expandio y se enfrio. La Teoria
del Big Bang caliente tiene un ntumero independiente de evi-
dencias confirmadas. Como base de la Teoria del Big Bang se
tiene al Modelo Estandar de Fisica de particulas subatémicas
y al Modelo Cosmologico Estandar LCDM dado por la Teoria
General de la Relatividad. Las evidencias son:

= Medidas del fondo césmico de microondas y sus anisotro-
pias.

= Estructura a gran escala césmica y simulacién computacio-
nal.

= Medidas de supernova tipo TA.
= Medida de la antigiiedad de cimulos globulares.
» Bullet Cluster.

» Curvas de rotacion de galaxias espirales y dispersion de
velocidad en galaxias elipticas.
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Se especula que en el principio del Universo, todas las fuerzas
fundamentales estaban unificadas. Poco después del “principio”
del tiempo, ocurrié una fase de inflacién o expansién exponen-
cial cosmica. Luego se formaron los hadrones, se produjo la se-
paracion de los neutrinos(y creacion de su fondo césmico), y tras
varias transiciones de fase, a los 3 minutos, se forman los niicleos
atémicos. Cuando el Universo tenia 380000 anos, se produjo la
creacion de los atomos de hidrogeno, helio y litio primordiales,
y la formacion del fondo cosmico de microondas. Tras cientos de
millones de anos, y tras la formacién y desaparicion de las pri-
meras generaciones de estrellas, se formaron las galaxias hasta
el tiempo presente.

Para conocer el destino del Universo, sabiendo que la gra-
vedad ralentiza el Universo Y la energia oscura lo acelera, es
necesario conocer la llamada densidad critica

3H§ 927 3
= —2 ~ 107k 373
p (G g/m (373)

El Universo puede ser plano (es lo que se observa), o podria
tener una pequena curvatura positiva (tipo esfera) o negativa
(tipo silla de montar).

H. La Tierra y la atmoésfera

La Tierra tiene 3 capas:

s Corteza.
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= Manto. Parte superior, cuya parte mas superficial se lla-
ma litosfera. Astenosfera es la parte media, y luego esta el
manto interior.

= Ntcleo. El nticleo exterior se cree fundido de hierro y niquel.
El ntcleo interior se cree sélido de hierro y niquel.

Las placas terrestres se mueven, de acuerdo a la teoria de la de-
riva continental. Las placas flotan por isostasia. Los terremotos
se producen por movimientos bruscos de las placas, que hacen
vibrar o romperse éstas. Las ondas sismicas son generalmente
de dos tipo: P(longitudinales) y S(transversales). La atmosfera
terrestre se extiende hasta unos 500 km y el espacio exterior en
una serie de capas:

Troposfera.

Estratosfera.

Mesosfera.

Termosfera.

Ionosfera incluye las capas mesosfera y termosfera.

La presiéon cambia por la altura mediante p = p(h) = poe .

I. Circuitos eléctricos basicos

Los 3 elementos de circuitos méas simples son
= Resistencias. R. Unidades 2 (ohmios).
» Condensadores (capacidades). Unidades F' (faradios).

= Inductores (inductancias).
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Un circuito RC' tiene una carga

Q = Qoe "H¢ (374)

donde RC = t,. es la constante de tiempo del circuito RC. La
ley de Ohm es
V=IR (375)

y la ley de Joule da la disipacion de energia en un circuito,
mediante
P=1V=I*R=V?*/R (376)

Hay varios tipos de resistencias (resistores, redstatos, termisto-
res), condensadores e inductancias. Para corrientes eléctricas, la
corriente es el cambio de carga en el tiempo

AQ
=%
A (377)
Ademas
I =nAev (378)

donde v es la movilidad de los electrones o cargas. La densidad
de corriente seria J = I /S = neV. Para conductores usuales, la
resistividad se define como

AR

—,en Q-m (379)
L

Un superconductor es un sistema que a cierta temperatura no

ofrece resistencia al paso de corriente eléctrica. Un superfluido

p:

es un fluido que a cierta temperatura no posee viscosidad.
La energia que almacena un condensador es

Qv Cv?r@?
2 2 2C

E (380)
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