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@ What is Physmatics? jQué es la Fismatica?
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© Teaching with Physmatics/Ensefiando con Fismatica
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; Estéis preparados para el viaje?
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i Seguro que estais preparados para el viaje?
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i SEGURO?
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Ecuaciones de la Fisica(o Fismatica)

Vamos a escribir ejemplos de ecuaciones de la Fisica-Matematica. Quizas,
hoy dia la Fisica y las Matematicas estan condenadas a unirse en una

Ciencia comun, la Fismatica (idea propuesta por E. Zaslow en el Clay
Institute):

C4
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Autor (JFGH) Multiverse of Madness 8 /355



Ecuaciones de la Fisica(ll)

h h g — —
E=mc® p=<x, HV=EV, \g=——, F=gqE, P=mg
A myv
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Ecuaciones de la Fisica(lll)

{QOH Qﬁ} = (Cru)aﬁpu + (Cruwz)aﬁz,uwz +ooe Tt (Crmm“p)aﬁz,ul-"#p
4D:

{rov Qﬁ} = (Cru)aﬁpu + (Crmm)aﬁzmuz
11D:

{QO“ Qﬁ} = (CFM)OI/J) ( rﬂlﬂz)aﬁ H1p2 (CFN1N2N3#4M5)aﬁZM1N2M3M4M5

1
E.(NR) = §mvz, Ec(Rel) = E; — mc®> = mc?(y — 1), [X,P]=ih

: dE
e”™ = cos(x) + isin(x), P = i (— V2 + V)V =EV
U=0, AG=AH— TAS, (/h'y-D—mc)\U:O
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Ecuaciones de la Fisica(IV)

{{aa, azg}, ay] = —208aa, e +1=0, €€ =0+1
{aav aj,:, {aav aﬂ}’ {aav ag}7 {ag’ a;}}aﬂzlﬁw- ,n

Al = \id, 9,X['(0,7)+ 0:Xh(0,7) =0, 02X"(o,7) — 02X (0,7) =0

'02\02“ Wirralayss

Sinsfacen; 1035,
g €.8. bncterivm o
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Cosmic Ouroboros(1)
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Cosmic Ouroboros(Il)
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Cosmic Ouroboros(IIl)
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Cosmic Ouroboros(1V)
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Simbologia matematica

Generalmente, en Matematicas o Fisica usamos letras de alfabetos
(normalmente latino o griego, y de otros excepcionalmente, cuando es
necesario) y simbolos de operadores matematicos. Para los operadores:

25#7%7:7§N0<><><727§7—) :l::F
. 3 3
D,AX,V,D,|X|,H,ZX,‘,+,',—,Z,3, V,I’,f( ) AUvA in>_>aA7Aa A7

da/dt/b()dta b,ax b,aAb,ab, >, a" lo X, /X
dt78t7 73 9 ’ 9 9 7b7 7gb7

A continuacién, una breve coleccién de identidades que todo el mundo
deberia saber:

aid ac =+ bd
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Simbologia matematica(ll)

XnXm — Xn+m
x" n—m
X
1
(xM™ = x"" (x")" £ x”m, i x"x0=1

Resolver ecuaciones cuadraticas (o bicuadraticas) completas:
ax® + bx+c=0.

Completas:
—-b+t VA
xizi, A = b? — dac
2a
Incompletas:
ax’=0—-x=0
=0
ax®>+bx=0 X
x = —b/a
Autor (JFGH)
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Simbologia matematica(lll)

ax’+c=0—-x=4/—c/a
Teorema de Pitagoras: a® + b?> = h?.
Ademas, el conocimiento del area y volumen de figuras planas y
multidimensionales es atil. Ecuaciones de rectas y planos en 2d. En 2d, las
rectas tienen diversas ecuaciones (vectorial, paramétrica, continua,
punto-pendiente, la general, explicita y segmentaria):

(x,y) = (x0, ¥0) + A(a, b)

X = X9+ Aa
Yy=Y-+Ab

X=X0 Y—Yo

2 p y —yo=m(x — xo)
AX+BY+C=0, y=mx+n
X Y
ST |
u v
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Simbologia matematica(IV)

Ecuacién de una circunferencia de radio R centrada en (a, b):
(x—a)? + (y — b)? = R?

Ecuacién de una parabola: y = ax? + b.
Ecuacién de una hipérbola: xy = c.
Ecuacién de una elipse:

(x — x0)? n (v —w)?* 1
a2 b2 -

En general, para una curva cuadratica plana, se tiene que:

A + By’ + Cxy+ D=0
También existen curvas cibicas, con forma general:
A + Bx?y 4 Cxy? + Dy + Ex* + Fy? + Gxy + H =0

O también curvas elipticas planas, con forma general: y> = x3 + Ax+ By
mas generalmente curvas (hiper)elipticas con y? = P(x).
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Simbologia matematica(V)

Existen otras férmulas para politopos en nd, para positroides, y también
para apeirégonos, apeiroedros, o también para el amplituedro:

M k1 [Za] = Vol [Ap k.1 [Za]]

P=|AP

Ademas, conviene saber el uso de la circunferencia goniométrica o unidad,
el sistema de radianes y gradianes (o gones): 27 rad = 360° = 4008.

Teorema del seno: ) . )
sinA sinB sinC

a b c
Teorema del coseno:
a’> = b* + ¢ — 2bc cos (1)
b? = 2% 4+ c® — 2accos 3 (2)
c® = a® + b> — 2abcosy (3)
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Férmulas matematicas

Rectangulo: A = bh
Cuadrado: A = [?
Paralelogramo: A = bh
Triangulo: A = bh/2
(a+ b)h
2
Poligono regular de n lados de longitud L: A = %nL2co tan (%)

Circulo de longitud L. = 27R = 7d: Ac = 7R?

Elipse de semiejes a, b: A = wab

Cono circular recto de radio R y altura h con generatriz L:
A=7RL=7nRVR?+ h?

Cilindro circular recto de altura hy radio R: A =27Rh
Esfera de radio R: A = 47 R?

Sector circular de angulo §: A = R?0/2

Area de un hipercubo D-dimensional: Ap_; = D!LP~1

Trapecio de lados paralelos a y b, altura h: A =
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Férmulas matematicas(I1)

El area del toro es igual a Aiworo = (277)(27R) = 47 Rr, donde R es la
distancia del centro del toro al centro del tubo, y r es el radio del tubo.
Paralelepipedo u ortoedro: V = abc = det(OA, OB, OC)
Hiperparalelepipedo, politopo rectangular de lados X;: V,, = []; X;
4
Esfera 3d: V = §7rR3
r(1/2)"
Esfera nd: V,, = #R" ,T(1/2) = /7, T(n)=(n—1).
r(5 +1)
dV, nr"/2Rn-1
Esf d, area: Ay_1 = — =
sfera nd, area: Ag_1 = —5 /25 1)
Cilindro recto 3d: V = 7R?h
4.7R3n
) 3-360 '
Casquete esférico: V = §7rh2(3R — h), A=2nRh.

Huso o cufia esférica: V = A = 47R?n/360.

Autor (JFGH) Multiverse of Madness
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Formulas matematicas(111)

h /
Zona esférica: V = % (h2 +3r24+3r 2), A =27 Rh.
Ah

Piramide de area Ay altura hen 3d: V = 3

Cono circular recto de radio R, altura h: V =

h
Tronco de cono: V = % (RR+r*+Rr), A=7 [g(R+r)+ R*+ r?].

7R2h

. Ac =7R(g + R).

Elipsoide de semiejes a, b, c: V = i7rabc

Volumen del hipercubo nd: V = L".

Volumen tetraedro 3d: V; = [?1/2/12, area A; = L%/3.

Dénut o toro: Viero = (mr?)(2mR) = 27?Rr?, donde R es la distancia del
centro del toro al centro del tubo, y r es el radio del tubo.
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Formulas matematicas(1V)

Si tenemos un vector (xi,--- ,x,) en L, con norma

n 1/p
xlp = (Z ’Xi‘p>
i=1

Entonces tenemos el volumen de las p-hiperesferas en nd:

<2r(1 4 1)R>n

Vn(p) = pn
I'(; +1)

2”

En particular V} = — Ry Vo= (2R)". Otra posible generalizacion:
n!

Boy....pn = {x=(x1,...,xp) € R" 1 [x1|Pt 4+ -+ + |xp|P" < 1},

V(B )= 2" (1+3)T(1+3)

ra+d++3)

Autor (JFGH) Multiverse of Madness
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Férmulas matematicas(V)

Mas alla del teorema de Pitagoras 2d, a® + b?> = h?, tenemos por ejemplo
la férmula de Herén para el area de un triangulo:

Aa = /p(p—a)(p—b)(p—c) (4)

at+b+c

2
4rea de un cuadrilatero ciclico: K = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d) donde
s es el semiperimetro del cuadrilatero.

donde p = . También esta la formula de Brahmagupta para el

at+b+c+d
2

que generaliza la férmula de Herén para el triangulo (d=0). Otra forma de
escribir la férmula de Brahmagupta es:

1
K:Z\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c—l—d)(a—l—b+c—d)
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Formulas matematicas(VI)

o bien

K V(282 + b2 + c2 + d?)? + 8abcd — 2(a* + b* + c* + d*)
= 2 :

Si el cuadrilatero no es ciclico, la férmula es algo mas complicada:

K= \/(s —a)(s— b)(s —¢)(s — d) — abcd cos? §

siendo 6 la semisuma de dos angulos opuestos. Una variante de la férmula
de Brahmagupta se debe a Coolidge:

K = \/(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — L(ac + bd + pq)(ac + bd — pq)

donde p, g son las longitudes de las diagonales del cuadrilatero. En un
cuadrilatero ciclico (inscrito en circunferencia), pg = ac + bd (teorema de
Ptolomeo), y la férmula de Coolidge se transforma en la de Brahmagupta,
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Primer teorema de Gallivan

Gallivan 1st theorem Single direction folding a piece of paper, of strip
length L and thickness t provides the bound

L=2 @+ -1 (5)

Proof. Let me consider a paper with length L and thickness t. In the first
fold, via a semicircle, the lost length is 7t. After the second fold, the lost
length is

wt+ 7wt + 27t
The third fold lost length becomes

nt+ (7t + 2nt) + (3nt) + (4nt)
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Primer teorema de Gallivan(Il)

And after n-folds
Tt + (wt+27t) + (37t) + (Ant) + ...+ (7t + ...+ 2" xe)
Adding the lost length after the n-folds, you have
T+ +2)+.. +(1+2+...+2"1)

Using the result about how to sum any arithmetic sum (Gauss, the king!):
Tt

2
t
% ((20 +22 4. 42201y 4 (20 4 0t +...+2”*1))

(1-242:34+4-5+8-9+...+2" 1. (2" +1))

Finally,
mt (227 —1)
L="(Y— -1
i)
or equivalently, after basic algebra (hint, use x = 2"),
L= %t (2" +4)(2"—1) Q.E.D.

Autor (JFGH)
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Segundo teorema de Gallivan

Alternate direction folding a piece of paper, of strip length L and
paper width W provides the bound

3(n—1)
2

(6)

[ W = rnt2

Proof: first fold gives Wy — Wy /2, 1st alternate fold: n-odd t' = t.
2nd fold gives Wy — Wp /4, and the 2nd alternate fold t” = 2rt’.
The 3rd fold gives Wy — W) /8, and the second alternate fold t"”" =
2t" = 4t = 4rxt. By induction, W = 2"/27t/27123/2 |t yields
W, (t) = nt23(r-1)/2 Q.E.D.
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Formula de De Gua

Existe un analogo de dimension superior para el teorema de Pitagoras,
diferente del teorema de Fermat a” + b" = ¢”, o el caso vectorial
multidimensional.

Si tenemos un tetraedro con un angulo recto, entonces se cumple el
teorema de De Gua: si un tetraedro posee un vértice formado por angulos
rectores (como en el caso de los vértices de un cubo), entonces el cuadrado
del area de la cara opuesta a dicho vértice es igual a la suma de los
cuadrados de las areas de las otras tres caras.

A%sc = Aago® + Aaco® + Apco?

B
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Férmula de De Gua hiperdimensional

Generalizacién del teorema de De Gua: Tanto el teorema de Pitagoras,
como el teorema de Gua son casos especiales para n = 2,3 de un simplex
(hipertetraedro) sobre n-simbolos con una esquina angulo recto. Esto, a su
vez, es un caso especial de un teorema de Pitagoras generalizado de Donald
R. Conant y William A. Beyer, que puede enunciarse como sigue.

Sea "U" un subconjunto Borel medible de un subespacio afin R” (asi que

k < n). Para cualquier subconjunto / C {1,...,n} con exactamente "k"
elementos, sea U, la proyeccién ortogonal de "U" sobre el span lineal de
€,---,€j, donde I ={i1,... ik} yer,..., e, es la base candnica estandar

para R". Entonces

volZ(U) =) “volz (Uy)

/

donde vol,(U) es la llamada medida de Hausdorff o volumen k-dimensional
de "U" y la suma es sobre todos los subconjuntos / C {1,...,n} con
exactamente "k” elementos.
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Ejercicio geométrico

“5Ejercicio: Demostrar la férmula de Herén

Solving
Triangles

algebraicamente. a

b a

h
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i Qué herramientas?: magnitudes y campos(

Tipos de magnitudes

Las magnitudes pueden estar cuantificadas solamente por un namero.
En tal caso se habla de magnitudes escalares. También se pueden de-
finir aquellas magnitudes orientables, llamada magnitudes vectoriales.
Mas alla de los vectores existen magnitudes tensoriales (multidirec-
cionales), de tipo polivectorial /multivectorial, multiforma/poliforma y
de tipo (super)(hiper)complejo (espinores, superespinores, twistores,
supertwistores, hipertwistores, superhipertwistores,. .. ).
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i Qué herramientas?(ll): magnitudes y campos(c

Tensores y mas alla

Los tensores son generalmente tablas, cubos/prismas,
hipercubos/hiperprismas de niameros con ciertas propiedades. Cuando a
cada punto en un “espacio” abstracto o espacio “target” se le asocia un
namero, vector, tensor,. .., hablamos entonces del concepto de campo
escalar, vectorial, tensorial, ... Existen diferentes clases de nameros:
naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, imaginarios, complejos,
cuaterniénicos, octoniénicos (de Cayley), de Grassmann (nameros clasicos
anticonmutativos o c-nimeros), nimeros p-adicos, nimeros adélicos
(idélicos), nameros surreales, nameros transfinitos, y algunos otros. Los
campos ¢(X) son generalmente un functor (o incluso un functor de alto
orden) entre categorias: ¢ : X — Y, con y = ¢(X).
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El nuevo S.I. (circa 2020)

@ En el afio 2019, se redefinieron las unidades del S.I. en busca de una
mejor y mayor precisiéon, también para resolver algunos problemas
relacionados con la Metrologia y las medidas de ciertas cantidades y
magnitudes fundamentales o basicas.

e Las magnitudes fundamentales o basicas pasaron en 2019 a estar
definidas en base a una “constante fundamental universal”. Se eligieron
las 7 cantidades o constantes siguientes:

o La velocidad de la luz en el vacio (c).
o La constante de Planck (h).

La frecuencia de la radiacién de la transicién hiperfina del estado

fundamental no perturbado del dtomo de Cs-133 (Af(Cs — 133)).

La constante de Boltzmann (kg).

La carga eléctrica elemental del electrén (e).

La constante de Avogadro (Na).

La eficacia luminosa K.y de la radiacién monocromatica de 540 THz.

e Estas 7 magnitudes basicas definen el S.1. El resto seran magnitudes
derivadas, dimensionalmente [X] = L2M>T<@9ne Jf |8
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Potencias maltiplo de 10 en el S.1.(2022)

Prefix/Prefijo Scaling factor
100 =1 (: unit/unidad
10t =10 deca (da)

102 = 100 hecta (h)

103 = 1000 kilo (k)

10° = 1000000 mega (M)

10° = 1000000000 giga (G)

102 = 1000000000000 tera (T)

101 = 1000000000000000 peta (P)

10® = 1000000000000000000 exa (E)

102! = 1000000000000000000000 zetta (Z)

10%* = 1000000000000000000000000 yotta (V)

1027 = 1000000000000000000000000000 ronna (R)
1030 = 1000000000000000000000000000000 | quetta (Q)
Googol=10190, googolplex=10gOOgOI = 101" | No symbol/sin simbolo

Autor (JFGH)
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Potencias submaltiplo de 10 en el S.I. (2022)

Prefix/Prefijo Scaling factor
100 =1 0: unit/unidad
1071 =1/10=0,1 deci (d)

1072 =1/10> = 0,01 centi (c)
103 =1/10% = 0,001 mili (m)

1076 = 1/10° = 0,000001 micro (1)
10~9 = 1/10° = 0,000000001 nano (n)
10~1? = 1/10'2 = 0,000000000001 pico (p)
10~ = 1/10™® = 0,000000000000001 femto (f)
10~ = 1/10'8 = 0,000000000000000001 atto (a)
10—2! = 1/10% = 0,000000000000000000001 zepto (z)
10—2* = 1/10%* = 0,000000000000000000000001 yocto (y)
10~27 = 1/10%" = 0,000000000000000000000000001 ronto (r)
1073% = 1/10%° = 0,000000000000000000000000000001 | quecto (q)
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Notacion cientifica y cifras significativas

Regla mnemotécnica: PEZYRQ-fazyrq para las ultimas potencias.
Cualquier resultado numérico puro o de una medida, puede darse con la
llamada notacién cientifica:

[ 7 = x.abcdef - - - 10%" }

donde x # 0, y abcdef --- son nimeros arbitrarios.

Cualquier magnitud se indica mediante nimeros. Y los nimeros
generalmente tendran exactitud, precision e incertidumbre. Una manera
estandar de dar la precision es mediante la combinacién de la Se llaman
cifras significativas al nimero e digitos que conozco con seguridad. En la
notacién cientifica, el nimero de c.s. equivale al niamero de digitos delante
de la potencia de 10, siempre con parte entera no nula.
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Magnitudes: basic and derived/basicas y derivadas

Magnitud es todo aquello que podemos medir. Hay magnitudes
cuantitativas y cualitativas. También, en teorias modernas, puede haber
magnitudes no observables. En todo sistema de unidades hay magnitudes
basicas o fundamentales, y derivadas (combinacién de dos o mas de una
magnitud basica).

New SI
. h El S.I. es el sistema de unidades en el que
O @ se define como magnitudes basicas: la
longitud (L), el tiempo(T), la cantidad de
s -0 o] 0 materia o masa (M), la cantidad de
sustancia (n), la temperatura
o0 absoluta(®©), la intensidad luminosa (J, /)
ke Keg y la intensidad de corriente eléctrica (1).
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7 magnitudes basicas(l)/ 7 basic magnitudes: Tiempo/Time

Tiempo/Time

Tiempo es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es T. La
unidad base es el segundo, definido como 9192631770 ciclos de la radiacién
de la transicién hiperfina no perturbada fundamental del 4tomo de
cesio-133. Matematicamente:

AF(Cs —133) _, 9192631770
1Hy = 2155 = 239) _ e 7
= 10631770 © || T Au(Cs —133) (7)

Proton lifetime is about t(pT) > 103*yrs = 10*'s. Proton decay is
expected naturally at some point between 10*°yrs or 10*%?yrs.
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7 magn. basicas(I)/ 7 basic magnitudes: Longitud/Length

Longitud/Length

Longitud es magnitud base en el S.I. Su simbolo dimensional es L. La
unidad base es el metro definido como la distancia que recorre la luz en
1/299792458 segundos. Equivalentemente, se define como el valor
numérico fijo de la velocidad de la luz en el vacio, expresando la velocidad
en metros por segundo, y el segundo definido relativo a la definicién de la
frecuencia A(Cs — 133). Esto da como valor exacto ¢ = 299792458m/s,
mientras que el metro queda definido en funcién de c y de Af(133Cs):

c 9192631770 c

200702458° 299702458 AF(13Cs) 0003319

AF(133Cs)

©)
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7 magn. basicas(lll)/ 7 basic magnitudes: Masa/Mass

Masa/Mass

Masa es magnitud base de cantidad de materia en el S.I. Su simbolo
dimensional es M. La unidad base es el kilogramo definido usando la
constante de Planck h = 6,62607015 - 1073* como fija en unidades de J - s
6 J/Hz, o bien kg - m?/s. Esto da como valor exacto de un kilogramo:

h s
lkg = = 9
€ = 6.62607015 - 10-3* m? ©)
(0]
2097924582 hAf hAfc
lkg = — 1,4755214 - 1040 —°%2
€ (6,62607015 - 10—34)(9192631770) 2 : c2
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7 MB(1V)/ 7 BM: cantidad de substancia

Cantidad de sustancia/Amount of substance

antidad de sustancia es magnitud base del S.I. Su simbolo dimensional es
n. La unidad base es el mol (mol), definido como la cantidad de sustancia
que contiene exactamente una cantidad igual a la constante de Avogadro
Ny, fijada al valor Ny = 6,02214076 - 1022 mol~1. De aqui, un mol se
define mediante el factor de conversién siguiente:

_6,02214076 - 10%

1mol
mo Na

(10)

La cantidad de sustancia es una medida del nimero de entidades
elementales en cualquier pedazo de materia. Puede ser de dtomos,
moléculas, iones, electrones o cualquier otra particula o grupo de particulas
que se especifique.
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7 m. basicas(V)/ 7 basic magn.: temperatura absoluta

Temperatura absoluta/Absolute temperature

Temperatura absoluta es una magnitud base en el S.I. Su simbolo
dimensional es T 6 ©. La unidad base es el grado kelvin K definido usando
la constante de Boltzmann, expresada en J/K como kg = 1,380649 - 10~23
como fija, o bien en unidades dimensionales del S.I. como

kg - m?-s72. K~1. Entonces, el kelvin (grado kelvin) se define mediante el
factor de conversién:

1 49 .10~23
. ,380649 - 10 ke P52 (11)
kg
(0]
1,380649 - 10~23 hAf hfes
1K= ’ ~ 2,2666653
(6,62607015 - 10-34)(9192631770) kg ’ kg
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7 MB (VI)/ 7 BM: intensidad de corriente eléctrica

Electric current intensity/Intensidad de corriente eléctrica

Intensidad de corriente eléctrica es magnitud base en el S.I. Su simbolo
dimensional es /. La unidad base es el amperio A definido usando la
constante definida por la carga elemental del electrén

Q(e) = e = 1,602176634 x 10719C(A - s) como fija. Entonces, el amperio
se define mediante el factor de conversién:

€ 1

1A = 1600176634 x 10-9°

(12)

o bien

eAf(Cs —133) 8
1A= ~ 6,780687 - 10%eAf,
(1,602176634 x 10-19)(9192631770) ealces
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7 MB(VII)/ 7 BM: intensidad luminosa

Intensidad luminosa/Luminous intensity

La unidad base de intensidad luminosa es la candela cd, definida como la
cantidad que, tomando como valor numérico fijo la eficacia luminosa de la
radiacién monocromatica de frecuencia 540THz, K4, ésta es 683 expresada
en unidades de ltmens por vatio, /m - W1, o bien en candelas por
estereoradian entre vatio cd - sr - W~ o también cd - sr - kg_1 -m2.s3,
donde el kilogramo, el metro, el segundo se definen mediante las
constantes h, ¢, Afcs. Con esta definicién, usando K4, h, ¢, Afcs a:

led ch kg : m2 _ chh ’ [Asz]2
(6,62607015 - 10-3%)(9192631770)2683

~ 683 $3-sr

(13)

led ~ 2,61483010 x 100K yh[Afcs]?
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El nuevo S.I./The new S.I.

Defining constant Symbol Numerical value

hyperfine transition Ay, 9192 631770 Hz
frequency of caesium

speed of light in c 200 792 458 ms™
vacuum

Planck constant h 6626 07015=10%  Js
elementary charge e 1602176 634 x 10" C
Boltzmann constant k 1380 649 = 10 JK!
Avogadro constant N, 6.022140 76 x 102 mol™
luminous efficacy K 683 Im W

Table 1: The seven defining constants of the SI,
and the seven corresponding symbols, numerical
values, and units
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Vectores(l)

Un vector es una magnitud orientada con ciertas propiedades abstractas. Se
puede escribir un vector en 2d, 3d,...En componentes cartesianas:

A=AJd+ A+ Ak (14)

Suma y resta de vectores

Sean &, b dos vectores en componentes cartesianas:

E=3+b=(axtb)i+(ay+by)j+(a-£b)k (15)
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Vectores(Il)

Multiplicacién de vector y escalar

Si A € R, y V es un vector, entonces

V = AV = Aved + Av,j + Avk (16)

@ Se pueden definir varias operaciones entre vectores 3d.

@ Las dos mas importantes son el productos escalar y el producto
vectorial.

@ En otras dimensiones, con otros objetos geométricos disponibles, hay
varios tipos de productos adicionales naturales.
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Vectores(lll)

Producto escalar

La definicién en componentes cartesianas del producto escalar &'y b,
€s como sigue

5-b= axbx + ay,b, + a,b;, (17)

La definicién geométrica usa la definicion de médulos o magnitud/-

longitud del vector: B
a- b=al|b|cosp (18)

donde |a] = +V/3- d'es el médulo 0 norma del vector &, y similarmente
con b.
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Vectores(IV)

El producto escalar define ortogonalidad y permite también calcular
proyecciones:

Proyeccién de un vector 3 sobre b

0=&=—_ (20)
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Vectores(V)a

Producto vectorial 3d

El producto vectorial de dos vectores 3’y b es otro vector ¢

B ik
C=axb=l|a, a a, (21)
be b, b,

El producto vectorial no es conmutativo ni asociativo en general. Permite
definir paralelismo, y, ademas, satisface la relacién

&% b = ||| sin ¢ (22)
y la identidad B B
(- b)? + |3 x b]? = a°b? (23)
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Vectores(V)b

There is a relation between cross product and matrices in R3. Define:

A=AJd+ A+ Ak
B = B.i+ B,j + B,k

Then, C=Ax B = Cui + Cyf—i— CZE is related to

O _Az Ay BX AyBZ
C=AB=| A 0 —Ax B, | = | A.Bx
A, A 0 B, AcB,

(24)
(25)
— A.B, Ce
~AB. | =[¢
— A,By C
(26)
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Vectores(V)c

It follows the magic word spell under the mnemonics cyclic XYZZY. Also,
we could write

0 B, -B, Ax A/B, —A,B, Cx
C=BA=|-B, 0 B ||A]|=[AB—AB C,
B, —-B. 0 A, AB, — A, By C,
(27)
Note that A x B = —B x A. There is another known mnemonics related to
the cyclic triadic clock:
I~
ccw
Jxi=-k
kxj=-i
ixk=-
k J

N
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Formulas atiles(!)

Usando el binomio de Newton, se tiene una aproximacién cuando un

sumando es pequefio:

Aproximaciéon de Newton

(1+x)*=1+ax+0(x?), x<<1 (28)

Volumen y area de la esfera, area del circulo y longitud de circunferencia:

_ 4 3 o2 dV
VE = §7TR S =4nR° = iR (29)
dA
£ (30)

Ar=7R?2 L, =27R =%
c=m c=2m aR

El teorema fundamental de la trigonometria sefiala que

sin2p + cos?p =1
Multiverse of Madness 55 /355
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Formulas atiles(Il)

La densidad es un concepto genérico interesante. Se pueden definir la
densidad de masa, carga, namero, energia,. .. por unidad de longitud,
superficie, volumen, hipervolumen, ...

b=y ra=3 (31)
0:% JQ—% (32)
A= xg=Y (33)
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i Qué es la Fisica?(l)

@ Las Matematicas son un lenguaje.

o Galileo Galilei dijo tiempo ha que la Naturaleza estaba escrita en
lenguaje matematico.

@ Quizas el mayor descubrimiento de todos para la Fisica y las Ciencias
Naturales.

@ Wigner indicé que la eficacia de las Matematicas para describir el
mundo le parecia poco razonable.

Las ventajas del lenguaje matematico para describir el mundo:

@ Brevedad. El lenguaje matematico es breve o conciso, con una
notacién adecuada.

@ Precisién y exactitud. Las Matematicas son quizas las mas exactas de
todas las Ciencias de la Naturaleza. Son también muy precisas cuando
se afinan sus instrumentos.

@ Universalidad. Las Matematicas sirven para modelar sistemas muy
diferentes y diversos. Esto les confiere una propiedad de universalidad
dificil de encontrar en otras Ciencias. j Es también multiversal?

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 57 /355



i Qué es la Fisica?(ll)
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i Qué es la Fisica?(lll)

ol i |
Autor (JFGH) Multiverse of Madness 59 /355



i Qué es la Fisica?(IV)
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Cosas de fisicos
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i Qué es la Fisica?(V)

r
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i Qué es la Fisica?(VI)

Bt —Wq) [V 2+ [ Vis |2+ | Via |2
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Escalares, vectores y mas alla

En Fisica hay diferentes estilos de magnitudes. Las dos mas basicas son
Escalares: magnitudes solamente definidas por un nimero o valor.
Ejemplos son la longitud de un objeto o el espacio recorrido, la
temperatura, la masa, la intensidad de corriente eléctrica, la cantidad de
sustancia, el tiempo, la intensidad luminosa, la densidad, la carga eléctrica,
la potencia,. ..

Vectoriales: magnitudes definidas por un namero (magnitud o médulo),
una direccién, un sentido y un punto de aplicacién u origen. Requieren
varios nimeros para su especificacién precisa.

@ Las magnitudes escalares suelen tener dimensiones fisicas en un
determinado sistema de unidades, y un simbolo de dimensién.

e Por ejemplo, las magnitudes fundamentales del S.I:: masa (M), tiempo
(t), temperatura ©, longitud L, cantidad de sustancia n, intensidad de
corriente eléctrica /, intensidad luminosa /;.
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Escalares, vectores y mas alla(ll)

@ Luego las magnitudes derivadas tienen también simbolos, como el
trabajo W, energia E, presion P, carga eléctrica Q, pero hay que
recordar que las letras en los diferentes alfabetos son finitas, de ahi
usar el alfabeto griego, ademas del latino, y a veces otros como el ruso
o el hebreo.

@ Ejemplos de magnitudes vectorlales posicién y desplazam|ento F, AF,
velocidad , aceleracién 3, fuerza F, campo eléctrico E, campo
gravitacional no relativista g.

Las magnitudes basicas del S.I. son:

@ Longitud (L), unidad metro (m).

e Masa (M), unidad el kilogramo (kg).

e Tiempo (T), unidad el segundo (s).

@ Temperatura absoluta ©, unidad el kelvin (K).

e Cantidad de sustancia n, unidad el mol (mol).

@ Intensidad de corriente eléctrica /, unidad el amperio (A).
e Intensidad luminosa /i, unidad la candela (cd).
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Escalares, vectores y mas alla(lll)

Estas 7 magnitudes basicas, y sus unidades, usan 7 constantes de la
naturaleza para su definicién: ¢ (velocidad de la luz), h (constante de
Planck), At(Cs — 133), kg (constante de Boltzmann), N4 (nimero de
Avogadro), e (carga eléctrica elemental del electrén), y K.y (eficacia
luminosa de la radiacién monocromatica de frecuencia 540 THz).
La expresién de resultados en Fisica o Ciencias experimentales usa la
notacion cientifica

a.xyz---10%"

donde a, n # 0. El nimero de cifras significativas de un resultado coincide
conel niimero de cifras de una cantidad expresada en notacién cientifica.
Para maltiplos y submiltiplos de unidades en cualquier sistema de medida,
se suelen usar unos prefijos universales. Las potencias de 10 positivas son
da,h,k, M, G, T,P,E,Z,Y,R,Q y las potencias de 10 negativas son
d,c,m pu,n, p,f,a zy,r,q. Las Gltimas dos adiciones al S.I. (2022) son
R = 10%"(Ronna), Q = 103°(Quetta), r = 10~2"(ronto),

g = 1073%(quecto). Un resumen de estas potencias en forma de tabla:
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Potencias de 10

METRIC PREFIXES

Exponential Notation Metric Prefix Abbreviation
10 yotta Y
107 zetta z
10 pos ‘
10% peta P
trilion | 107 tera T
bion 107 g o
imillien 108 mega M
{thousand 10 kilo k
Fmdred | 10 hecto .
ten 00| 10t deca da
tenth | 10° deci d
hndreth 10° centi ¢
[thousandth 10° mill m
imillionth 10° micro n
billonth 10° nano n
10 pica p
10 femto ‘
107 atto a
illionth 104 zepto z
1024 yocto iy

[m] [l = = ==
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Potencias de 10bis

Table 2. Proposed prefixes for powers of ten larger than 24 and smaller than —24.

Power of ten  Prefix Svmbol  Origin

-7 REnno X (Gr, ennea nine

=30 weko w Gr, deka, ten

—33 vendsko v Gr, hendska, eleven

-36 udsko 1 Gr, dodeka, toelve
27 nsnta hA (Gr, ennea, nine
30 wekta W Gr, daka, ten
33 vendskta W Gr, hendeka, eleven
36 udskta U Gr, dodeka, toelve

PROPUESTA antigua no oficial(descartada ya en potencias 27-30,-27 y

-30).
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Potencias de 10tris

Q1. Familiarization with prefixes and abbreviations.

10" Prefix Abbreviation | 10" Prefix Abbreviation
10°

10° kilo- k 107 milli- m

108 mega- M 108 micro- u

10° giga- G 10°® nano- n

10" tera- T 10""2 pico- p

10" peta- P 107" femto- f

10" exa- E 10" atto- a

107 zetta- £ 102! zepto- 2

102 yotta- Y 102 yocto- y

Suppose, X = a)” where @ = 2.00 ng/Pm. Determine the value of » when x = 16.0 (Zg fm?)/(ms®).
Express the result in scientific notation and simplify the units.

(Hint: Refer to the table above, and note that 51 prefixes are never used to multiply powers of units.
For example, the abbreviation cm® means (107 m)?, not 107 m?, and ns™" is 1/ns or 10° s, not
10", Also note m that can stand for meter or for milli, depending on the context.)
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Vectores y espacios vectoriales(|)

En Fisica, un vector es un segmento orientado con magnitud o médulo,
direccion, sentido y punto de aplicacién. En Matematicas, un vector es un
objeto abstracto con ciertas propiedades axiomaticas, mas concretamente,
un elemento v = v de una estructura algebraica denominada espacio
vectorial V/(+,-,v). En el plano (real o complejo), un vector es una pareja
de nameros reales, que con respecto a la base candnica 7, j se expresa de la
forma

V= vyl + vJ (34)

El médulo de este vector se define como
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Vectores y espacios vectoriales(Il)

-

La base canénica de vectores B = {/,f} es una base denominada
ortonormal, porque i J_J, con i - _j =j-i1=0, siendo ademas dichos
vectores de médulo unidad, es decir |i] = |j] = 1. Una base es un conjunto
de vectores cuya combinacién lineal produce cualquier elemento del espacio
vectorial, y ademas es el conjunto de dimensién maxima linealmente
independiente. El producto escalar de dos vectores se define como la
magnitude escalar, respecto de la base canénica:

5-b=ayb, + ayb, (36)

La definicion independiente de la base del producto escalar lo asocia al
mdédulo de los vectores y al angulo que forman dichos vectores en el plano:

3 b=|3]|b| cos ¢ (37)
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Vectores y espacios vectoriales(lll)

Los vectores satisfacen las siguientes propiedades axiomaticas respecto de
la operacién suma + de vectores:

F+b=b+3 (38)
F+(b+3)=(a+b)+¢ (39)
V+0=v (40)

V4 (-v)=0 (41)

Con respecto a la multiplicacién por escalares, un espacio vectorial satisface
los axiomas:
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Vectores y espacios vectoriales(IV)

Dos vectores se suman geométricamente haciéndoles coincidir en origen, y
trazando la diagonal del paralelogramo que formarian los vectores. Es la
denominada regla del paralelogramo. El médulo de un vector en el plano,
respecto de la base canédnica, no es mas que una forma equivalente del

teorema de Pitagoras.
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Espacios vectoriales()

Subespacio vectorial

Sea E un espacio vectorial, y V C E un subconjunto de E. Se dice
que V es subespacio vectorial siy sélo si ad+ v e V, Vu,ve V.

Independencia lineal

Sea E un espacio vectorial. Si Vi, ..., V, son un conjunto linealmente
independiente de vectores en E, entonces

Z)\,‘Vi:)\1\71—#---4-)\,7\7,,:6(—))\,':0 (46)
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Espacios vectoriales(I1)

Sea E un espacio vectorial. Si v, ..., V, son un conjunto V de vecto-
res en E, entonces son un generador de vectores i/ si puedo encontrar
siempre combinaciones lineales tales que puedo expresar en compo-
nentes del conjunto generador de vectores a &

n
F=> XNVi=ch+ -+ by (47)

]

donde cy, ..., ¢, serian las componentes de i en G. Equivalentmente,
el generador de un conjunto de m vectores en E es el conjunto de
todas las combinaciones lineales de los vectores de G, y se denota
como Span(G) = Gy,.
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Espacios vectoriales(lll)

Un conjunto de un espacio vectorial que es a la vez linealmente
independiente y generador del espacio vectorial, se denomina habitualmente
base de V. La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de vectores
de su base, o el minimo nimero posible de vectores generadores. La base
canédnica de un espacio vectorial estd caracterizada por vectores que tienen
un 1 en una sola componente, y son cero las demas componentes. En el
caso del espacio vectorial de vectores en RP, la base canénica es:

& =(1,0,...,0),& =(0,1,...,0), ---, & =(0,...,1) (48)

Las aplicaciones lineales o 1-formas en un espacio vectorial son entes
matematicos abstractos. Si J e Y son espacios vectoriales, la aplicacién
f:J— Y, donde J,Y son espacios vectoriales se dice lineal si y sélo si:
o f(au+ BV) = af(u) + pf(V), donde i, vV son vectores de J, y (1),
(V) vectores de Y. Esto se debe cumplir para cualesquiera vectores
de J,Y.
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Espacios vectoriales(IV)

Conjuntos interesantes de aplicaciones lineales:

o Nicleo o kernel. Es el conjunto ker(f) = {v € J/f(V) = 0}.

@ Imagen, recorrido o condcleo. Es el conjunto

Im(g)={f(J),de Y/aveld f(V)=ud.

@ Rango es generalmente la dimensién de la imagen de f, i.e.,
Rang(f) = dim(Im(f)).
Teorema de la dimensién: dim(ker(f)) + dim(/m(f)) = dim(J).
Autovector o vector propio de una aplicacién. Si A es un operador
lineal asociado a una aplicacién lineal f, se dice que V es eun
autovector o vector propio con autovalor o valor propio A si y sélo si
AV = AV. El conjunto de todos los valores propios (con matices en
espacios de dimensién infinita), se denomina espectro de un operador
lineal o(A). En espacios de dimensién finita, el espectro es discreto en
general, y se llama espectro puntual. En dimensién infinita el espectro
en general se divide en espectro puntual, espectro residual y espectro

continuo.
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Escalares, vectores y mas alla(1V)

La magnitud de un vector o su médulo es en 2d:

‘\7’:1/V3+V3
|\7|:1/v3—|—v3—|—vz2

y en 3d

y en D dimensiones:

Para 3d tendremos que:

—

F=ad +a,j+ ak
b = byi+ byj+ b,k
b= (ax+ by)i + (ay + b, )j + (a, + b, )k
2a = A (i + 2+ a:k) = (Aawi ™+ Aay/ '+ Aa k)
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Escalares, vectores y mas alla(V)

Desigualdad triangular: |3+ b| < |a] + | b
Proyecciones de las componentes de un vector en el plano:
V= vl + vy (49)
Vx = VCOSQp, V, = Vsing (50)

En el espacio se usan cosenos directores:

V= v+ v+ vk
Vx = V COS Oy
Vy = VCOSpy,
Vz = V COS

donde cos? ¢, + cos? ¢, + cos? ¢, = 1. Relacién que es extrapolable a
cualquier dimensién como sigue:

D
Z cos? pi=1
i=1
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Vectores unitarios y operaciones vectoriales(|)

Los vectores unitarios (médulo uno) y ortogonales entre si de la base
candnica son F,f, K, aunque también se usan en ocasiones en nD como

&;, u;. Otras operaciones con vectores son el producto escalar y el producto
vectorial (y también el producto exterior o externo). El producto escalar de

dos vectores en la base canénica es trivialmente escrito como sigue:
a- b =al|b|cosp = axby + ayb, + a,b,
El producto vectorial se define como la expresién formal:

— — —

Lok 4 . q
ax b= ax a, a;|= ay dz i dx dz _/+ dx dy i
by b, b, b, b, by b, by by,
que se define explicitamente con
P TR ) )
axb=|ay a, a,| = (ayb;—azby)i—(axb; —asbx)j+(axb, —ay,bx)k
by b, b,
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Vectores unitarios y operaciones vectoriales(ll)

Por la antlconmutatlwdad del producto vectorial tenemos que
IX_/——_]XI—/( también:

- —

Jxk —l?xfzr

Kxi=—ixk= f
En un espacio euclideo existe un producto escalar canénico (también en un
espacio pseudoeuclideo riemanniano o complejo hermitico o
pseudohermitico). En el caso del producto vectorial, éste existe solamente
como tal estrictamente como producto binario en 3d y 7d, como producto
ternario en 8d y como producto (n — 1) — ary en nD. El producto externo
a A b existe en cualquier dimensién para n factores es no nulo para n < D
en general. Existe una operacién entre p — formas en D dimensiones que
las transforma en (D — p) — formas, mediante el denominado operador de
Hodge (estrella x). Las p — formas son duales de los multivectores o
p — vectores formados externamente con el producto de p vectores y el
producto A.
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Mnemonics

I ™~

cew

jxi=-k
k% j=-i
ix k=

He
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Trigonometria en una cascara de nuez

Teorema fundamental:
sin26 + cos? 6 = 1

Algunas propiedades atiles de la Trigonometria:

sin(—¢) = —sinp (55)

cos(—p) = cosp (56)

sin(90° — ) = sin(% - <p) = CoSs (57)
cos(90° — ) = cos(g — @) =siny (58)
tan(—p) = —tanyp (59)
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Trigonometria en una cascara de nuez(l)

Teorema fundamental

sinx+cos?x=1 tan?x+1=sec?x cot®x+ 1= cosec?x

Angulo suma-diferencia: razones
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Trigonometria en una cascara de nuez(ll)

Razones angulo doble

sin(2X) = 2sin(X) cos(X) (64)
cos(2X) = cos?(X) — sin?(X) (65)

tan(2X) = % (66)

sin(X/2) = 1_C2°S(X) cos(X/2) = 1*‘:2"5()0 (67)
tan(X/2) = 1::88 (68)
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Trigonometria en una cascara de nuez(IV)

Identidades dtiles

G2 X — 1 — cos(2X)

: (69)
1 2
cos® X = —H:(;S()Q (70)

Identidades atiles(I1)

cos(X — Y) —cos(X + Y)

sin(X)sin(Y) = : (71)
o5 cox( ) = sin(X + Y) ; sin(X — Y) 72
sin(X) +sin(Y) :2sinX—; YcosX; Y (73)

\ J
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Trigonometria en una cascara de nuez(V)

Identidades atiles(l11)

X+Y  X-=-Y

sin(X) —sin(Y) = 2cos -g sin 5 (74)
X+Y X-Y

cos(X) + cos(Y) = 2cos _|2_ cos — (75)
X+Y .  X-=-Y

cos(X) — cos(Y) = 2sin J2r sin 5 (76)

Identidad de Euler y férmula de Moivre

[m] [l = =

A
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Producto escalar y aplicaciones

El producto escalar tiene una serie de aplicaciones:
@ Determinar la ortogonalidad o mas generalmente el angulo formado

entre 2 vectores. .
a-b
o= (79)
|1/b|
@ Determinar la longitud o médulo de un vector.
(80)

L(V) = |V] = +V7V- v

@ Calcular la proyeccién de un vector sobre otro

=, B‘
proy(a — b) = 2.2 (81)
|b|

@ Calcular un vector unitario a uno dado.
v

i, = — 82

uV |‘7’ ( )

88 /355
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Proyeccién de un vector 3 sobre b

Proyeccién vectorial de un vector 3 sobre b
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El producto vectorial y sus aplicaciones

El producto vectorial tridimensional tiene algunas aplicaciones:

@ El médulo del producto vectorial €= 3 x b es el area del
paralelogramo generado por 3, b.

@ El producto vectorial mide paralelismo entre vectores.

@ El producto vectorial tridimensional con una orientacién o quiralidad
particular, por lo que se le denomida pseudovector.

@ El producto vectorial esta relacionado con el producto escalar
mediante la identidad de Lagrange

(& b)* + (3% b)* = |a|b]

@ El producto mixto de tres vectores es, en médulo, el volumen del
paralelepipedo generado por los tres vectores

—

Vol(3,b,&) = |3-bx &|;5-bx&=3x

oy
ol
I
o
[¢]
—+
/N
oy
o
(o)
N——
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Matrices(1)

Matriz/Matrix Una matriz A es una tabla ordenada de nimeros con filas y
columnas A = (ajj). La dimension de una matriz es el namero de fijas por
el namero de columnas, i.e., n x m. Si tiene n filas y m columnas,
1<i<n, 1< <m. Lasuma de 2 matrices de igual dimension My, se
realiza sumando cada término analogo, mediante la regla

Cij = Ajj + Bjj, Vi,j. El producto de 2 matrices de tamafios n x ry r x m
se realiza mediante la expresién formal:

Gj=> AuBy (87)
k

La matriz de una aplicacién lineal es la matriz que tiene por columna
Jj-ésima las componentes del vector f(e;).
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Matrices(Il)

Determinante

Para matrices cuadradas, n x n (orden n), existe una funcién intere-
sante denominada determinante. det(a;) = [[ejaj;.

411 d12 a3

a

|Aoxa| = 2 = a11a0 — appan |Asxs| = a1 a2 ax
P21 a2 a1 ax as3

(88)

|As| = a11a20a33 + 212323331 + aizaziaz—

—d13d22431 — 4124821433 — 411423432

detA = Z aji(—1)"A; (89)

\. J
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Matrices(Ill)

Una matriz arbitraria se escribe ast:

a1 a1 ain

az1 a2 azn
Aj = _

dml adm2 dmn

Propiedades de los determinantes de matrices cuadradas: son funciones
multilineales, en el sentido siguiente:

@ det(AA) = A" det A, para una matriz de orden n.
o det(AB) = det Adet B.

d d
o ARl =201 - AX)gl.
@ Una matriz es invertible si y sélo si su determinante es no nulo

(aunque existen inversas generalizadas de matrices singulares con
determinante nulo y similares).

Autor (JFGH)
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Matrices(IV)

a1 ai2 -+ ain| |bi1 b1 -+ big €1 C2 - Clg
a1 axp -+ axn| b1 b2 - bag 01 O -+ Qg
dm,1 dm2 " dmn bn,l bn,2 T bn,q Cml1 Cm2 *°* Cmyg
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Producto escalar generalizado

El producto escalar generalizado 3'- b en R, si hay una base é1,..., €, es
igual a un namero basado obtenido de los dos vectores en dicha base con la
expresién formal siguiente:

Producto escalar generalizado

51 51 51 52 eAl‘eﬁn b
1
- . [Sp) éi 5252 62 én b
ab:<§]b>:(al a - an) . ..2.
s\,
€1-€1 €& : €n - €n
(90)

Matricialmente, se puede escribir como A- B = G,-J-A"Bf = A'GB, donde G
es la matriz de productos escalares de la base, o métrica, de dichos vectores.
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Producto escalar generalizado(ll)

Si el producto escalar se calcula en la base canénica, el resultado es
n
5~b:Za,-b,-:albl—i—albg—i—--.—i—a,,bn (91)
i=1
En forma intrinseca, el producto escalar es también igual a
7. b=|a]|b|cos¢p (92)

y donde |V| = vV - V es el médulo o longitud de v, y ¢ es el angulo
formado por los dos vectores. El producto escalar permite calcular
proyecciones sobre vectores, médulos o longitudes, estudiar la ortogonalidad
y también permite calcular vectores unitarios a uno dado V. iy = v/|V|.
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Producto escalar generalizado(lll)

El producto escalar es una aplicacién lineal que forma un nimero con dos
vectores. Para un producto escalar definido positivo y no degenerado sobre
los reales, se tiene que:

i b=b3

03 (b+8)=3b+3-¢C
o (7+b)-¢=3-+b-C
@ 3-3>0.

@ X\a-b=23-(\b)=\(3"b).
El producto escalar es sesquilineal sobre los complejos(XY = . X;Y):
o5 b=b 3

03 (b+8)=3b+3-¢C
o (7+b)-¢=3-+b-C
e 3-3>0

@ F-Ab=)3-(b)=(23)-b
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Producto vectorial en 3d

Se llama producto vectorial de dos vectores . b al vector

PR

- = a, ay| - lay as| > |ax ayl| -
C=3xb [b}:a ay ay| = N L e T P
’ x z b, b, b, by b, b

be b, by 7 E)

93

y donde i, j, k es la base canénica en R3. En componentes:

Cx = ayb, —ab,
XYZZY ={ ¢, = a,by — ach, (94)
¢; = axb, — ay by

e ixb=-bx3a

o ix(b+3)=axb+axé
o (F+b)xE=axé+bx¢c
e axa=0.

@ \ax b=3ax (Ab)=\ax b).
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Producto vectorial en 3d(I1)

@ El producto vectorial es siempre un vector perpendicular al plano que
generan los vectores factores, y tiene sentido dado por la regla de
Maxwell, del tornillo o sacacorchos: el sentido el del avance de un
tornillo o sacacorchos desde el primer factor al segundo por el camino
mas corto (regla de la mano derecha).

@ El médulo del producto vectorial puede escribirse como sigue:

| @ b| = |a]|B| sin (95)

e Ademas, el médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo
que generan los vectores 3, b, i.e., |a x b| = Aq(a, b).
@ Por otra parte, el producto vectonal no es ni conmutativo ni asoaatwo

3x b= —bx & (es anticonmutativo), y & x (b x &) # (&% b) x
@ El producto vectorial de dos vectores paralelos o proporcionales es
nulo.

@ Por tanto, el producto vectorial: mide paralelismo, areas, y representa
giros en el espacio.
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Producto vectorial en 3d(111)

El producto vectorial cumple sin embargo las identidades de Lagrange y

Jacobi:
Identidad de Lagrange

Se puede probar que:

-,

= (5-3)(b- ) — (4 B)* =

o Oy

T oy
L L
T vy
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Producto vectorial en 3d(1V)

Identidad de Jacobi

Se puede probar que aunque el producto vectorial en 3d no es asocia-
tivo, satisface la identidad

-,

(Gx b)x &+ (bx &) x 5+ (Ex

&
X
Sy
Il
(=11
—
©
~
~

o bien, la equivalente
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Derivadas e integrales elementales(l)

La tasa de variacién media de una funcién y = f(x) se define como

A
TVM(f) = A—y
X

Derivada de una funcién univariable

Interpretacion geométria de la derivada en un punto f/(xp): la derivada de
una funcién de una variable en x = xg es la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcién y = f(x) en dicho punto.

o F = = El= DA
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Derivadas e integrales elementales(1)

Algunas derivadas de funciones elementales:

f(x) = k = constante — Df =0
D(f +g) — D(f + g) = Df + Dg
A € R— D(Af) = ADf
f(x) = g(x)h(x) — Df = Dg-h+ g - Dh
f(x) = g(h(x)) — Df = Dg(h(x))Dh (Regla de la cadena)
L Df — Dg-hh—zg-Dh
f =x"— Df = nx""!
f=e"— Df =¢*
f=a"—Df =a"Ina

1

xIna

f =

>0

1
f=log,x = Df = —log,e =
X
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Derivadas e integrales elementales(lll)

f =sin(x) — Df = cos(x), f = cos(x) — Df = —sin(x)(109
f =tan(x) — Df = 1+ tan® x = sec® (110
f = cot(x) — Df = —(1 + cot® x) = —cosec® x(111

1
f=sin"1x - Df = ——(112
V31— x?

1
_ -1 _ _
s f—tan X =— Df—m(].13

)
)
)
)

-1
f=cos'x = Df = ———
V1—x2
f = sinh(x) — Df = cosh(x), f = cosh(x) — Df = sinh(x)(114

)
)
f = tanh(x) — Df = 1 — tanh? x(115)
f = cotanh(x) — Df = 1 — cotanh?(x)116)

)

1 1
., f=cosh™'x > Df = ——— (117
V14 x? V—1+x?

1
f =tanh~}(x) — Df = T a(118)
— X
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Derivadas e integrales elementales(IV)

Si las funciones en la lista anterior son compuestas, i.e. x = , basta
sustituir x = g(x) y multiplicar por g’(x),regla de la cadena.

Primitiva de una funcién

F(x) es una primitiva de f(x) si y sélo si DF = f. Se dice que F es
la integral indefinida de f, salvo una constante. Mateméaticamente

/f(x)dx =F(x)+C

Regla de Barrow

Sea una funcién F(x) tal que DF = f. Se llama integral definida

entre x = ay x = b, al area bajo la curva de F(x), que se simboliza
como

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a)
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Derivadas e integrales elementales(V)

Regla de Barrow generalizada

Sea una funcién F(x) tal que DF = f, y dos funciones G(x) y H(x)
suficientemente diferenciables. Entonces:

H(x)
J(x) = / F(t)dt — J'(x) = F/(H(x))H'(x) — F'(G(x))G'(x)
G(x)

Las siguientes integrales indefinidas son dtiles:

Xn+1
Ndx = C 119
/x Ix n 1 + (119)
1
/de =In|x|+ C (120)
/exdx =e+C (121)
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Derivadas e integrales elementales(VI)

/ade -4 (122)

/ sin(x)dx = — cos(x) + C (123)

/ cos(x)dx = sin(x) + C (124)

/ sec® xdx = tan(x) + C (125)
/1_'_1X2dxztanlx+ C (126)

/\/11_*)@ —sin1(x)+ C = —cos 1(x) + C (127)

Y las correspondientes integrales indefinidas compuestas similarmente se
obtienen de ahi.
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Métodos de integracion elementales

Métodos de integracion elemental:

@ Sustitucion: x = f(t), luego dx = f'dt y
Jg(x)dx = [ g(f(t))f'(t)dt.

@ Por partes: [ udv = uv — [ vdu. Regla ALPES: arcos, logaritmos,
potencias, exponenciales y senos/cosenos para la eleccién primordial
de u. Equivalentemente, la prioridad es (por este orden): funciones
trascendentes, polinomios, exponenciales, trigonométricas.

La integracién de funciones racionales es mas complicada. Si
P(x)

| = ﬁdx

En general los grados de P, @ son distintos. Primero se logra tener el
cociente mas racional con grado menor, esto es
P(x R(x
() _ s RO
Q(x) Q(x)
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Métodos de integracion elementales(I1)

Una vez con raices menores, si las raices son reales y distintas, del

denominador Q(x), siendo Q(x) = 0 para xi, x2, ..., Xp, la descomposicién
P A n
Q x-—xi T Xn
produce integrales de tipo logaritmo neperiano. Si las raices son multiples
P A ,
Q x—x1 | (x—xy)"

produce logaritmos y potencias. Finalmente, si hay raices complejas, la
descomposicién para cada término complejo Ax? + Bx + C = g(x)

J

(Mx+N)dx
I(x) = [ X)X
(x) /AX2+Bx+C

es una integral que se descompondra en un logaritmo mas una

arcotangente.
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Métodos de integracién elementales(1V)

Uno puede usar algebra para simplificar todo esto en los nameros
complejos, y la integral por fracciones simples dara en general una férmula
cerrada preciosa para un polinomio de grado n en los complejos

f(x)=(x—a1) - (x—an):

1 : 1
f(x) ; f(ak)(x — ak)

Y la integral o antiderivada es

Iog(x — ak)
/f g ¢

k 1

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 109 / 355



Métodos de integracion elementales(V)

En el caso de integrales de funciones trigonométricas hay también algunas
recetas:

@ Aplicar férmulas trigonométricas e identidades trigonométricas.

@ Para funciones impares en el seno, se sustituye el coseno, para
funciones impares en el coseno, se sustituye el seno. Para funciones
pares en el seno y el coseno, se sustituye la tangente. En cualquier
otro caso, se busca un cambio de tipo t = tan(x/2), de forma que

2t 1—t2 2dt

() = 13 M= K=

Como el area de f(x) entre x = ay x = b es precisamente A = fab fdx,
también, si a < ¢ < b se tiene que

c c b b b a
/ fdx = 0, / fdx + / fdx = / fdx, / fdx = — / fdx
c a c a a b
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Métodos de integracion elementales(VI)

Si f < g entonces

b b
/ fdx < / gdx
b b
| / fdx| < / |f|dx
a a

y también, si m < f(x) < M entonces

Ademas
m(b— ) < /b F(x)dx < M(b — a)
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Otros resultados(l)

Otros resultados:
@ Calculo del volumen por secciones. Si A(x) es el area transversal de un
volumen V, éste sera

V= /abA(x)dx

o Area de la superficie de un cuerpo de revolucién. Si y = f(x) es
diferenciable, entonces el area del cuerpo obtenido al girar la curva
entre a 'y b alrededor del eje X sera

A= 27T/b f(x)\/1+ (f)2dx

@ Volumenes de revolucién. Si f es una funcién de x no negativa, el
volumen al girar la funcién entre a y b alrededor del eje X viene dado
por

b
V= 7r/ F2(x)dx
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Otros resultados(I1)

@ Volimenes por método de capas. Sea f(x) una funcién entre ay b
que genera un area sobre el eje X. Entonces, el volumen generado al
girar dicha area en torno al eje Y viene dado por

b
V= 277/ xf(x)dx
a

@ Calculo de longitudes de curvas. Si f(x) es diferenciable en [a, b],
entonces la longitud de la curva desde x = a hasta x = b viene dada

por
b
L:/ 1+ (F)2dx
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Otros resultados(I1l)

Toda funcién diferenciable puede desarrollarse segin la expresion de Taylor

Desarrollo de Taylor

Aproximacién binomial

Indeterminaciones en los limites:
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Ejercicio()

I3 EjeI'CICIO 1 Sean |os vectores &= 2/ + 3] b= 4]7— k,
c=2i—8 d= 5/ — _j Calcular:

a)d+b d+b+¢ d—b—¢ d+b—¢&—2d, 3+3¢
F-26d+d d—d —a+d

b) 33, —6b, —1¢, 4d, —33+ 5¢.

c) El médulo de los cuatro vectores: |al, 1b], |€1, |d].

d)&-b 3¢ & db-¢b-dc-db-3

e) El angulo que forman entre si cada par de vectores.

f) Un vector perpendicular a cada uno de los 4 vectores

dados.

g) Un vector unitario a cada uno de los 4 vectores dados.
h) Un vector unitario perpendicular a cada vector dado.
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Ejercicio(ll)

“5Ejercicio 2. Practica derivadas. Calcula la derivada de
las funciones siguientes:
f(t)y=8+m, f(t) =8t, f(t)=—%
3\/_t
f(t) = —3t° f(t) =

(8 + t)2 f(t) = (8 + 2t)3
= (4-3t)% f(t)=(-1-3t37
= sin(3t + 4), f(t) = cos(10t)

= t2+5, f(t) = =5 f(t) =8> =5
= —10t? — 6t, f(t) = L5 — 3¢t

)
f(t) =
f(t)
f(t)
f(t) =34+ 78 — e — /10 + 100, f(t) = —101%¢
f(t)
f(t)
f(t)
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El movimiento(l)

El modelo de la particula o punto material, el que se toma o aproxima la
descripcion de un cuerpo o sistema por un punto matematico abstracto,
con dimensién cero, es habitual. La descripcion de un punto material viene
dada por un vector de posicion:

Vector de posicién 2d y 3d

—

F(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k, en el espacio 3d
7(t) = x(t)i + y(t)j, en el plano 2d

El vector de posicién con una dimensién del tiempo en nD, es

Vector de posicién nD
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El movimiento(ll)

Para el caso en el que el namero de dimensiones espaciales es infinita
D = c:

Vector de posicién dD y coD

Estas representaciones son Gtiles en Mecanica Cuantica(con la condicién de
normalizacién para conservacion de probabilidad), redes neuronales
(y = >, wix;) o sistemas generales arbitrarios de tipo vectorial.

[m]
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El movimiento(lI1)

El médulo del vector de posicién es

|F] = r=+/x2+y2, enelplano
7l =r= \/m, en el espacio

d
E x,-2, en el espacio de d-dimensiones

1

Se denomina trayectoria al conjunto de puntos por los que pasa un mévil u
objeto/punto durante su movimiento. Se denomina hoddgrafo a la
trayectoria que sigue el vector velocidad v en su movimiento. En
coordenadas polares (en el plano):

x=Rcosp, y=Rsinp

-

F= Rcos o(t)i + Rsino(t)j = x(£)i + y(t);
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El movimiento(IV)

El vector desplazamiento es:
AF = Axi+ Ayf

AF = Axi+ Ayf—|— Azk

o infinitesimalmente
d7 = dxi + dyj + dzk

dF = dx'é& + dx?& + dx3& + - - - + dx"é&,

Ahora podemos definir la velocidad, la aceleracién y jerk medios:

Vector velocidad media

o
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El movimiento(V)

Vector aceleracién media

Vector jerk medio

También podemos definir los vectores velocidad, aceleracion y jerk
instantaneos:
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El movimiento(VI)

Vector velocidad instantanea

dF’_ dx?!
dt  dt

J
Vector aceleracién instantanea

o dx"

_‘: e ..
% 1+ + o

& =vie+.. 4+ vg,

L dv d [dr d?r dvl_,+ +dv"_, a1 ta"E

R _— = — = —¢ DT Sep— = g e -4 e
dt — dt\dt) de?  dr ' dt " ' 4

Vector jerk instantaneo

7_d75_£\7_£?_d7315+ _|_ing_'1g+ + "

I = T der T des T dt gt "I Jcn

J
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El movimiento(VIl)a

Las unidades de la velocidad son m/s, de la aceleracién m/s?, y del jerk
m/s3. Pueden seguirse definiendo las sucesivas derivadas temporales
también para el jerk, siempre y cuando estén matematicamente bien
definidas. También podemos definir el denominado “absement’”

A(t) :/F(t)dt

BzAgz/Adt://F(t)d2t

- fon [

s e[
A= [ [ A0y
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El' movimiento(VII)b

d d d d d
dt at dt dt dt
—> Ab " Velocity ;|Acceleral:ion

—Tr' 1 [
| —— :(_: ‘,(— (Distance) ‘(— (Speed)

fdt fdt fdt fdt fdt

«fdtqgf f\(%—)

Integration Differentiation
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El movimiento(VIl)c

Para r(t) = constante, se tiene
A=r-At=r"(t— ty)

Las unidades de A, son m-s". La generalizacién del modelo de la particula
puntual a maltiples dimensiones es como sigue:

Vector de posicién multitemporal

At to,... tn) = P(F)=X(t), i=1,2,...,0;k=1,2,...,N

Campo multitemporal

dX, T =¢(7,F), i=1,2,....D;k=1,2,...,N

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 125 / 355



El movimiento(VIII)

Se puede hoy dia también generalizar el modelo de la particula puntual a
objetos extensos denominados p-branas (o membranas de dimensién p).

Para p = 1 tenemos una cuerda (p = 0 es la particula por supuesto), para
p = 2 una membrana bidimensional, etcétera.

Campo de la p-brana 1T

Campo de la p-brana multitemporal NT

También se podria pensar en otra generalizacién, denominada
multivectorial, para los grados de libertad de las p-branas. En ese caso se
define X#1Fp = XF(X, 7). Esto lleva a cierta generalacién “tensorial”

(multivectorial, polivectorial) o “multiforma” de las_ magnitudes fisicas.
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El movimiento(I1X)

Movimiento

Se denomina movimiento al cambio o desplazamiento del vector de
posicién de un objeto respecto de un sistema de referencia. Se dice
que un objeto esta en reposo cuando el desplazamiento es nulo, y en
movimiento en caso contrario.

Ar=0— r(tg) = r(ta), reposo

Ar#0 — r(tg) # r(ta), movimiento

\.

Esta definicién es extrapolable a un conjunto arbitrario de puntos
materiales r;. Extendida a multiples dimensiones del tiempo, es posible que
las diferentes proyecciones sobre los diferentes vectores del tiempo puedan
diferir. En tal caso, el concepto de reposo esta restringido a subvariedades
de tiempo o “ciertas ventanas” o ejes del tiempo.
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El movimiento(X)

Movimiento multitemporal
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El' movimiento(XI)

La extension de este concepto de movimiento a particulas u objetos
extensos, lleva a también considerar la variacién o fluctuacién de las
dimensiones espaciales.

Es importante notar que la nocién de velocidad es sutil con
dimensiones miltiples o sin ella. De hecho hay generalizaciones en el
calculo del concepto de derivada como la diferenciacién fraccional o la
diferentegracién que hacen tal concepto mas complicado y sofisticado,
ademas de que para cierta clase de nimeros importa el tipo de
“namero” que soportan las magnitudes.

Asi, aunque consideramos el tiempo “real”’, éste podria ser complejo o
hipercomplejo en general, o incluso ser multivectorial.

En general, el ritmo de cambio del desplazamiento respecto del tiempo
es la velocidad, el ritmo de cambio de la variacién de la velocidad es la
aceleracién y asi sucesivamente.

La posicion puede considerarse el ritmo de cambio del “absement” o
“ausicién” respecto del tiempo.
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Coordenadas cilindricas

Otras formas de dar las coordenadas adaptadas a ciertas simetrias en el
espacio son las coordenadas cilindricas (r, ¢, z) y las coordenadas esféricas

(r,0,v):

Coordenadas cilindricas

Sean r € [0,R], 8 € [0,271] y —00 < z < 00, entonces un punto
arbitrario en el espacio se especifica mediante las coordenadas

X = rcosf (128)
Y =rsinf (129)
Z=z (130)

La transformacién inversa estd dada por r = /x2+y2 0 =
tan Yy/x)yz=Z.
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Coordenadas esféricas

Coordenadas esféricas

Sean r € [0,00), # € [0,7] y 0 < ¢ < 2m, entonces un punto
arbitrario en el espacio se especifica mediante las coordenadas

X = rsinfcosp (131)
Y =rsinfsiny (132)
Z = rcosf (133)

La transformacién inversa esta dada por r = VX2 4+ Y2+ 72 0 =
VX2 4 Y?

tan
Z

y
=tan~! —.
ye=tan ¥
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El movimiento(XII)

Otras formas de dar las coordenadas de un punto en el espacio que hemos
mencionado en cuadros antes involucran otros vectores unitarios (en el
plano tenemos las cartesianas y polares) son las coordenadas cilindricas y
las esféricas. Para las coordenadas cilindricas:

R:0<R< (134)
p:0<p<2m (135)
z:—00<z< 00 (136)

donde
r(t) = Rcos pé& + Rsinpe, + z&,

Para coordenadas esféricas tendremos:

R:0<R <o (137)
0:0<6<m (138)
p:0<p<2n (139)

r(t) = Rsinf cos pé, + Rsinfsin péy + R cos fe,

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 132 /355



Interludio

@ Las dimensiones fisicas de la velocidad son LT 1.

@ En general no vale dividir un vector entre otro vector (hay sin embargo
una generalizacion del algebra vectorial que permite dividir en algunas

dimensiones).
v:w/vf—l—v}%—i—vzz

y donde la velocidad en el plano se obtiene con v, = 0. Ahora unas
propuestas de ejercicios.

o Ademas,
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Ejercicios(l)

@ Busca ejemplos de relaciones funcionales entre magnitudes fisicas y
quimicas. Por ejemplo, PV = nRT, E = mc? 6 E = hf.

@ Busca las definiciones de los siguientes tipos de magnitudes o clases de
objetos matematicos: pseudovector, pseudoescalar, multivector,
polivector, espinor, multiespinor, twistor, hipertwistor, supervector,
hipersupervector, niimero real (complejo, cuaternidnico, octoniénico),
namero de Clifford, supernimero, matriz, tensor, pseudotensor,
supermatriz, hipermatriz.

© ;Qué grafica poseen las ecuaciones siguientes? PV = const.,
v=yw +at, x= %at2, v =gt, X = X9 — VL, y=y0+vot—1/2gt2.
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Ejercicios(l1)

@ Busca la historia y origen de los radianes, grados sexagesimales y los
gradianes (o grados centesimales, gones).

@ Silal =

© Sean |o_§ vectores F=3i+ 5f, b=4i— 3f. Calcula: 3+ b, 3+ b, 3— b,
23— 5b, 3 x b.

@ Sean los vectores: 3= 37+ — 5k, b=2i — 6/ + 3k. Calcula: la suma
de los vectores y el angulo que forman.

@ Para los vectores: 3= 3/ + 21?—_’51? y b=6i— 4]:_'5': 7f+ 45,
determina el valor de v.=23+ b —3¢, d =23+ b+ ¢, |al, |b|,|c],

—

7.b,3-7, 3 0

—

p| =8, © = ab = 60°, halla el producto escalar - b.
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Ejercicios(I11)

@ Sean las funciones:
vi(t) = at® + bt? +ct +d

yo(t) =3t* —2t2 +t
y3(t) = 10 cos(2t)
ya(t) = 5sin(t/2 4 7/3)

Calcula la derivada de cada una de ellas y’, asi como las derivadas
sucesivas y” e y".

@ Si una fuerza tiene un valor de 100N, formando un angulo ¢ con el eje
X, icuanto valen las componentes de la fuerza F, F,?
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Ejercicios(IV)

@ Busca informacion sobre los posibles significados geométricos de la
derivada de una funcién. Comenta los hallazgos.

@ Para el vector 7= (3t — 2t)i + (5t3/3 — 5t)jm, determina su
derivada primera y segunda.

© Para los vectores:
F= R cos(wt)i + Rsin(wt))

F= Rcos(wt)i + Rsin(wt)j + ktk

determina su velocidad, aceleracién y jerk.

@ Define radian e investiga las variantes del concepto de movimiento,
espacio y tiempo a través de la historia de la Fisica y la Filosofia.
i Cuales son los prerrequisitos para una definicién de movimiento en el
espacio-tiempo? Indicacién: s = ¢pR.

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 137 / 355



Ejercicios(V)

EEjercicio 1. Si me desplazo del punto A(2,1) al B(5,7),
halla el desplazamiento y el espacio recorrido supuesto
rectilineo el movimiento.

EEjercicio 2. Sea el vector 7= 5ti + 2t]. Escribe las
ecuaciones paramétricas del movimiento. Halla la velocidad
media en el intervalo de 0 a 5 segundos, y en el intervalo de
0 a 10 segundos. Finalmente, halla la velocidad media en el
intervalo de 5 a 10 segundos. j Qué concluyes?

EiEjercicio 3. Sea 7= (2t2 4 2)i + 3/. Halla el
desplazamiento entre 0 y 10 segundos, y la velocidad media
en el intervalo de 0 a 10 segundos. jEs constante?

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 138 /355



Ejercicios(VI)

“rEjercicio 4. Sean las siguientes graficas, en la figura 1,
indica si piensas representan movimientos.

position

position

position

5

time
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Figura 1: Diagramas espacio vs. tiempo.
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Velocidad(l)

La idea de velocidad media conlleva un promedio.

Pero la velocidad puede cambiar en cada instante, supuesto que

podemos dividir infinitesimalmente el tiempo. Esto es el origen del

calculo infinitesimal (diferencial e integral) de Newton y Leibniz.

@ Newton llamé al célculo de derivadas calculo de fluxiones de fluentes.
Asi, la derivada es el cociente de las razones Gltimas evanescentes o
gradiente/cociente de dos cantidades infinitesimales, esto es, el
cambio instantaneo de dos niimeros que tienden a cero.

@ Leibniz usé un lenguaje mas transparente que es el que usamos hoy

dia.

También, existe la pregunta de si este cociente puede ser

arbitrariamente pequefio realmente, y si la velocidad (o la posicién)

pueden realmente tomar cualquier valor grande o pequefio arbitrario.

Clasicamente, la celeridad o valor del médulo de la velocidad puede ser

arbitrario.

@ En Fisica Relativista Especial tenemos la limitacién de la velocidad de

la luz (o del espacio-tiempo).
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Velocidad(ll)

@ Finalmente, en cuantica, es posible que debido a las fluctuaciones
cuanticas el valor cero de la velocidad carezca de significado debido al
principio de incertidumbre de Heisenberg.

@ Ademas, consideraciones generales, que funden gravedad con la
relatividad y la fisica cuantica, llevan generalmente a pensar que existe
una longitud altima fundamental denominada longitud de Planck
Ly, ~10735m y un tiempo minimo fundamental anlogo llamado
tiempo de Planck t, ~ 10~%s.

@ Las desigualdades Ax > L, y At > t, llevan asociada cierta carga de
misterio, pues se piensa que por debajo de esas escalas carece de
significado el propio concepto de espacio y de tiempo.
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Velocidad(I11)

@ Por ende, aunque son muy pequefios, cabe preguntarse qué significado
tendria el propio “espacio” o “tiempo” por debajo de esas escalas, y si
no puede definirse, entender cémo emerge la estructura causal
espacio-temporal a dichas escalas o superiores (si acaso) donde los
efectos cuénticos del espacio-tiempo se manifiesten.

@ Es el borde o frontera de la fisica cuantica espacio-temporal.
Tengamos en cuenta que L3 = Gh/c® y que t, = Lp/c = \/Gh/cP.
@ Sin embargo, dada la pequefiez de estas cantidades, podemos

considerarlas cero para todos los propésitos practicos en la descripcién
del movimiento convencial y ordinaria.

@ La longitud de Planck solamente es relevante para objetos pesados y
muy densos, para los que la longitud Lo = h/Mcy Lg = GM/c? son
iguales a Lp,.
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Velocidad(IV)

La velocidad como vector tiene propiedades interesantes:
@ Es un vector V tangente a r en cada punto de la trayectoria.

@ La velocidad media solamente es igual a la velocidad instantanea en el
caso del movimiento rectilineo y uniforme. Eso implica trayectoria
recta y velocidad constante en todos los puntos.

@ Los tipos de movimiento pueden ser clasificados de acuerdo a la
constancia del vector velocidad o no. Si la velocidad instantanea es
constante, el movimiento se dice uniforme. Si la velocidad instantanea
cambia, el movimiento se dice que es acelerado.

Segln la trayectoria, los movimientos pueden ser:
@ Rectilineos. La trayectoria es recta.

@ Curvilineos. La trayectoria es una curva. Movimientos curvilineos
importantes usuales: circular, hiperbdlico, parabélico, eliptico,
sinusoidal o arménico simple, helicoidal, lemniscatico,. ..
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Ejercicio practico

#iEjercicio. Sea 7= (5t + 2)i — t2] 4 2t3k metros,
determina: a) la velocidad instantanea, b) la velocidad en
t=2 segundos, c) la velocidad media en el intervalod 1 a 2
s, y en el intervalo 0 a 2 segundos, d) la velocidad inicial, e)
la aceleracion instantanea, f) el médulo de la velocidad
para cualquier valor del tiempo.
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Sistema intrinseco

La aceleracién en un plano se puede escribir generalmente como la suma de
dos componentes denominadas tangencial y normal o centripeta:

3=apn+ a,7T

y donde 7, T son vectores unitarios ortogonales entre si, en la direccién
tangente y normal a la trayectoria. Para curvas planas, se tien que

|a] = \/a)2<+a}2,:\/a%+a§<—>a2:ag+af
La aceleracién tangencial es la derivada del médulo de la velocidad:
_dv_d|V]|
i
La aceleracién normal o centripeta se define como

dy — a

V2

R
donde v es el médulo de la velocidad y R es el radio de curvatura de la

trayectoria.
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Ejercicio practico(ll)

@ Analiza el movimiento del objeto cuya grafica espacio-tiempo viene
dada por la figura 2 (arriba).

Gréfica e-t

100 2 b
3

80
E
2 P 3INU4
@60
g /
ga0 11 /

20

0

a 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
tiempo(s)

Figura 2: Espacio vs. tiempo.
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Ejercicio practico(ll)bis

@ Para el vector 7(t) = 3t2/ + 6] + 2k, a) describe el movimiento, b)
determina la trayectoria, c) halla la velocidad media entre 0y 105, 5y
10 s y entre 0 y 5 segundos, d) el valor de la velocidad instantanea en
t=Dbs, e) halla la aceleracién instantanea.

@ Ay B son dos puntos separados 200 km. Un mévil parte desde A con
velocidad de 60km/h, y otro desde B con 80km/h. Determina dénde
se encuentran si salen simultidneamente, y cuando el coche en A sale
cuarto de hora después de que B salga. Considera las velocidades
constantes.

© Sea 7(t) = Rcoswti + Rsinwtj, describe su movimiento y halla la
velocidad, la aceleracién, el jerk, y su absement, para una particula de
masa m. Calcula la fuerza que actia sobre dicha particula.
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© Cinematica
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Cinematica(l)

La Cinematica es la parte de la Mecanica, ciencia del movimiento, que
estudia el movimiento sin atender a la causa que producen dicho
movimiento.

Problema: Aprender a plantear ecuaciones de movimiento y/o deducir las
magnitudes y significado de las ecuaciones.

Ecuaciones: Es un cédigo o lenguaje a interpretar.

Magnitudes: posicién y desplazamiento, velocidad, aceleracion, jerk,
absement (ausicion), celeridad, snap (jounce), crackle, pop,...

Segin la aceleracién, los movimientos se clasifican en:

o Acelerados si 3% 0m/s?. Si la aceleracién es constante, son
movimientos uniformemente acelerados. Si la aceleracién no es
constante se denominan movimientos variados.

@ No acelerados o uniformes si = 0m/s?.
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Cinematica(ll)

Segin la trayectoria los movimientos pueden ser:
@ Rectilineos.

@ Curvilineos (circulares, sinusoidales o arménicos simples, parabélicos,
hiperbdlicos, elipticos, lemniscaticos, cardioides, helicoidales,. .. )

Los movimientos no planos son mas complicados en general. Estudiaremos
ahora unos cuantos casos de movimientos simples y compuestos. M.R.U.:
Movimiento Rectilineo Uniforme. Movimiento de aceleracién nula 'y
trayectoria recta o lineal.

Caracteristicas: 3= 0, V = constant. La velocidad media coincide con la
velocidad instantanea y se define como

Ax

ay:
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Cinematica(lll)

Las ecuaciones de movimiento del M.R.U. son 3:
Ecuaciones del M.R.U.

En el plano 2d, se tiene que V = vyi + vyf: y que también, en 3d, es
V = Vyi + vy j + v k. En ecuaciones paramétricas, para ' = (x,y,z,...):

x = xg + vx(t — tp)
Yy =yo+v(t—t)
z =20+ v,(t — tg)
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Cinematica(IV)

Si la velocidad fuera igual a cero, entonces se dice que objeto, cuerpo o
sistema esta en reposo. Si tuviésemos que estudiar un movimiento uniforme
en diversas dimensiones del tiempo, caso multitemporal, si D = ds + d; es
el namero de dimensiones totales del espacio y del tiempo, con ds las
dimensiones de género espacio y d; las dimensiones de género tiempo, con

D —
= i~ 1= 2 D~ dr
v:g ve=ve+viet --t+tvep=—
, dt
i=1
entonces habria que definir una ecuacién de tipo tensorial /multivectorial de

clase
(1] = [V][At] & 7 = VA

L dxe
Vv G

y que migliria las diferentes velocidades a lo largo de los vectores del
tiempo t = tPug.

donde
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Cinematica(V)

La altima generalizacién de la definicién de velocidad consiste en cambiar
el operator diferenciacién traslacional por una derivada fraccional o
integrodiferencial...O cambiar la derivada y su definicién por un calculo
g-deformado o de incrementos finitos. En el caso de la diferenciacién
fraccional, tenemos:
e dr X«

B dtB
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MRUA

M.R.U.A.: Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado.
Caracteristicas: 3= constant = ayi + a,j + ak m/s°.

Ecuaciones del M.R.U.A.
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MRUA(II)

La altima ecuacion del cuadro anterior se obtiene despejando el tiempo de
la segunda, y sustituyendo en la primera ecuacién. Otra observacién atil
recibe el nombre de Teorema de Merton sobre la velocidad media del
M.R.U.A.: “Si v(t)t = Vt, cuando la velocidad cambia de modo uniforme
(con aceleracién constante), desde vy hasta v¢, entonces el espacio
recorrido es el mismo que recorreria de forma uniforme con la velocidad
promedio o media v,,,". Este teorema solamente es vélido en el M.R.U.A., y
falla en los movimientos variados (cuando & no es constante).
Demostracion grafica en la figura 3 siguiente.

Merton Rule

Nicole Oresme

distance s = A
1

Figura 3: Teorema de Merton (Oresme) sobre la velocidad media en el MRUA.
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MRUA(II)

El teorema de Merton permite obtener las ecuaciones del MRUA desde un
MRU de la forma siguiente

v+ v

Ax = v At - Ax = >

At

Vo + alAt + Vo

v:v0+aAt—>AX:< >

1
> At — Ax = oAt + EaAt2
Si la aceleraciéon no fuera constante, las ecuaciones de movimiento de la

velocidad y la posicién deben obtenerse usando el célculo infinitesimal de
Leibniz y Newton (fluxiones). Asi, se tendria que

7:%+/?m
7:%+/7m
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MRUA(IV)

Constant
positive
acceleration

0 t 0 to
gradient of s-t graph gradient of v-t graph
(velocity) is positive (acceleration) is positive
and increasing by the and constant

same amount each time
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MRUA(IV)bis

Figura 4: Version méas general de las graficas posibles del MRUA.
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MRUA(V) y caida libre

Observacién: sabiendo las ecuaciones del MRUA, se obtienen las del MRU
si ponemos a = 0y vy = v = constante.

Tipos simple de MRUA: caida libre y el lanzamiento vertical.

Caida libre: En el campo gravitacional terrestre, supuesto

a=—g = —9,8m/s?, que es una aproximacién de baja altura al caso mas
general posible de una teoria de campos, se puede resolver el problema del
tiempo que tarda un objeto en llegar al suelo desde una altura H = hy = yg
arbitraria, dejandose caer (con velocidad inicial cero, vy = 0). Ecuaciones
(Sistema de referencia en el suelo): a = —g m/s2.

1
v=\y — gt=—gt, h:ho—igt2

2ho

Tiempo en llegar al suelo t; (en h=0, t = t5): | ts = /| — | La velocidad
g

cuando llega al suelo es | vy = —gts = —+/2hog
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MRUA(VI) y tiro vertical

Lanzamiento vertical:
La velocidad cuando llega al suelo es

Vs = —8ts = — v 2h0g

Notad que si hubiera inicialmente una velocidad inicial hacia abajo, hay que
cambiar un par de ecuaciones y resolver:

1
a=-g v=-w-—gt y=H—vt- gt

mediante )
—Egtz — vyt + Ho =0

Si lanzamos un objeto desde el suelo (hy = 0) con velocidad inicial vy,
podemos calcular su altura maxima hp.x, €l tiempo en alcanzar dicha
altura maxima tp,, y el tiempo que tarda en volver al suelo t; = 2t,, (que
sera el doble por simetria de t,, y despreciando el efecto de rozamientos y
otros detalles).
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MRUA(VI)

En la altura maxima h,,, la velocidad es nula, por lo que tardara

vo
tm = —

4
Sustituyendo y operando en la ecuacién de la altura proporciona la altura
maxima
Y%
28
El tiempo que tarda en volver al suelo es

Ym =

2
t, = 2t, = -2
g

Este tiempo puede obtenerse o bien de la ecuacién del tiempo o del analisis
por simetria del problema. Esto proporciona una velocidad al llegar al suelo
igual y de sentido opuesto que la inicial

Vs = —V\
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MRUA(VIII)

El espacio recorrido es por tanto s = 2h,,. Si la altura inicial es hg, se
rompe la simetria y debemos calcular para el tiempo de llegada al suelo:

1
—Egt2 +vot +hg =0
cuyas soluciones son

—Vo:l:\/vg—}—2gho V(J:F\/V8+2gho

—8 g
Para la altura maxima con altura inicial no nula, se sigue teniendo que

ty =

Vo
g
Pero ahora, por la nueva ecuacién, se tiene que

tm =

V
hm = h(tm) = ho + 2;
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Composicién de 2 MRU(I)

Problema tipo: un nadador en un rio, o un mévil con velocidad en dos
direcciones (sentidos).

Caracteristicas: Tomamor de referencia el punto de salida del nadador o
movil del rio. La velocidad del rio la podemos elegir perpendicular al
nadador pero éste puede empezar con la velocidad en cualquier direccién
arbitraria, pero son en cualquier caso velocidades constantes en todo
momento (2 MRU).

- e e
V = 7corriente + 7n = Vel + VvpJ
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Composicion de 2 MRU(II)

Autor (JFGH)

(
Eje X :
ax=0 m/s®
vy = const. = v, m/s

X = vt
(Eje Y :
a, =0 m/s?

vy = const. = v, m/s

X = vpt
Vectores:
%
=0 m/s?

c+7n: Vcr+an m/s
= Veti + vatj = x(£)7 + y(t)]

Sy Ly
I

m
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Composiciéon de 2MRU(II)

Si el ancho del rio es D, entonces el tiempo en cruzar sera:

D

teruzar = —
n

Y tras este tiempo, en y = D, el punto donde llega en el eje X sera

veD

Vn

X =

luego

D - -
Alte) = “<=i+Dj m

n
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Tiro parabdlico horizontal(l)

La composicién de un MRU y un MRUA da un movimiento parabélico.
Imaginad un avién en vuelo a una determinada altura y una velocidad
constante, que deja caer una carga. En este primer caso, denominado tiro
horizontal, tenemos las siguientes caracteristicas:

@ MRU en el eje X, con velocidad constante vy, = v,y.

@ MRUA en el eje Y, con aceleracién constante a, = —g,
a, = —gfm/s2. No hay velocidad inicial en el eje Y, y se deja caer el
cuerpo.

© La altura inicial es hg = H
Las ecuaciones de movimiento son:

Eje X - Eje V :
ax=0 m/s? a,=—g, g=9,8m/s?(Earth)
vy = const. =V m/s vy = _gtl m/s

xX=vt=Vt y:H—Egt2
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Tiro parabélico horizontal(ll)

Vectores :
i=—gj m/s?
V=vi—gtj m/s

El alcance maximo se logra cuando llega al suelo Y = 0m. Resolviendo la
ecuaciéon 0 = H — gt2/2, se obtiene que:
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Tiro parabdlico horizontal(lll)

La velocidad justo en el instante de llegada al suelo del objeto lanzado es

\_/>5—VI

cuyo médulo es

gt(Xm

= vi — \/2gHj m/s

v=1/v2+2gH

y forma un angulo de entrada en el suelo de

tanp =

Y

Vx

v2gH

vV

— © = tan 1(

7

Autor (JFGH)

Multiverse of Madness

168 / 355



Tiro parabdlico oblicuo(l)

Es una composicién de movimientos de MRU y MRUA. A diferencia del
caso anterior, se lanza un proyectil desde una altura yg, que podemos
tomar como nula por simplicidad, una velocidad en médulo vy pero con
una inclinacién horizontal de valor ¢ respecto de la horizontal, y
ascendente. Entonces, las caracteristicas de este lanzamiento son:
@ Aceleracién a, = —g m/s?, en el je Y.
@ Velocidad inicial constante con valor vo de médulo e inclinacién ¢
respecto la horizontal (positiva).
© Altura inicial hg, que podemos tomar nula por simplicidad en un
analisis desde el punto de lanzamiento (suelo).

Eje X : Eje Y:
ax=0 m/s? ay=—-g, &= 9,8m/s?(Earth)
Vi = const. = vycos m/s |V = Voy —8t =W sinp—gt m/s

1
X = vxt = vptcosp )/:ho+vosingot—§gt2

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 169 / 355



Tiro parabdlico oblicuo(ll)

Es una composicién de movimientos de MRU y MRUA. A diferencia del
caso anterior, se lanza un proyectil desde una altura yg, que podemos
tomar como nula por simplicidad, una velocidad en médulo vy pero con
una inclinacién horizontal de valor ¢ respecto de la horizontal, y
ascendente. Entonces, las caracteriscticas de este lanzamiento son:
@ Aceleracién a, = —g m/s?, en el je Y.
@ Velocidad inicial constante con valor vo de médulo e inclinacién ¢
respecto la horizontal (positiva).
© Altura inicial hg, que podemos tomar nula por simplicidad en un
analisis desde el punto de lanzamiento (suelo).

Eje X : Eje Y :
ax =0 m/s? a,=—g, g=9,8m/s?(Earth)
vy = const. = vycos m/s | Vy = Voy — 8t = vosing — gt m/s

1
X = Vxt = vptcosy y:h0+VOSin§0t*§gt2
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Tiro parabdlico oblicuo(ll)

Vectores :
i=—gj m/s?
vV

= Vi + vyj = vpcos i + (vosing — gt)j m/s

e - e . 1 ,\~»
x(t)i + y(t)j = vot cos pi + y0+vot5|n<,o—§gt j m

~

Podemos calcular la altura maxima, si hy, (v, = 0):

vy =0 — t(hm) = VOS;”“’

Si la altura inicial es cero, el tiempo del alcance maximo X, es el doble de
éste (y solamente si la altura inicial es cero):

2vg sin
t(Xm, yo = 0) = Z0°20%

2 =2t(Ynm)

Autor (JFGH)
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Tiro parabdlico oblicuo(lll)

Si la altura inicial no es cero, el tiempo del alcance maximo se calcula con

1 1
(yo + vtsing — 2gt2> = 0, es decir, Egt2 —vpsinpt —yp =0

Vo sinp £ \/vo2 sin? © + 2gyo
g

El alcance maximo y la altura maxima para yg = 0 resultan ser:

t(Xm7YO) =

2v§ Sin ¢ cos ¢ vg sin 2¢ vg sin?

X, =

" g g 2g
de donde se obtiene que el alcance maximo para vy fija se da para
w=45°=m7/4rad,ysi hg = 0:

iV e e e .o
Vs = vi(t(Xm))i + v (t(Xm))j = o cos pi — vgsingj m/s

)Ym:
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Tiro parabdlico oblicuo(IV)

El angulo de entrada en el suelo es igual y de sentido opuesto al de salida

tanfs = tan W tan(—p) =tan(—¢) = s = —p

Vx

Si la altura inicial no es cero, el alcance y altura maximos son iguales a

vg Cos (p sin ¢ + vy cos cp\/vg sin ¢ 4 2gyo
g

Xm(y0) = wo cos pty =

2.2
v§ sin© ¢
Ym(%0) = yo + 2"

La ecuacién de la trayectoria de este movimiento es:

gx>

=yo+xtanyp — ———5—
y=x 4 2vZ cos?
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Tiro parabdlico oblicuo(V)

El angulo de entrada en el suelo es igual y de sentido opuesto al de salida

tanfs = tan W tan(—p) =tan(—¢) = s = —p

Vx

Si la altura inicial no es cero, el alcance y altura maximos son iguales a

vg Cos (p sin ¢ + vy cos cp\/vg sin ¢ 4 2gyo
g

Xm(y0) = wo cos pty =

2.2
v§ sin© ¢
Ym(%0) = yo + 2"

La ecuacién de la trayectoria de este movimiento es:

gx>

=y +xtanp — ————
y=x 4 2vZ cos?
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Composicién de 2-3MRUA

Si tenemos dos MRU en dimensién d = 2 (plano), en el espacio d = 3, o
mas generalmente en D dimensiones, el problema es descriptible de forma
sencilla en forma vectorial (mas laboriosa en forma paramétrica segin el
namero de dimensiones por tener que escribir mas)

d=axi+ayj+ak m/s2

Integrando la aceleracion y la velocidad se tienen las velocidades y posicién
instantaneas:

\7:\70+/5dt:\70+§‘At

1
F:B+/\7dt:6+/\70dt+//5dt=70+\70At+25At2

o equivalentemente

AF=F— iy = VoAt = <V+V°> At
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Composicién de 2-3MRUA(II)

En paramétricas:

a, = constant. Vi = Vox + axAt

. B , . B
Aceleracién ¢ a, = constant’. , Velocidad ¢ v, = v,, + a,At
a, = constant”. Ve = Vor + a; At

1
X = Xp + Vox At + EaXAt2

. 1
Posicion ¢ y = yo + voy A + 5ayAt2
1
Z = 7y + Vo At + EazAt2

El médulo de la velocidad, posicion y aceleracién se calculan como

habitualmente:
V= vi+vZ+vi=v

&l =y/a2+a2+a2=a
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MCU

Se trata de un movimiento plano, con unas caracteristicas especiales. Hay
que definir unas nuevas magnitudes angulares analogas a las lineales.

Velocidad angular media e instantanea
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MCU(I1)

Generalmente, se usan los grados sexagesimales o los radianes en Fisica
para magnitudes angulares. En casos excepcionales, se definen también los

grados centesimales o gradianes(gones). La equivalencia entre estas escalas
es la siguiente:

27 rad = 360° = 4008

Aceleracién angular media e instantanea

I
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MCU(II)

Habitualmente se usan las unidades de las revoluciones por minuto (r.p.m.)
o también los ciclos (vueltas) por segundo (c.p.s.) para la velocidad angular:

1 27 rad
r.p.m = ———
P 60s

27 rad
le.ps.= ——
s

Los angulos son adimensionales en general, mientras que las dimensiones
de w, @ son T, T2, respectivamente. Las relaciones entre magnitudes
angulares y lineales son como sigue. Si para una circunferencia s = 6R,
infinitesimalmente ds = Rdf y a nivel incremental:

As = AOR < Arco = (Radio)(Angulo)
v =wR
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u(Iv)

A nivel diferencial en la circunferencia, dv = dwR, luego a nivel incremental
Av = AwR

de donde dividiendo por AT:

a=a =caR

En un MCU no hay aceleracién tangencial pero si una aceleracién ligada al
hecho de la variacién de la direccién de la velocidad lineal: la aceleracion
centripeta a. = v?/R = w?R. Las ecuaciones del MCU seran pues:

o Aceleraciones: a; = 0m/s?, o = Orad/s?, a. = w?’R = v?/R.
@ w = constant.

0 v = o+ wAt & Af = wAtL.
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MCU(V)

En el plano, se puede escribir la ecuacién del MCU en forma vectorial como
sigue:

(t) = R cos(wAt + 0o)i + Rsin(wAt + 6p)j m

La velocidad lineal y la aceleracion resultan ser:

V = —Rwsin(wAt + )i + Rw cos(wAt + 6)j m/s

7= —Rw? cos(wAt + 0p)i — Rw?sin(wAt + bp)] m/s? = —w?F
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MCU(VI)

En el MCU también se definen los siguientes conceptos:

@ Periodo T: Tiempo que tarda en dar una vuelta completa u
oscilacién. ’ T=271/w= l/f‘.

@ Frecuencia f: Namero de vueltas dadas en cada segundo.w = 2nf,
f =1/T. Las unidades de la frecuencia (no confundir con frecuencia
angular w) son los s~! o hertzios (Hz).

© Namero de vueltas N general. N = Agp/27.

@ Namero de onda (variable de movimiento arménico simple,
proyeccion sobre una linea del MCU): k = 27/ (unidades m~1). La
longitud de onda X es el periodo espacial de un MCU que sea
periédico en el espacio y no solamente en el tiempo como el MCU
(movimiento ondulatorio sinusoidal o arménico). También se define

k=7= X como el reciproco de la longitud de onda, o el nimero de

vueltas u oscilaciones por metro (no angulares).
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MCUA(1)

Caracteristicas: trayectoria circular, a = constant.rad/s?, y aceleraciones
tangencial y centripeta no nulas, con valores dados por las relaciones
usuales a; = aR = constant # 0, a. = w?’R = v?/R.

Ecuaciones del MCUA
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MCUA(II)

Para el MCUA, las componentes intrinsecas y la aceleracién total resultan
ser igual a

Aceleraciones del MCUA

a=a+aloa=/a2+al (155)

ac = w?R no constante (156)

a; = aR constante (157)

o = constante rad/s® (158)

a=\/(«?R)? + (aR)? = Rv/a? 1 (159)
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—

r,v,aen 2d y mas alla

En cualquier movimiento plano, podemos escribir el vector de posicién

como sigue:

r=ri, = |r\d,

(160)

donde &, es un vector unitario radial. Si el movimiento sigue una curva, en
coordenadas polares (r,6) podemos escribir el vector anterior de otra forma

r,0)=ra,=r <cos€7+ sin Hf> = rcos i + rcosfj

(161)

y de aqui se tiene que 7 es una funcién de dos variables (r,6), y que el

vector unitario es

iy = — = cos i +sin0j = 7,(0)

Autor (JFGH)
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r,v,aen 2d y mas alla(ll)

De este vector, derivando respecto del angulo, se obtiene el vector tangente
ip por diferenciacion respecto del angulo:

qiqi_,ialjridgri o = T’i—»
p=li=0r= 55 =0 = —sin i + cos b = up(0) (163)

Por necesidad del calculo posterior, podemos calcular también la derivada
segunda de , respecto del angulo:

5, _ 0ty _ di
002 06  db

= —cosfi —sinfj = —ii,(0) (164)
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r,v,aen 2d y mas alla(lll)

A partir del vector = rii,, por derivacién respecto de la componente
temporal, deducimos que:

dr dr d iy

- 165
gt~ at" T dr (165)
Usando los resultados anteriores, tendremos que
L dr dr ou, do - L LS
v:E:aur—i—raera:vrur+v(9ue:vr+v@ (166)
es decir
. . . o dr do _,
V=Vl + vglly =V, + Vp = Eur—l-raue (167)

que es logico y natural.
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r,v,aen 2d y mas alla(1V)

Y

@ Un movimiento 2d tendrd componente radial y tangencial de la
velocidad.

@ Podemos identificar en la férmula anterior la velocidad angular
w = df/dt, y la velocidad tangencial vy = wr, como sabemos de
cursos elementales.

@ Derivando de nuevo esta expresion, nos permitirad deducir la expresién
de la aceleracién 2d y sus componentes.

@ También calcularemos como curiosidad final el jerk o sobreaceleracion.
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r,v,aen 2d y mas alla(V)

Derivando de nuevo respecto del tiempo:

s—d—‘?—&*Jrﬂderi 25 (168)
“ gt @ g Ta T

se obtiene que

d?r

dr.  drod.do  drdo. & dodip
dt2 " dt 90 dt = dt dt

g + g lo+ r g ~ar

7= (169)
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r,v,aen 2d y mas alla(Vl)

o bien
g Pry drdoL drdo. 0. d0omdo o
a2 dt dt dr dt 0T T gr dt 00 dt
esto es 9 0 29 9 9
d<r _, drd d do d
3 u,+ 2 — (—u, 171
I= g+ 2 g Ut rgm e+ rg g (20) (171)
o también
d?r do do dr do d26
F= (" —r )+ (25 4o ) i 172
? <dt2 rdtdt>u+< dtdt+rdt2>u9 (172)
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—

r,

V,aen 2d y mas alla(VII)

Equivalentemente

a(t) = ﬁ—r do i uy + 2gd—‘9+rﬁ Up = ar Uy + ag U
| a2 dt r dt dt | dr2 )0 T crir a0t

(173)

@ Esta expresion es la generalizacion 2d de la relacion habitual
3= apl, + a-u; = a, + a. para el MCU y MCUA, ya que incluye
estos casos como limites r = constante.

@ Observamos que en el caso mas general de un movimiento plano, la
componente radial (o normal) es la diferencia de la aceleracién radial
hacia el exterior y la aceleracién centripeta o normal a. = —rw?,
donde el signo significa que la aceleraciéon normal va dirigida hacia el
centro u origen del vector de posicién (o del circulo osculador en el
caso curvo general).
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r,v,aen 2d y mas alla(VIII)

Y

La componente tangencial tiene un término adicional en el caso de que el
movimiento tenga un r no constante, ademas del término de aceleracion
tangencial usual a; = ar. El término adicional se llama aceleracién de
Coriolis, y vale como vemos ac,r = 2(dr/dt)(d6/dt) = 270. Este término
es nulo para el MCU y MCUA, pero no para movimientos arbitrarios
generales. La altima ecuacidn puede escribirse en términos vectoriales
abstractos de la siguiente manera

a(total) =a, — W x (I X F)—20xrFr—axr (174)

cuyas componentes se denominan aceleracién inercial, aceleracién
centripeta, aceleracién de Coriolis y aceleraciéon de Euler o tangencial.
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r,v,aen 2d y mas alla(Ix)

La derivada angular tercera del vector radial reza
03, o4y
203 00

Se puede demostrar, por diferenciacion directa, que el jerk del movimiento
plano resulta ser igual a la expresién siguiente:

=sinfi — cos ] = —ip (175)

= JrlUr + JjoUpy (176)

donde

=20 3T (D) 3, VT T 342 3440 177
J dt3 dt \ dt rdt dt? resr 3 (177)

d3r 3dr<d0)2 3d0d29
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- —

Frov

,a en 2d y mas alla(X)

; 3d2r do dr d?0 d30 <d9
0 — -

3
d2dr Cdide T ds dt) 370 +3r0 +r6 —ro

(178)
que es la ecuacion del jerk en coordenadas radial-tangencial.
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies

En la geometria diferencial de curvas y superficies se definen en general los
vectores unitarios tangente, normal (para curvas) y tangente, normal y
binormal (para superficies). En el caso de curvas, se tienen las relaciones
elementales

= |V|d; = vé, (179)

donde iy = € = 7 es un vector unitario tangente a la trayectoria de {t).
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies(I1)

Al derivar en funcién de s, el parametro de arco o curva, con v = s = |V,
se define un referencial o sistema intrinseco plano con los vectores unitarios
tangente y normal &, €,. La curvatura se define como:

1 |Vxa
= — = ]_
R V|3 (180)

Aqui, €, = A = i, es un vector unitario normal(ortogonal) al circulo
osculador o la curva en un punto. La torsién se define como la cantidad:

p det(7.53)
T=o=—"_/ 181
Rt |V x a]2 (181)
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies(I11)

Se prueba de forma sencilla, dado que 7 = 7(A(s(t))), ds = Rd,7 = 7,
v = ds/dt, que:

5’_ﬂ_ﬂ7‘—’+ E_Q*Jr @@é ﬂ“jLViz" (]_82)
T dt " Vdr di " Voosdt  dt R

R
. . LR vV, v
De esta ecuacion, derivando una vez mas, usando que i = —ET, T = En
se puede demostrar la ecuacién del jerk siguiente:
- d3 d [dv v2
= — = —ﬁ 183
I =t T ar (dt + > (183)

jt) = <\7—‘£>F+I‘; (3\7—‘;5) i (184)
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Célculo y geometria diferencial de curvas y superficies(1V)

O bien, compactamente,

- v\ L 1[d (VN L L
jlt) = (v R) T+ [dt <R>} A= jrT + jofl (185)

que es la expresion del jerk en coordenadas tangencial-normal.
@ Para una curva C se puede definir un triedro intrinseco llamado triedro o
referencial de Frenet-Serret con los vectores 7, ii, b, donde b = 7 x .
O Aqui es importante sefialar que como sabemos s(t), podemos calcular
t(s), y entonces calcular r(s) = r(t(s)).

g

. T
O Como sabemos que 7 = —, entonces:

1 d [/dr d*r
“—R—ds<ds>—dsz (186)
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies(V)

Para el vector normal, se define

ds (187)

Definido el vector binormal b = 7 x 7, pueden calcularse también las

cantidades:
ar
d7 dii db B g (7
T dn n .
Tl =1 == 1
(ds’ ds’ ds) ds, ds . (188)
@ b
ds
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies(VI)

O Se puede demostrar que las definiciones de los vectores 7, 7, b implican
las ecuaciones siguientes, denominadas ecuaciones de Frenet-Serret:

7\’ 0 k 0 T 7_%‘:/‘“7
nl =|{-~ 0 T Nl < <n=—kT+Th (189)
b 0 —-T 0/ \b b= TP

Q La version multidimensional de estas ecuaciones se escribe a
continuacién en forma matricial:

, 0 Xl(S) 0
€1 . . €1
3 ISTTETH et O i | (100)
e; 0 X,,,l(s) en
0 —X,,_l(s) 0
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Calculo y geometria diferencial de curvas y superficies(VII)

@ Tanto para curvas como para superficies, es posible tener curvatura no
nula, y torsién nula.

@ Lo contrario no es posible: una torsién no nula implica necesariamente
una curvatura no nula.

@ La existencia de torsién implica que la curva no es plana y tiene otra
dimension.

@ La torsién (curvaturas de alto orden) implica generalmente
hiperdimensionalidad.
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Recuerda: Calculo de la curvatura en 3d(2d)

La curvatura K y el radio de curvatura R de una curva parametrizada por
un elemento de arco ds mediante r{s) se calcula con la expresion:

K—l— &24_ ﬂ2+ &2— sz
R ds? ds? ds2 ) | ds2

También puede calcularse si parametrizamos con el tiempo mediante el
tiempo r(t) con la férmula equivalente:

Curvatura y radio de curvatura para r(t)

e ’ dr d?r
1 |vxal g “dre
K=—
ROopP e
dt
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Recuerda: Calculo de la torsion en 3d(2d)

La torsion T y el radio de torsién 7 de una curva parametrizada por un
elemento de arco ds mediante r{s) se calcula con la expresion:

T_—_Rz dr if'xdr
ds ds2 ~ ds3

T

R? det(7(s), F(s), rﬁf(s))

También puede calcularse si parametrizamos con el tiempo mediante el
tiempo r(t) con la férmula equivalente:

Torsién y radio de torsién para r(t)

1 (n8) |G @@

T |vxal’ |7 x &
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Contenido

@ Dinamica
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Dinamica y fuerzas(!)

La Dinamica es la parte de la Mecanica que estudia el movimiento

atendiendo a las causas que lo producen. Esas causas o interacciones son
las fuerzas:

Fuerza (The Force)

Fuerza es todo agente o causa que es capaz de modificar el estado de
reposo o movimiento rectilineo uniforme de un cuerpo.

Inercia (Inertia)
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Dinamica y fuerzas(ll)

@ Hay tres medidas de la masa “clasica™: la masa inercial m;, la masa
gravitacional activa M, y la masa gravitacional pasiva mj.

@ El hecho empirico no refutado de que las tres sean idénticas
(mj = Mg = mg) se llama Principio de Equivalencia, y tiene diversas
extensiones y formulaciones que ain son investigadas y debatidas en la
Fisica al mas alto nivel.

© Galileo fue el primer cientifico en indicar que la caida libre en un
campo gravitacional era independiente de la masa y constitucion del
objeto, algo que contradecia claramente los fundamentos de la Fisica
aristotélica.

@ A nivel cuantico, el concepto de masa es mas sutil, también debido a
que la relatividad especial confiere propiedades equivalentes a materia
y energia, puesto que son intercambiables mediante la relacién
E = mc?.
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Dinamica y fuerzas(l!1)

Masa inercial y gravitacional

La masa inercial es una medida cuantitativa de la inercia, que depende
de la fuerza y aceleracién que produce sobre un cuerpo:

La masa gravitacional activa se obtiene de la teoria de campos me-
diante el teorema del flujo de Gauss, y la masa gravitacional pasiva
es la que mide el peso de un cuerpo en un campo gravitacional g:

Fe =P =mgg, ¢g:/§-d§:—4wc;,\,/vlg
S
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Dinamica e impulso(l)

Impulso

Se llama impulso, impetu, cantidad de movimiento, simplemente mo-
mento lineal (este altimo término es el mas frecuente actualmente,
circa 2020) o momento, a la magnitud vectorial

p=mv, unidades: kg-m-s '(N-s). [MLT ']
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Dinamica e impulso(ll)

La importancia del impulso o momento es que p es una magnitud
conservada en cuerpos aislados, o invariantes bajo traslaciones en el espacio
segln el teorema de Néether (la invariancia traslacional espacial implica la
conservacién del momento).

René Descartes sobre los movimientos de cuerpos libres: el movimiento es
perpetuo y en linea recta.

Newton: sobre los cuerpos libres indica que se quedan en MRU o en

reposo solamente si no hay fuerza externa neta. Establece las tres leyes de
la Dinamica.
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Dinamica e impulso(lll)

Primera ley de Newton (Ley de inercia de Galileo).

Es una reformulacién del Principio de Inercia de Galileo. Segin la
primera ley de Newton, todo cuerpo o sistema que esta en reposo,
o en movimiento rectilineo y uniforme, permanece en reposo o en
MRU mientras no actiie ninguna fuerza. Equivalentemente, se puede
enunciar como sigue: en un sistema de referencia inercial (MRU) son
validas las leyes de Newton de la Dinamica. También, existe al menos
un sistema de referencia (inercial), donde el objeto o sistema se mueve
“en linea recta” conservando el momento.
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Leyes de Newton(l): comentarios

Comentario: algunas veces se “deduce” la primera ley de Newton de la
segunda ley de Newton. Es incorrecto.

@ Sin la primera ley antes enunciada, no se puede deducir a priori que de
F = 0 no haya aceleraciones. De hecho, en sistema de referencia no
inerciales aparecen fuerzas “ficticias’”.

@ Ademas, la primera ley dice algo mas que simplemente esa
implicacién. Indica que si estd en reposo permanece en reposo, y si
estd en MRU, queda en MRU si no hay fuerzas.

@ Un cuerpo podria experimentar no fuerza instantanea, ni velocidad, y
adn asi empezar a moverse (por ejemplo, si aplicasemos un jerk
continuo y no nula en un instante).

@ La primera ley elimina esa opcién porque por su enunciado implica que
la constante de movimiento debe ser la misma para el cuerpo o
sistema.

@ Algunas veces, el primer principio actiia de forma que el jerk seria no

continuo.
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Leyes de Newton(ll): comentarios

@ La descripcion de todo movimiento depende del observador y el
sistema de referencia elegido.

@ Pero en una clase especial de sistemas de referencia, valen las leyes de
Newton (las 3).

® El movimiento tiene en cuenta que los objetos cambian. Los sistemas
de referencia en reposo o con velocidad uniforme (constante) se
llaman sistemas inerciales.

@ Otros sistemas de referencia, denominados no inerciales, estan en
rotacién y poseen aceleracién de algin tipo.

@ Se usa también como sinénimo de sistema de referencial la palabra
referencial.
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Leyes de Newton(lIl): comentarios

Segunda ley de Newton (Ley fundamental de la Dinamica).

La segunda ley de Newton o Ley fundamental de la Dindmica sefiala
que la fuerza externa total sobre un cuerpo o sistema es igual a la
variacion del momento del objeto o sistema. Matematicamente

= _\N"g_ 9
F_ZF,_ 5

1

Si la masa es constante, se puede reexpresar como

F=> F=ma
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Leyes de Newton(lV): comentarios

@ La fuerza es una magnitud vectorial que se mide en newtons N, y
tiene dimensiones de [F] = MLT 2. Una fuerza es cualquier accién o
interaccién capaz de modificar el estado de movimiento de un cuerpo
(MRU o reposo).

@ Una fuerza implica una interaccién entre cuerpos o particulas
diferentes. Estas interacciones no requieren a priori contacto.

© El efecto de las interacciones es: 1) Una interaccién puede cambiar el
sentido, direccién y velocidad (momento) del cuerpo/sistema, 2) Una
interacciéon puede deformar un cuerpo/sistema.

@ Las fuerzas son interacciones entre cuerpos. A nivel finito incremental,
la segunda ley puede también reescribirse como

—_—
T At
Si no hay fuerzas externas, el momento se conserva

dt
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Leyes de Newton: comentarios

Observacién: en movimiento de cohetes y proyectiles, o bien en sistemas
de masa variable, hay que usar con cuidado la segunda Ley de Newton.
#5Ejercicio: investigar la ecuacién de los cohetes, su origen y su
relevancia. Estudiar su manejo en diversas situaciones y su derivacion.
i Es coherente la ecuacion de los cohetes con la segunda ley de
Newton?

Como la fuerza es un vector, su composicién debe realizarse mediante
vectores. Si hay dos fuerzas f;, f, y las componemos, se tiene que

i=f+h
7P =1 + AP

F? = F}+ F; +2FFycos o = (F1 + F)?
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Leyes de Newton(V): comentarios

Tercera ley de Newton (Principio de accién-reaccion).

La Tercera ley de Newton, o principio de accién-reaccion, sefiala que
si un cuerpo aplica una fuerza sobre otro, éste reacciona ejerciendo
una fuerza igual y de sentido opuesto. Matematicamente

F(1—52)=—-F(2—1)
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Leyes de Newton(VI): comentarios

Importante: las fuerzas de accién-reaccién actiian sobre cuerpos
diferentes, no sobre el mismo cuerpo. El impulso de una fuerza

= Ap = FAt puede ser finito o instantaneo. Las aplicaciones de las leyes
de Newton son miltiples:

o

e o0

Cuerpos en equilibrio (Estatica): cuerdas, masas, planos inclinados,
peraltes, campos eléctricos, campos magnéticos,. . .

Cuerpos en movimiento (cuerdas, masas,. .. )

Procesos de colisién o choques (que conservan el momento y/o la
magnitud denominada energia cinética, vis viva).

Movimientos de cohetes, proyectiles y fluidos.

Fuerzas elasticas y gravitacionales. Fuerzas electromagnéticas. Las
fuerzas nucleares son dificiles de modelar segin la fisica newtoniana,
aunque pueden elaborarse modelos aproximados cuasiclasicos de la
interaccion nuclear fuerte o débil.

Movimientos de resortes, y de campos clasicos. Analisis de fuerzas
fundamentales y de deformacién o contacto.
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Fuerzas(l)

@ Las fuerzas fundamentales conocidas, exceptuando la actual (circa
2020) desconocida fuerza ligada a la energia oscura y constante
cosmoldgica, son 4: fuerza gravitacional, fuerza electromagnética,
fuerza nuclear débil y fuerza nuclear fuerte.

@ A nivel cuantico, estdn mediadas por particulas mensajero o bosones
gauge llamadas gravitones, fotones, bosones W'y Z, y gluones.

@ Se puede considerar que el campo de Higgs, o dador de masa de las
particulas elementales (el protén y los nucleones obtienen su masa de
objetos compuestos por un mecanismo diferente debido a la
interaccién fuerte) puede considerarse otra interaccién fundamental
que da origen a la masa de particulas.

@ Por tanto la masa puede entenderse también como interaccién entre
campos cuanticos.

@ De hecho, para cualquier particula, podemos escribir que su valor de
masa es el valor de su acoplo de Yukawa y el campo de Higgs por el
valor del campo de Higgs en el vacio, que no es nulo, en la forma

m = gy H).
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Fuerzas(Il)

Las fuerzas fundamentales, entonces, tienen unas constantes de fuerza
caracteristicas:
o Fuerza gravitacional: Gy = 6,674 - 1071 Nm? / kg?.
o Fuerza eléctrica: K¢ = 1/4meg = 9 - 10°Nm?/C2.
o Fuerza magnética: K, = 2Ky = Z—i, permeabilidad magnética
po =4m-107"T - m- A~! (unidades equivalentes N/A2, H/m, donde

H es el henrio). Aparece en la ley de Ampére Tm = 2KA¥.

r
: Kce?
@ Electromagnetismo: o = <

~ 1/137, donde la dltima igualdad es

a escalas de energia ordinarias. La constante de estructura fina « es
renormalizada a altas energias (distancias pequefias).
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Fuerzas(I11)

@ Interaccién nuclear débil: constante de Fermi
co_ Gr _ V2g* _V2?
7 (he)®  8M2,c* 8ED,

@ Valor esperado del campo de Higgs en el vacio, v.e.v.:

=1,166 - 107> GeV/ 2

~1/2
(H) = v = (\/§G2) = 246,22GeV
A nivel de arbol, en el Modelo Estandar (ME/Standard Model,SM),

0. e
GP ~

M2
s (1)
2
Mz
Esta expresion se simplifica usando el angulo de Weinberg
0 T

F= ,
\ﬁMﬁv cos? Oy sin® Oy
g2
@ Interaccién nuclear fuerte: g5 6 h—s =g~ 1.
c
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El MAS(1)

El movimiento de cuerpos bajo una fuerza recuperadora o elastica, tipo ley
de Hooke:
Fe = —kr

produce un tipo de movimiento llamado movimiento arménico simple
(MAS) que ya hemos comentado previamente en estos apuntes y notas. La
descripcion de un MAS en una dimensién espacial y temporal es
relativamente simple. Se determina la elongacién x(t) de tipo sinusoidal

x(t) = Asin (wt + o) = Bcos (w't + ¢p)

Se puede ver que, el MAS, es en realidad la proyeccién sobre una recta de
un MCU, donde A = B es la maxima elongacién, que se llama amplitud.
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El MAS(II)

Podemos calcular la elongacién sobre el eje X o el eje Y (x(t), y(t)), o mas
generalmente, la proyeccién sobre cualquier eje o recta en un espacio
multidimensional arbitrario X,(t). w es la velocidad angular o pulsacién,
constante en un MAS, t es el tiempo (generalmente unidimensional), ¢g es
la fase inicial, ¢ = wt — g es la fase, T =27 /w es el periodoy f =1/T
la frecuencia. Recordad que para el MCU teniamos:

x = Rcos(wt + ¢o)

y = Rsin(wt + o)
de donde se sigue la semejanza y dualidad entre el MAS y el MCU. EI MAS
es un movimiento periédico, ya que x(t) = x(t + T) = x(t +nT), con n
entero. Para ver el origen del MAS derivado de la ley de Hooke, en una
simple dimensién, se tiene que:

ma = —kx
por tanto
ma+ kx =0
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El MAS(II)

k
at+—x=a+wx=0
m

de donde se sigue que w = \/k/m, o k = mw?. La resolucién de la
ecuacion diferencial ordinaria

d?x 5
— +wx=0
dt?
produce efectivamente
x(t) = 1€t + et = acoswt + bsinwt = Asin(wt + ¢q)

Derivando respecto al tiempo

dx dv )
v(t) = pri Aw cos(wt + ¢g), a(t) = pr —Aw? sin(wt + o)
lo que efectivamente satisface a + w?x = 0. La fase inicial se puede fijar
mediante condiciones iniciales sobre la elongacién, velocidad, aceleracién o
sobre la energia mecanica, cinética y potencial elastica de la particula que
realiza el MAS:
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El MAS(IV)

La elongacién, velocidad y aceleracién (y realmente cualquier derivada
temporal del MAS) se encuentran acotadas superior e inferiormente:

—A<x(t) <A
—Aw < v(t) < Aw
—Aw? < a(t) < Aw?

n
A < DX p
— dth
La energia cinética de un MAS es la cantidad:
1 1
E.= Emv2 = EmAzw2 cos?(wt + o) J

La energia potencial elastica (la fuerza recuperadora es conservativa y
deriva de una funcién energia potencial) es

1 1
E, = §kx2 = Emw2A2 sin?(wt + @) J
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El MAS(V)

La suma de energia cinética y potencial es la energia mecanica:

1 1 1
Em=E.+E,= 5mv2 = 5mAzw2 cos?(wt + o) + EmAzw2 sin?(wt 4 o)
de donde ) )
E,= Emsz2 = 5kA2 = constant

Que la energia potencial elastica es E, = kx?/2 puede deducirse de un
simple argumento geométrico del MAS. La fuerza recuperadora es
proporcional a la cantidad de deformacién o estiramiento x producido. Por
tanto, el trabajo realizado es el area bajo la curva F = F(x) = kx, que no
es mas que un tridngulo en la representacién F — x. El area es

W = F(x)x/2 = (kx)x/2 = kx?/2 = E,.
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El MAS(VI)

Este argumento es visible en la figura adjunta.

Fapp
Method A
g 1 1
& =1ph=1k
UIT 2 2 XX
_1
g W= = kx?
S
B Fam= % kx
§ Method B
W=fx= [% kx](x)
W= 1 kx?
X | b% i

Displacement = x

Figura 5: Derivacién geométrica de la energia potencial para la ley de Hooke.
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Fuerzas de rozamiento

En reposo, hay que vencer una fuerza de rozamiento estatico F. para lograr
que un cuerpo en contacto con otro empiece a moverse. La fuerza de
rozamiento estética es F, = peﬁ, donde N es la fuerza normal a la
superficie de contacto con el cuerpo. Una vez iniciado el movimiento, el
rozamiento disminuye un poco (debido a las interacciones entre superficie y
cuerpo/objeto). En tal caso, se habla de fuerza de rozamiento dinamica, y
se escribe l—:d = dN ,uN Habitualmente, en Dinadmica, se suele
considerar con mayor frecuencia el rozamiento dinamico, y no el estatico,
aunque los dos conceptos son relevantes e importantes. Ademas, se tiene
que
0<pg=p<pe<l

En general, pues B

F, = —uNe,
donde e, es un vector unitario (médulo unidad) en la direccién y sentido de
la velocidad v. También, en médulo, por tanto,

|Fa| <|Fel
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Fuerzas de rozamiento(l)

En fluidos (liquidos y gases), se tiene

Fr=—kv"&,
donde n=0,1,2,... es un entero generalmente. En fluidos viscosos, se
obtiene habitualmente

F, = —Knvé,

donde K es una constante de viscosidad geométrica, 7 es la viscosidad, y v
es el médulo de la velocidad. Las unidades de la viscosidad son

= [F)/ [ = J-s-m2 = MT — kg 571
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Fuerzas de rozamiento(l11)

Un caso particular de esta ley de viscosidad es cuando hay friccién en
esferas fluidas. En tal caso la expresién anterior se reexpresa mediante la
forma denominada Ley de Stokes

F, = —6mRnvé,
Si [R] = L, entonces 1 cambia la dimensionalidad previa a
M=J-s- m3=ML"2T1

Por lo tanto, hay que tener cuidado con el coeficiente K (R) de viscosidad
geométrica porque a veces lleva unidades de longitud.
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Fuerzas centrales

Usando la ley de Stokes, se puede calcular la velocidad terminal o limite en
el aire (despreciando el empuje y otros factores) como sigue:

F =ma= mg—6mRnv

Si a = 0, entonces la velocidad limite es

mg
= 6mRn
Vectorialmente se puede escribir también
. mg
= 6mRn
Una fuerza se dice que es central si
'E = Frgr

Es decir, una central es aquella que solamente depende de la direccién
hacia un punto C, en un linea, y se denomina centro de fuerzas. La
definicion de fuerza conservativa es mas sutil (intimamente relacioanda con

la tercera ley de Newton v la primera ley también en dltima instancia).
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Fuerzas conservativas

Se dice que una fuerza F es conservativa si cumple cualquiera de las

condiciones equivalentes siguientes (véase el apartado de trabajo y energia
mas adelante):

@ F=_—VE,=—VU. Aqui V es el operador de derivadas parciales
V = 0;, en componentes cartesianas y 3d:

v - (8}(7 8_)/, 82)

@ V x F =rotF =curlF =0. Aqui el rotacional es un producto
vectorial (en 3d). En dimensiones superiores a 3, hay que usar el
producto exterior A o la derivada exterior F = dA, en ocasiones con el
operador estrella de Hodge *, para generalizar este concepto de
rotacional y producto vectorial. El producto vectorial esta restringido
dimensionalmente, como operacién binaria, a espacios de 3y 7
dimensiones; como operacién n-aria hay restricciones también. El
producto exterior se define para espacios de cualquier dimensién p < n.
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Fuerzas conservativas(Il)

o

(%]
(5]

El trabajo para llevar una particula desde un punto inicial A a otro B
no depende del camino sino solamente de la posicion de Ay de B.

W, (A, B) = W./(A, B) =

El trabajo anterior se puede escribir como menos la variacién de la
funcién energia potencial:

B
W, (A, B) = —AE, = Ep(A) — Ep(B) = _/A F-dr

El trabajo para ir y volver al mismo punto no depende del camino y es
igual a cero:
W, (A,A) =0, Vv

WW_%ﬁ di=0 Yy

La variacién de energia mecanica es nula AE,, = 0J.
La energia mecanica permanece constante, i.e., E,, = constant J.
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Fuerzas conservativas(I11)

Fuerzas elasticas/césmicas

Para muelles, osciladores, que no superar el limite de elasticidad de
su estructura atémico-molecular:

F. = —kAF, Fp = +AAF

Dimensiones: [k] = MT =2 = [A].

Fuerza gravitacional y peso

= M
Fv=—Gn—pé = —G
r

J
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Fuerzas conservativas(IV)

Fuerza eléctrica

Para el espacio euclideo tridimensional (o el espacio-tiempo
cuadridimensional), las constantes de gravitacion universal y de Coulomb
para masas y cargas puntuales valen respectivamente

1
Gy = = 6,674 - 107X Nm? / kg
47rg0

1
Kc = —— =899 -10°Nm?/C?
4reg

_ _ . 10-12¢C2 / Nm?
€0 InKe 8,85-107°C°/Nm 7

o F = = El= DA
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Fuerzas conservativas(V)

g0 =1,19 - 10%kg?/Nm?

4Gy
Igualando la fuerza eléctrica coulombiana a la gravitacional newtoniana,
para @ = gy M = m, a igual distancia, se sigue que

Q\° Gv (Q\_ |Gn ,, . [Kc
() ~ % (M>—\/KC’M—Q\/GN

De la relacién habitual entre las permitividades eléctrica y magnética en el
vacio
C = — = = —
oo 1o Kim
si usamos la cuantizacién de Dirac Q.Q,, = 27N, se sigue que un

monopolo magnético N = 1 tendria una masa

K
M — gocy ) HO 1,17 .10 8kg

M = 2mqec G

Gy
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Fuerzas conservativas(VI)

Esta masa es similar a la masa de Planck, que también se obtiene por otro
camino: igualando la escala de longitud cuantica dada por la longitud de
onda de de Broglie/Compton (fotén o cuanto de energia con momento
Mec) con la mitad (por comodidad) del radio de Schwarzschild

h GyM hc

Mc 2 P~

~ 10" 8kg

La longitud de Planck, distancia fundamental a las que se espera la
unificacién de la gravitacién con la teoria cuantica sale con

h GyM Gnh Gnh
_ 42 NV o 2 _ YN _ N -35
LCLG—LP%W C2 —LpﬁLp—?ﬁLP— ?Nlo m
El tiempo de Planck es igual a
Gnh
T,=Ly/c= N 107235
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Algunas expresiones tiles

Ademas, el absement o ausicién de Planck es
A=L,T,~10"®m-s

Algunas expresiones de energias potenciales para fuerzas habituales son:

M
e Energia potencial gravitacional E,(g) = —GN—m. A baja altura,
r
adopta la expresion E, = mgh = (—mg)(—h).
e Energia potencial eléctrica Ey(el) = KC@.
2

] RV X )
e Energia potencial elastica Ep(elas) = — 7 0 mas generalmente se

1
escribe también AE.(elas) = §kAX2'
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Aplicaciones de leyes de Newton(l): el trineo

Supongamos un coche o trineo se mueve por superficie horizontal, con
coeficiente de rozamiento  dinamico.

Figura 6: Fuerza sobre un coche o trineo.

Entonces:
F—uN
ZF:F—F,:ma,de donde, a= 2
m

Como N = P = mg, entonces

F—umg F
a=——"—"""—"=——lug

m m
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Leyes de Newton(ll): maquina de Atwood simple

a
M, \L my
mlg

Figura 7: Maquina de Atwood.

Despreciando la masa de la cuerda, la maquina de Atwood simple (polea de
masa despreciable y dos masas) con masas my, mp (mp > mj) plantea las
siguientes ecuaciones para las masas y el sistema:

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 239 /355



Leyes de Newton(ll): maquina de Atwood simple(l1)

Masal: T—Py=T—mg=ma
Masa2: P, — T =mog— T = mpa

Sumando y resolviendo par la aceleracion y tensién, resulta:

_ (ma—m)g
my + mp

2
T mimag
my + my

La hipétesis de la igualdad entre tensiones es consecuencia de la condicién
previa de que la masa de la cuerda es despreciable. En caso contrario, con
una densidad lineal (masa por unidad de longitud) A = M/L para la
cuerda, Ms = AL, y la ligadura x + y + 7R = L ha de ser tenida en
cuenta (R es el radio de la polea). x, y estan relacionados con los centros
de masa mediante P(1)) = Agx, Ps(2) = A\gy.
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Leyes de Newton(ll): plano inclinado(l)

En un plano inclinado () grados respecto la horizontal, tenemos un cuerpo
de masa M. Al descender tendra aceleracién si le dejamos caer con
velocidad inicial nula. Aplicando las leyes de Newton y fuerzas sobre cada
eje (tomamos el sistema solidario con el cuerpo):

EjeX:ZFX:maX, Py = may mgsing = ma
EjeY:ZFy:O N =P, = mgcosy

N = P, = mgcosy

de donde
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Leyes de Newton(lll): plano con rozamiento
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Leyes de Newton(IV): plano con rozamiento(ll)

Una variante de este problema es si en lugar de bajar, sube por una fuerza
externa F. En ese caso tendremos:

EjeX:ZFX:maX, F—Py—F,=ma, F—mgsing —uN = ma

EjeY:Y F,=0 N=P,=mgcosg
de donde

F .
a=_ —gsiny—pgeosy

N = P, = mgcosy

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 243 /355



Leyes de Newton(V): plano con polea(l)

Una variante del plano inclinado tiene una polea vertical, de la que cuelga
una masa my. En el plano inclinado con la cuerda esta un cuerpo de masa

my < my. Si el movimiento es hacia la polea vertical porque m; > my es la
que dicta el sentido de movimiento, entonces, para el cuerpo 1:

EjeX:> Fe=ma, 0=0,a,=0EeY:Y F,=ma P—-T=ma
Para el cuerpo 2:

Eje X: Y Fc=may, T —Py=T—mgcosp=ma
Eje Y : ZFy =0 MNo = P>, = mprgcosyp
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Leyes de Newton (V): plano con polea(ll)

. mg—T =ma
Sistema de masas{ 1€ 1

— Mmpg cosy = mpa
La resolucién produce

(m1 — mycosp)g
my + mp

a =

mig(my — macosp mimag (1l + cos
T =m(g—2a)=mg- (m1+m2 - m1(-|-m2 )

Si el sentido fuera el contrario (por el opuesto valor numérico de las
masas), el replanteamiento da:

. g(m2 Cos ¢ — ml)

my + mp
mig(mocosp — m myimyg(1l + cos
T = mi(g+ a) = mg 1 M8m2cose —m) _ mumoe( %)
m1 + mo m1 + m»>
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Leyes de Newton(V): plano con polea(lll)

Si incluimos un rozamiento en el plano, tendremos las ecuaciones algo mas
complicadas pero igualmente resolubles. Suponiendo un movimiento hacia
el plano, donde estda m; > my ahora, para el cuerpo 1:

Eje X: ZFX =may, Pix— T —F1=ma
migsing — umigcosp — T = mia

EjeY:ZFyzo Pr=mg Ny =Py, Fri=vN=pmigcosyp

Para el cuerpo 2:
EjeX:ZFX:O, 0=0

EjeY:ZFy:mza T — Py, = moa
T — mpg = mea

) {mlgsingo—umlgcosgo— T =ma
Ecuaciones:

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 246 / 355



Leyes de Newton(V): plano con polea(1V)

Resolviendo para la aceleracién y la tensién de la cuerda:

_ mg(sing — pcosp) — mag  my(sing — pcosp) — my
B my + my B m1 + my

g

mymyg (1 + sinp — pcos )
my + mp

T =mg+ ma=m(g+a)=

El cambio de sentido de movimiento no cambia el signo de la aceleracion,
sino que su valor seria:

4 — Mg — mig(siny + pucosp)
my + mp

Y la tensién seria entonces:

mympg (1 + siny + pcos )
my + my

T = mag —ma=my(g—a) =
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El péndulo cénico
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El péndulo cénico(ll)

Descomponiendo la tensién en componentes:
Eje X : Z F, = F,

EeY:>» F,=0 P=-T, P=T, Mg=Tcosf

<

T+P=F., Ty= Tcosf T, = Tsinf
T, My?
tanf = =Y T,=F. Tsinf=—~
Tx
T cos = Mg
Dividiendo las 2 Gltimas ecuaciones, se tiene que
2
tanfd = v
Rg

con lo que la velocidad del péndulo cénico es

= +/Rgtan6

Nota: sin® = R/L relaciona Ry L.
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Péndulo cénico(lll)

Si en vez de un circulo horizontal, se hace girar conla cuerda a la masa m
en una circunferencia vertical, conviene plantear las ecuaciones con las
componentes tangenciales y normales. Tangencialmente:

Fr=ma;=P ma;=mgsinf a;=gsinf

La componente normal es:

2 2
T—P.=ma, T —mgcost = mv_ T:ﬂ—i—mgcose
R R
y donde 0 es el angulo que forma con la vertical como antes (eje OX
negativo desde el punto superior o centro). La ley de conservacién de la
energia mecanica permite relacionar tensiones en los puntos inferior y
superior (ver figura adjunta).
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Péndulo cénico(IV)

2
Fuerza centripeta requerida = rﬂ

En la parte superior, la velocidad minima para
mantener un circule es la velocidad que
proporciona una aceleracion centripeta
descendente de a =q. Asi que la velocidad
minima en la parte superior viene dada por
lfmﬂ(minima] = 8r
La conservacion de la energia relaciona la
velocidades en la parte superior e inferior del
circulo:

- Iy = 1 2
2.'m apt ME2r = S mviy,

La sustitucion da la relacion entre las
tensiones en |a parte superior e inferior:

snp = parte superior

inf = parte inferior ?;.“‘r. =T + Gﬂfg

.'H'I"l"

Figura 10: Tensiones, hilos y energia. Se deja como ejercicio probar la relacién de

tensiones del dibujo.
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Cuerpo en mesa con agujero

Aplicando las leyes de Newton a los dos cuerpos:

V2

Ti=T=mac=m—4
1 mac mlR

T2 =T= myg
La velocidad v para que el sistema esté en equilibrio se deduce de:

V2 mo

m-— =nmg —v= <> Rg
R m
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Curva peraltada

En este caso:
Ny = Nsinp N, = Ncosy
2
: : v
EjeX: Y Fo=F Ne=F Nsing = m—

EjeY:ZFy:O N, =P Ncosyp = mg

2
tanp = f\'\/’ig = Ny/Ny, v=+/Rgtangp

donde ¢ es el angulo de peralte de la curva o plano.
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Hilo con carga y plano

EieX: Tx=Fe=qE = Tsinp, EeY: T, = Tcosp = mg
E
tanp = a=
mg
Por trigonometria, se deduce que sinp = D/L. Entonces:

E
D = Lsing = Lsintan~? <q>
mg
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Leyes de Kepler

La tercera ley de Kepler admite una deduccién sencilla para érbitas
circulares (aunque es validad para érbitas elipticas y mas generalmente para
cénicas). Para un objeto que gire mediante MCU, igualando fuerza
gravitacional y fuerza centripeta:

se deduce pues que

tr o GM_>47r2r2 GM
T r T2 r GM

La tercera ley de Kepler en 3d (4D) es pues

vV =

472
T2 _ " 3
oM’
o bien
GM = w?r3
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Leyes de Kepler(Il)

Jots] Force

Cc_qf rifaed Fore =

Figura 11: Tercera ley de Kepler generalizada. La contribucién de Newton a la
mejora de los calculos astronémicos.
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Choques inelasticos

Si no acttian fuerzas externas sobre un cuerpo o sistema, el momento p se
conserva. Supongamos dos cuerpos, que se mueven con velocidades Vv, v y
masas m, M. Chocan y se quedan unidos. ;Cual es la nueva velocidad?
Aplicando la conservacion del momento:

p(antes) = p(después)

mv+ MV = (m+ M)V’
de donde

, mv+ MV
m+ M

Awntes de la colision Después de La colision

Vag

Vi
W “.
m;i

m;y my+ m;

wY

Ve
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Choques inelasticos(l!)

Para un choque inelastico donde el cuerpo final sale con velocidad final
arbitraria, colisionando los objetos previos con unos determinados angulos y
orientaciones, hace falta un planteamiento vectorial general. Para el caso en
el que la masa 1 tiene una velocidad v; = vlry l[a masa 2 tiene una
velocidad v» = v», saliendo la masa conjunta con velocidad

V = Vcosi + Vsin6), la conservacién del momento produce las
ecuaciones

mivi = (my + mp)V cos, mavo = (my+ my)Vsinf

de donde
tanf = mave
mivi
V2 _ (I‘I’11V1)2 -+ (m2V2)2
(m + mz)2
o bien
V= \/(m1v1)2 + (m2V2)2

(m1 4+ my)
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Choques elasticos()

Figura 13: Choque elastico.
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Choques elasticos(I1)

Un choque es elastico cuando ademéas del momento se conserva la energia
cinética. Esto es asi porque no hay variacién de la energia interna de las
particulas en general, ni hay deformaciones o pérdidas. Realmente, los
choques a nivel cotidiano usual ni son puramente elasticos ni puramente
inelasticos, sino intermedios, lo que lleva asociado un concepto llamado
coeficiente de restitucién para indicar cuanto de inelastico o elastico es un
choque.

Si consideramos un choque elastico en una sola dimensién, de dos
particulas con masa my, mo, inicialmente con velocidades v1, v», que tras el
choque se transforman en velocidades V4, V>

p(antes) = p(después)
E.(antes) = E(después)

de donde
myvi + mave = my Vo + maVa
1 >, 1 2 1 2, 1 2
§m1v1 + §m2v2 = Emlvl + §m2V2
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Choques elasticos(I1)

Reordenamos la segunda ecuacién de la forma siguiente
m1v12 + m2v22 =m V22 + m2V22
Y reordenamos también la primera de la forma
mi(v1 — V1) = ma(va — V)

ml(Vf—Vlz) = m2(V22—v22) — ml(V1+V1)(V1—V1) = m2(V2+v2)(V2—v2)

Dividiendo la segunda entre la primera

(v+ Vi) =(Vatw)|

o bien
Vo=vi+Vi—w
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Choques elasticos(I11)

Insertando esta ecuacién en la primera ecuacién (conservacion del
momento lineal) se obtiene

myvi + mava = m Vi + ma(vi + Vi — )

de donde despejamos V;

mivi + mavo = m Vi + movi + mVi — myws

(m1 + mz)Vl =mivi + mMovo — movy + Mavo = myvy + 2move — movy

Vy =

mivi + 2mave — mpvy

~(m1—m2)vi +2mavs

my + my

my + my
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ques elasticos(1V)

Por simetria entre 1,2 se obtiene V5:

v, = Mmvet 2mivi — mive (M2 — my)va +2myvy
2 pr— pr—
my + mp my + mp

El coeficiente de restitucion Cgr se define como

Vo— Vi
a Vo — V1

Cr

para colisiones en una dimensién. En casos mas generales, se define como
el valor
AV E!

Cpr=—r
R=Av E,

Para un choque elastico plano, donde las masas al final salen en diferentes
direcciones, hace falta un planteamiento vectorial general.
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Dinamica de rotacion(l)

@ Cuando se ponen en accién rotaciones y giros, aparecen no ya
solamente en cinematica magnitudes nuevas de rotacién (angulo,
velocidad y aceleracién angular, jerk angular,...) sino conceptos
asociados a las rotaciones.

@ El aparato matematicos para tratar las rotaciones en 3d son los
productos vectoriales, pero en espacios multidimensionales se
necesitan tensores antisimétricos de orden dos (o superior), y los
bivectores (multivectores y polivectores en general).

© Hay tres magnitudes relevantes para Dindmica de rotacién: el
momento angular L, el momento de una fuerza M y el momento de

inercia | 6 [ = | (tensor de inercia).
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Dinamica de rotacion(ll)

Momento angular

Se llama momento angular [ala magnitud definida por

] FT Rl T TR
L=rxp=rxmv=|x y z|=m|x y z (191)
Px Py Pz Vx Wy Vz

Dimensiones: [L] = ML2T~!. Unidades: J-s = J/Hz = kgm?s~L.

En dimensiones superiores, el objeto equivalente es el bivector L =
r Ap=mrAv, o bien el tensor antisimétrico L; = r;p; — rip;.
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Dinamica de rotacion(lIl)

Se llama momento de una fuerza F o torque a la magnitud M (a

veces se escribe T definida por
o FTOR T TR
M=rxF=rxma=|x y z|=m|x y z| (192)
Fx F, F; ax ay a

Dimensiones: [M] = ML2T~2. Unidades: N -s = kgm?s~2. En di-

mensiones superiores, el objeto equivalente es el bivector M = rAF =
mr A a, o bien el tensor antisimétrico Mj; = r;F; — r;jF;.
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Dinamica de rotacion(IV)

Momento de inercia de una particula El analogo de la masa como
invariante geométrico de la Dinamica de rotacién es una cantidad y
magnitud llamada momento de inercia, que intuitivamente puede
imaginarse como la distribucién de la masa sobre el eje (plano, hiperplano,
hiperobjeto) de giro. Para una particula de masa m con una rotacién simple
de radio de giro R, el momento de inercia es igual a la cantidad

| = mR? (193)

Deduccién: para el MCU, la aceleracién angular es nula, pero la aceleracion
centripeta vale a. = w?R. La fuerza centripeta es

Fe = ma. = mw?R = lw?/R. El momento es M = FR = |w?. Para
objetos que no sean puntuales, el momento de inercia es una cantidad mas
complicada que depende de la direccion del eje de giro y la geometria del
objeto. Existen tablas de momentos de inercia.
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Dinamica de rotacién(V)

Ecuacién fundamental de la Dindmica de rotacién

Si derivamos respecto del tiempo en la definicién de momento angular:

d_drxp=2T
dt  dt P)=

S XX = VXP+PxF=FxF=M=7
Por tanto, se tiene que
- dl
M=7=—=FxF 194
T=— =T (194)

Tomando médulos, M = rma = RmaR = mR?a = la. Analoga-
mente, con el momento angular, L = RmwR = lw. Por lo tanto,

—

[= M =
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Momento angular y su conservacién

Teorema de conservacion del momento angular o cinético Si la resultante
de todos los momentos de fuerzas exteriores es nula, entonces el momento
angular total es constante:

dl

dt

I\Z = = 6 — E = constant

Cuando en vez de ser una particula es un sistema de particulas,:

N
E:I+E+...H\,:Zﬁ:constant
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Momento angular y su conservacion(l1)

Una consecuencia divertida en el patinaje artistico:

w / R2
Lo = L — lowo = lrws — mR3wo = mR?ws — f_lo_ "o

wo R
we _ b _ R
OJO_ If_Rf

de donde wr > wo si Ry > Re(lo > Ir), y wr < wp si Ry < Re(lp > If).
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Trabajo, energia y potencia

Trabajo W es un concepto muy importante en Fisica y la vida cotidiana.
Asi como el concepto de energia. Energia es la capacidad de hacer algo.
Matematicamente, el trabajo es una integral de linea (mas estrictamente
una forma de fabricar una O-forma de una 1-forma):

sz/w:/I—:-dF
Y Y

En términos mas técnicos, es la circulacién de un campo vectorial F, a lo
largo de una curva v = C. Si la fuerza es constante, puede extraerse de la
integral, y a nivel diferencial e incremental, respectivamente:

dW = F . dr

AW = F - A7 = |F||AF cos 6
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Trabajo, energia y potencia(ll)

Las unidades del trabajo W son los julios J en el S.I. A nivel dimensional:
W]=MPT2=kg - m? s %=J

Otras unidades de energia usadas en Fisica son:
e El ergio (erg). En el sistema cegesimal, lerg = 1g - cm?/s2.
Equivalencia: 1J = 10”erg.
o Electrén-voltio eV. Equivalencia: 1eV = 1,6 - 107°J. O también:
1GeV =1,6-10719J.
o El kilovatio-hora. 1kWh = 3,6 - 10°J = 3,6 MJ.

e El FOE (fifty one ergs) en explosiones de supernovas.
1FOE = 10°ergs = 10%4J.
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Trabajo, energia y potencia(lll)

, B T
W:/F-d?:/ F:/dU:/ F(r)- 2 ar
r A c 7 dt

De este concepto hay multiples generalizaciones, tanto en version
multiforma como multivectorial y polivectorial. Para varias fuerzas

n
WY W= Fea
i i=1

Se llama potencia media y potencia instantanea a:

AW dw
- At’P_ dt

Dimensiones: [P] = ML?T=3. Unidades: el vatio (W). 1W =
1J/1s=1J-1s7L.
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Teorema de las fuerzas vivas(!)

Hay una relacidn sencilla y universal entre fuerza, velocidad y potencia si la

fuerza es constante (o no), conocida ésta. De la definicién de potencia y
trabajo elemental

dwW  F-dF - dF -
= — = = F . —_ = F v
P="a dt dt Y
de donde obtenemos por tanto
La vis viva, energia cinética, de Descartes
- L dv dr dv 1 d(v-v)
W=F.dr= cdP=m— g — _ -\
d dr=ma-dr=m i dt =m p vdt 2m ™ dt
de donde ) )
dW = Zmd(v - V) = Emdv2
o bien

1 1
AW = EmAv2 =5m (v2 - vg)
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Teorema de las fuerzas vivas(Il)

Esto lleva a la definicién de energia cinética (no relativista) como sigue:

Energia cinética (Vis viva)

La expresién de la energia cinética anterior es valida solamente para
particulas libres y no relativistas®, siempre que v # 0. La vis viva se origina
en Descartes. Y es una magnitud conservada si no hay fuerzas externas.

i Por qué? Hay principios de simetria: la invarianza frente a traslaciones

espaciales de la particula libre (y traslaciones temporales). - - -
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Trabajo, energia y potencia(lll)

Como p = 0, podriamos construir una magnitud (llamada accién) tal que:

S(p) = | pat (196)
La variacion de la accién frente a una perturbacién pequefia es
5S = / Spdt (197)

d
Como dp(t) = dpét =0, eso significa que

ot ) dt St
p=0 (199)

05 / dpdt /dp = constde dondeg = const (198)

Multiplicando por el momento:

2 2
pp—0—>d<p>:O—>d<p>:dEC:0 (200)

dt dt \2m dt
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Trabajo, energia y potencia(lV)

#5 Ejercicio. j Qué pasaria si en vez de multiplicar por p,
multiplicdsemos por p"? j Qué pasaria con la energia
cinética? ;Y si multiplicasemos por d"p/dt"? Comenta el
resultado.

La importancia de los conceptos de energia radica en la
potencia de la idea de simetria y leyes de conservacion que
los rodea. Si solamente actian fuerzas conservativas sobre
un cuerpo o sistema, la energia mecanica total se conserva,
con lo que tenemos el teorema de la energia mecénica. Si
hay fuerzas no conservativas involucradas, la variacién de
energia mecanica mecanica sera precisamente el trabajo
realizado por las fuerzas no conservativas.
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Teorema generalizado de la energia mecanica

Teorema de la energia mecanica (generalizado)
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Energia de rotacién

Para los cuerpos en rotacién, hay férmulas para la energia cinética de

rotacion.
Energia cinética de rotacion

Para una particula simple, si usamos v = wR, se tiene una energia
cinética de rotacion:
1 1 1

E.(rot) = =mv? = Zmw?R? = Zlw?

es decir
1.3 1
2 -7

Ec.(rot) = Zlw” = EUJI = 2I,Jw,wj

(201)
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Sistemas de particulas

Cuando hay no una sino varias particulas, tenemos un sistema de
particulas. La masa total de un sistema de particulas es la suma de las
masas de las particulas:

N
M:mt:Z:ml+m2+"'+mN
i=1

Se llama sélido rigido a un sistema de puntos materiales cuyas posiciones
relativas permanecen constantes. En un sélido rigido, el equilibrio se
alcanza cuando la suma de fuerzas y momentos externos son cero. Se llama
momento de inercia / de un sélido rigido, respecto de un eje, a la cantidad
I = md? para una particula, y | =", m,-d,-2, para el sistema de particulas.
el teorema de Steiner sefiala que el momento de inercia de un sélido rigido
respecto de un eje paralelo que pase por el centro de masa estan
relacionados mediante la ecuacién Ig = I. + Md?.
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Momentos de inercia sencillos

Algunos momentos de inercia sencillos:
e Esfera maciza: | = %MR?
@ Cilindro por su gje: | = %/\/IRQ.
@ Cono circular por su eje: | = %MR?
@ Varilla alargada por eje perpendicular a su centro: | = iML2.

12
1
o Caja paralelepipedo: | = EI\/I (32 + bz).
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Dinamica de rotacion(ll)

El momento de inercia permite simplificar, como hemos mencionado antes,
la Dinamica de rotacién. Asi, el andlogo de F = ma'es 7 = l«, donde
L = lw. Ademas, podemos definir la energia cinética de rotacién como

1 1 . .
E.(rot) = Zlw? = > Lw. El trabajo realizado por las fuerzas externas

cuando el sélido ha girado un angulo se puede determinar mediante la
integral del momento de fuerzas o torque sobre el angulo:

f f
W—/ Mdgo—/ Tdy (202)

Supongamos un sistema de puntos materiales formado por n masas,
my, mo, ..., m,. Se define el centro de masa como el punto con vector de
posicion, velocidad y aceleracion:

Lo mifi _Ymifi o 3 mivi P L YmE X
G_Zm;_M7G_Zm,‘_M7c_Zm,’_M
(203)
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Momento de sistemas de particulas

La resultante de fuerzas externas satisface R = M3¢. Para un punto
material

[=FXxp=mFxV (204)
M=FxF=mrFx3 (205)
El momento de un sistema de particulas es aditivo:

P:MVG:Zm;V;
i

En cambio, el momento angular de un sistema de particulas es una

(206)
cantidad mas complicada de relacionar con el centro de masas:

(=S 0= (Fxp)=(FexP)+S (7 xp)  (20)
donde 7 = F; — 15, y p; = m;V;. El impulso y el impulso angular de una
particula se definen como las cantidades

F:/ﬁdt:Aﬁ, /},,:/th:/?x Fdt = AM
Autor (JFGH)
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Fuerzas y campos(l)

Para las fuerzas gravitacional y eléctrica, el campo gravitacional y eléctrico
se define como

l

M
g(r) = ;g = —GNﬁer N/km(m/s2)
. F

E(r)= Ee = Kcrgzé N/C

El potencial es una definicién anéloga para energias:

m r
Ep(el) Q

Ve = =Kec— V({J/C
o= =22 = ke VU/O)
Asi, se definen también las variaciones de energia en funcién de las
variaciones de potencial y viceversa:
AE,(g) = mAV,
AEy(el) = qAV,

Autor (JFGH) Multiverse of Madness 284 /355



Fuerzas y campos(Il)

El concepto de campo subyace a toda la Fisica. El suefio de todo teérico y
cientifico que quiera estudiar el Universo/Multiverso y explicarlo es |a
construccién de una teoria unificada del campo. Los campos son objetos
que podemos imaginar de tipo “fluidico” que llenan el vacio o
espacio-tiempo. Los campos tienen propiedades caracteristicas que lo
generan: el campo gravitacional la masa(energia), el campo eléctrico la
carga eléctrica, el campo magnético las cargas en movimiento, la fuerza
nuclear débil el sabor, y la fuerza nuclear fuerte el color. La carga eléctrica
y también la energia sabemos desde el siglo XX que estan cuantizadas:

E = Nhf
Q = Ne

La carga eléctrica y la energia son magnitudes generalmente conservadas
en la Naturaleza:

DOAE=0,) QF +> @ =) AQ=0
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Fuerzas y campos(lIl)

La materia se organiza en distribuciones de carga y masa discretas y
continuas. Existen materiales aislantes, semiconductores y conductores.
También existen superconductores y aislantes topolégicos (conducen en la
superficie pero no lo hacen en el “bulk”). La ley de Coulomb vale para
cargas puntuales (para cargas distribuidas en volamenes hay que usar un
teorema denominado teorema de Gauss):

" 1 Qq
F = 6
" 4meg 2

La permitividad eléctrica de un material es
€ =€,

Para un conductor, dentro, no hay campo (el potencial es constante en el
interior de un conductor eléctrico estandar).
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Fuerzas y campos(IV)

Tanto el campo eléctrico como el campo gravitacional obedecen un
principio denominado principio de superposicién (aunque en el caso de la
gravitacién relativista y electromagnetismo en medios no lineales, no es
cierto en general dicho principio), que indica que el campo total de un
conjunto de cargas o masas en un punto es igual a la suma de campos de
cada carga y punto:

= . =z = Qi .
Et(P):ZEi:E1+E2+"'+En:E KCWGI(P)
i=1 i=1 i

S ~L L. S Mi
G(P)=D Gi=8Gi+&+  +&=-) Gnypeé(P)
i=1 =
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Fuerzas y campos(IV)bis

El principio de superposicion también vale para potenciales

Z Vi(el) = Va(el) + Va(el) + -+ Valel) = Y KcQ,-

= 3 vile) = valg) + valg) + -+ Vale) = - 10 i)

Es importante no confundir el simbolo de campo eléctrico con el de

energia. El trabajo eléctrico se relaciona con el potencial si hay suficiente
simetria de la forma siguiente:

We/ = QEI‘ = QEd

Como el campo eléctrico es conservativo AE. = —AE,, i.e. AE;, = 0.
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Condensadores

Los condensadores eléctricos son dispositivos que almacenan carga:

Q
C=—
%
o en general
Q
C=—
%
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Fuerzas y campos(V)

Las unidades de la capacidad o de los condensadores eléctricos son los
faradios (F), 1F = 1C/1V. La resistencia eléctrica disipa calor por efecto
Joule, y es responsable de la pérdida de eficiencia en el transporte de
electricidad o carga eléctrica. Matematicamente, la ley de Ohm relaciona la
resistencia eléctrica de materiales usuales con el potencial y la corriente

V=IR

La corriente eléctrica es la magnitud que mide el flujo de carga por unidad
de tiempo, es decir, la variacién de carga por unidad de tiempo (media o
instantanea) es la corriente eléctrica:

_AQ ,_dQ

e S e
At dt

La corriente eléctrica se mide en amperios A (1A =1C/1s) y la resistencia
eléctrica se mide en ohmios (), 1Q = 1V//1A. La asociacién de

resistencias en paralelo o serie da lugar a dos férmulas:
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Fuerzas y campos(VI)

@ Resistencias en serie. Se suman:

SRR ARt R,

@ Resistencias en paralelo. Se hace el reciproco:

1
R ZR R1 "+Fn

Para condensadores es al revés:
@ Condensadores en paralelo. Se suman:

—Y =G+t G
@ En serie. Se hace el reciproco:
1 1 1 1
c X atte
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Resistencias y generadores

La relacion entre resistencia, longitud y area de un conductor viene dada
por la férmula de la resistividad pe

L
R:peg

Para un generador de corriente, el trabajo se calcula
Wy =clt

en donde ¢ es ahora el voltaje del motor o generador. La potencia de un
generador viene dada por la ley de Joule

P=cl=I?R
donde R es la resistencia del generador. Para un generador realista o real
e,=¢c—1Ir

donde r es una resistencia interna del generador.
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Fuerzas y campos(VII)

Con un motor intercalado, de voltaje ¢’ y resistencia r’, esta definicién
produce la ley de Ohm generalizada

e—¢
R+r+r
Demostracién: Por el circuito total circula una corriente /.La resistencia
interna es r y la interna r/, estando todas en serie, luego Ry = R+ r +r'.

El voltaje del circuito es es del generador menos el del motor interno, i.e.,

V = e — ¢’. Igualando se obtiene la ley de Ohm generalizada de arriba.
Factores que afectan a la resistencia:

@ Temperatura.
@ Naturaleza del material.
© La longitud del material.

@ La seccidén o area del material
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© Dinamica y sélido rigido
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Dinamica(l)

Las 3 leyes de Newton son las leyes fundamentales de la Dinamica de
particulas y sistema de particulas a bajas energias y grandes objetos.

Ley fundamental de la Dinamica

F

= m3 (209)

g

La resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual a
la variacion del momento p'= mv. Las unidades de las fuerzas son los
newton (N), o las dinas. 1N = 10°dinas. También existe el kilopondio
(kp). 1kp = 9,8N.
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Dinamica(ll)

Supongamos un sistema de puntos materiales formado por n masas,

mi, my, ..., my,. Se define el centro de masa como el punto con vector de
posicién:
Looyomin > min
- = = (210)
> m M

La velocidad del centro de masas se define derivando:

- i‘7;' :6/
_xmil ) 211
T Sm T M (211)

y la aceleracion similarmente:

S _Zm;z?,-_zﬁ_

=S =5 (212)

<™
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Dinamica(lll)

La resultante de fuerzas externas satisface R = M3g. Para un punto
material, también se definen el momento angular y momento de una
fuerza(torque), respectivamente, como:

L=rxp=mrxv (213)

—

M=FxF=mFx3 (214)

El momento de un sistema de particulas es aditivo:

:5 = MVG = Zm,?’, (215)
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Dinamica(IV)

En cambio, el momento angular de un sistema de particulas es una
cantidad mas complicada de relacionar con el centro de masas:

L= L= (Axp)=(fcx P)+ > (7 xp})  (216)

donde 7 = r; — 1y, y p; = m;V;. El impulso y el impulso angular de una
partlcula se definen como las cantldades

= / Fdt = Ap (217)

FM:/?dt:/Fx Fdt = AM (218)
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Dinamica(V)

El trabajo o energia se define como la cantidad

dW = F - dF — W:/

B
dW:/ Foar (219)
0% A

La energia de una particula libre esta relacionada con su momento. Es la
llamada energia cinética (no relativista o relativista). Una particula de masa
m que se mueve con velocidad constante satisface

o dp
_ 0 220
p mv < dt ( )
Multiplicando
. d—» d—Q d 2 2 1
L (LR
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Dinamica(VI)

@ La energia cinética fue introducidad originalmente por Descartes bajo
el nombre de vis viva.

@ La energia cinética de un sistema de particulas se puede relacionar
también con la energia del centro de masas y la energia de las
particulas alrededor de éste, o simplemente la suma de las energias de
cada particula, ya que es una cantidad aditiva (Ec(tot) =, Ec(i)).

Se llama potencia a la energia por unidad de tiempo:
aw -
= =F. 222
P=— (222)

La potencia se mide en vatios (W). 1W = 1J/s. 1kWh = 3,6 MJ es unidad
de energia.
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Dinamica(VII)

@ Si W =0, la energia cinética del punto permanece constante.

@ En un sistema de particulas, si el trabajo total(fuerzas interiores y
exteriores) es nulo, la energia cinética del sistema se mantiene
constante.

@ En choques o colisiones de particulas, estas ideas son muy importantes.

@ Si el choque es elastico, se conservaran el momento lineal y la energia
cinética de las particulas.

@ En un choque inelastico, el momento lineal se conservara, pero no se
conservara la energia cinética de las particulas.
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Dinamica(VIII)

Sélido rigido
@ Se llama s¢lido rigido a un sistema de puntos materiales cuyas
posiciones relativas permanecen constantes.

@ En un sélido rigido, el equilibrio se alcanza cuando la suma de fuerzas
y momentos externos son cero.

Momento de inercia
Se llama momento de inercia / de un sélido rigido, respecto de un eje, a la
cantidad / = md? para una particula, y | = >, m,-d,-2, para el sistema de
particulas. el teorema de Steiner sefiala que el momento de inercia de un
sélido rigido respecto de un eje paralelo que pase por el centro de masa
estan relacionados mediante la ecuacion Ig = I, + Md?.
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Dinamica(I1X)

Algunos momentos de inercia sencillos:
e Esfera maciza: | = %MR?
@ Cilindro por su gje: | = %/\/IRQ.
@ Cono circular por su eje: | = %MR?
@ Varilla alargada por eje perpendicular a su centro: | = iML2.

12
1
o Caja paralelepipedo: | = EI\/I (32 + bz).
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Dinamica(X)

@ El momento de inercia permite simplificar la Dinamica de rotacién.
@ Asi, el analogo de F =m3es 7= la, donde L = lw.
e Ademas, podemos definir la energia cinética de rotacién como
1 1
E.(rot) = Zlw? = Zlw.
o El trabajo realizado por las fuerzas externas cuando el sélido ha girado

un angulo se puede determinar mediante la integral del momento de
fuerzas o torque sobre el angulo:

f f
W:/ /\/Id(p:/ Tdp (223)
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Relatividad(l)

X _ a—X X —X . h
sinhx = %, cosh x = %, tanhx = §:>nsh>><< (224)
cosh? x —sinh?x =1 (225)
En relatividad especial, se define la “rapidity” ¢
E 2
v =coshp, — = < (226)
p v
E = myc® = mc®y = mc? coshp, p=myv = mcvK = mcyf = mcsinh g
c
(227)
E? = (pc)® + (mc?)?, By =sinhy, B =tanhgp (228)
2
7 -1 v -1
B > . = tanhp = tanhcosh™" v (229)
1 -1
v = — = cosh ¢ = coshtanh™ 3 (230)
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Relatividad(l1)

h h
p=myv, A= = — (231)
myv p
E = mc?y, E.(r) = E-mc? = (y—=1)mc® = /p?c2 — m2c*—mc? (232)
E.(r)? = E? — 2Emc? 4 (mc?)? (233)
h h
< = (234)
E2 + (mc?)? \/E2 ) + 2Ec(r)mc?
A= (235)
Ec(r)
\/ZEC(r)mC2 <1 * 2mc2)
pc mc?\
= 1— 2
=5 5= y1- (") (230)
E p
=—5=— 237
T me2 T my (237)
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Mecanica Cuantica(l)

H:;i+V:;mv2+V, ¥ =V(x,y,z,t) e C (238)

p; = —ihd;, E = ihd; (239)

= —h%07, B> = —1°0; (240)

|W(x,y,z,t)|> =WV = P(x,y, z,t) = Prob(x, y, z, t) (241)

Ondas planas (1d):

e"%:e"'w%rﬁw\li, PX = px — poxp = px — Et (242)

Oee“T = ip/h, O = —p2/ I (243)

D™ = —iE/h (244)

HY = EV — iw — —p?/h? = —iE/h — (—ih)?0aV = EV  (245)
h2 2

5V = 2an‘U v (246)
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Mecanica Cuantica(ll)

Particula en una caja, con

00, x < 0,x>L
_ % ’ . W(0)=W(L) =0 247
{0,0§x§L © = (L) (247)
h? 5 ) 2mE 2mE
—%axw =EV = 9V, = —?\Il — OV + ?\Il =0 (248)
Soluciones:

2
lll,,(x):\/:sin (LZX) n=12,... 00 (249)

(250)
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Mecanica Cuantica(lll)

Particula en una caja 3d:

h2 2

2V V=EV(x,y,zt) (251)
\U(O Y,z ) w(LX7y7Z):O (252)
V(x,0,z) =V¥(x,L,,z) =0 (253)
\U(X ya )_\U(X’ya LZ):O (254)
V(x,y,z) =4 i L8 T sin <nXL7rx> sin (nfrx> sin (nZLWX> (255)

xLbylz X y z

h272 n)2< I72 n2

E(”Xa nyynz) = W (L + = L2 + L2 (256)
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Mecanica Cuantica(lV)

Atomo de hidrégeno:

h? Ke?
(—v2 - e) W= EV (257)
2u r
V(x,y,z) = Ra(r)Pi(0)Om,i(¢) (258)
(h—1=-1)V 72 3—/2/2/+1
Voim(r, 0, ¢) = ) e P LI, Y (0, 0)  (259)
2n(n+ 1)1 \ nag =1
2r h? mpMe
= — o = 2
p na*B7 do Ke2,u’ K mp+ Me ( 60)

ydonde n=1,2,...,00,/=0,1,....,n—1, m=—/ ..., 4/ Incluyendo
espin, 1(nlms) = W(nlm)xs.

e—”/ao
V(1,0,0)(r) = W (261)
0
1

XN
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Mecanica Cuantica(V)

Oscilador arménico cuantico:

I Mg ! V=FEV (263)
2m 2mw X
Funciones de onda:

1 mw\ /4 _ mus? mw

Vol =\ o () &% P < hx> (264)
n_z?2 d” —z2
Ho(z) = (~1)"e” 2 (e7) (265)
1

En:ﬁw<n+2>:hwn+Eo, Ey = hw/2 (266)
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Mecanica Cuantica(VI)

2= /% (% +i/mwp), al = /mw/2h(% — i/mwp) (267)

h hmw
g =4/ T A — | T
X = 5 (a +a)p—/ 5 (a a) (268)

alln) =vn+1jn+1) (269)
aln) =+/nln—1). N=a'a (270)
N |n) = n|n). (271)
Naf|n) = (aw+ [/v,aT]) In) = (aw+ aT) In) (272)
= (n+1)a'|n), (273)
Ay w B (af)"
H10) = —=-10), [n) = N 0) (274)
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Computacion cuantica y QM

i Qué es un ordenador cuantico? Los conceptos basicos de QM necesarios
son: qubit, qutrit,...,qudit,quit, superposicién cuantica y entrelazamiento
cuantico.

e Tradicionalmente en Fisica Clasica localimos una particula con una
posicion bien definida, e.g., en 2d, por = ai + bj, donde a, b son
nameros reales definidos (no indefinidos).

e Ejemplo: una particula esta en posicién (3,4) = 3i + 4ﬁ

@ En un ordenador usual, una instruccién eléctrica estd basada en bits,

que son vectores digitales que se obtienen al combinar 0's y 1's, paso
o no de corriente, en una sucesién dada.

@ Para nd, = a1é, +---+ ap€,, a; € R numeros reales definidos.

@ El principio de superposicion esta clasicamente permitido como en
mecanica cuantica, solamente que los observables existen incluso si no
miramos los objetos, no como en mecanica cuantica.
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Computacioén cuantica y QM(II)

i Qué es un ordenador cuantico? Los conceptos basicos de QM necesarios

son:

qubit, qutrit,...,qudit,quit, superposicién cuantica y entrelazamiento

cuantico.

En Mecanica Cuantica W € C, y debido a la naturaleza ondulatoria de
la materia y la energia, no hay posiciones bien definidas hasta que no
observamos.

Para z = a+ bi, tenemos un qubit
W =12]0)+2z|1),|z2?+]|zP =1 (275)

Los nameros complejos no estan bien definidos sino indeterminados
(salvo una fase), pues son esencialmente oscilaciones.

Un estado cuantico puede quedar bien definido si se mide o se prepara
previamente.

Bits clasicos (0,1), trits (0,1,2),...,dits(0,1,...,d-1) son sustuidos por
equivalentes cuanticos indefinidos.
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Computacioén cuantica y QM(II1)

@ Segin los postulados mecanocuanticos, mientras no se mide, un estado
cuantido estd en combinacién lineal de todos los estados intermedios
superpuestos posibles. Cuando se mide o se prepara un estado, cesa
esta superposicién por proyeccion del estado a la “realidad”.

@ Segin los postulados cuanticos, todo estado tiene una probabilidad:

PW)= > [{...cba|¥) | (276)

a,b,c,...

En el caso mas dramatico, tenemos un gato u otro objeto macroscépico en
una caja con un dispositivo cuantico (e.g., un atomo radioactivo que puede
o no desintegrarse). O también una novia que nos ama o nos odia, segin
midamos o no la caja. En tal caso:

W) = Cr[+) + C =) « V) = G [0) + Culo) (277)
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Computacioén cuantica y QM(II1)

En casos extremos tenemos el quit

W) =>"qliy, Y laf=1 (278)
i=0 i=1

W= wili. > w1 (279)

También podemos tener suma de estados discretos y continuos cuanticos
mixtos

M:/mMW& m:/wwmz (280)
0) =Y ailir+ [ duot (281)
i=0
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@ Apéndice fismatico
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The hypersphere(l)/la hiperesfera(l)

Hypersphere

Hypersphere (euclidean) or n-sphere is the geometrical locus or manifold
S with (n-1)-dimensional constraint >.7_; x? = x2 + --- + x2 = R2.

Hypervolume and hypersurface for n-spheres

The hypervolume V/(S") and hypersurface ¥(S") is calculated as follows:

r(1/2)"R" dv, nl"(1/2)R"1
Vi = r('/7) Tn1=p = r('{ ) (282)
(5+1) (5+1)

where '(1/2) = \/m = (—1/2)!. Remark: V(5°) = 0, and the volume of
the 23-sphere unit sphere is equal to the Leech lattice volume

N4 = 712 /12! behind the symmetry of the monster group M. Dimensional

Rzn—l
recurrence: V, = :
n
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The hypersphere/La hiperesfera(l)

Hypersphere

Hypersphere (euclidean) or n-sphere is the geometrical locus or manifold
S with (n-1)-dimensional constraint >.7_; x? = x2 + --- + x2 = R2.

Hypervolume and hypersurface for n-spheres

The hypervolume V/(S") and hypersurface ¥(S") is calculated as follows:

r(1/2)"R" dv, nl"(1/2)R"1
= R | e _ a1 9
(5+1) (5+1)

where '(1/2) = \/m = (—1/2)!. Remark: V(5°) = 0, and the volume of
the 23-sphere unit sphere is equal to the Leech lattice volume
N4 = 712 /12! behind the symmetry of the monster group M. Dimensional

ShaR
nl , V(N) =27R2V(N — 2)/N.

recurrence: V, =
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Grafica/Graphics
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Unit hypersphere volume, volumen de hiperesfera unidad

Autor (JFGH)

20

Multiverse of Madness

N

320/ 355



Proportion and dimensional analysis

@ A tool for Black hole chemistry? jUn instrumento para la Quimica de
agujeros negros?
@ Via power laws/Via leyes de potencias. ..
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Proportion and dimensional analysis

8nGkgT
he?
20

Black hole temperature, in certain units T=1H;fr

M/M,

0.5 1 15 2
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Proportion and dimensional analysis

hcta,t,
5 Black hole evaporation time in certain units, ¢, = KM*

51207G
500 -

400 +
300 A
200 A

100 A

M/M,

2 4 6 8 10
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Proportion and dimensional analysis

Black hole area in certain units, S=x;, 4
S/kg

104

2 4 6 8 10

AJAL?
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Proportion and dimensional analysis

Catlg
TG
101

Time to singularity in certain units, ts=xM

M/M,,

2 4 6 8 10
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Kepler 3rd law variants(l)

4 2
Usual Kepler 3rd law: T2 = G%R3' What about some variants? For Kerr

B
black holes:
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Kepler 3rd law variants(l)

4 2
Usual Kepler 3rd law: T2 = G%R3' What about some variants? For Kerr

B
black holes:
M1/2
S T —
3/2 £ aM1/2
where M = Gym is the mass in gravitational natural units, a is the Kerr

rotation parameter a = cJ/M = J/Mec. In terms of complete dimensional
constants reads

Q (284)

3 2\ 3/2\ 1
Q=+ M 3:igM (iXJ“(GC/rw) ) (285)
r3/2ix<\/GNM> N
C
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Kepler 3rd law variants(ll): beyond standard gravity

For gravitational theories with effective potential:

circular orbit condition reads V/ = 0, and with L = ur?Q? you get the
generalized Kepler 3rd law

GM MPA(p + 1)
2 _
Q° = 3 <1 + pr ) (286)
More? Take the Finslerian-like 3rd law modification:
r3 A(r)\ GM
— _ = 2
T2 (1 rt ) 472 (287)
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Kepler 3rd law variants(ll): strong gravity modified QG?

Recently, it has been proposed a modified gravitational law with effective
potential energy:

Uo = —M™ _\ Mimin <r>
r h
giving
GMm  AMm Mm
F(r) = — r2 — . = 7Ger72 (288)
where you get an effective gravitational constant
Ar
Ge:G+)\r:G<1+G> (289)
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Kepler 3rd law variants(ll): strong gravity modified QG?

Recently, it has been proposed a modified gravitational law with effective
potential energy:

Uo = —M™ _\ Mimin <r>
r h
giving
GMm  AMm Mm
F(r) = — r2 — . = 7Ger72 (288)
where you get an effective gravitational constant
Ar
Ge:G+)\r:G<1+G> (289)

Similar ideas are proposed by asymptotically safe gravity approaches(by
Weinberg and others), where G, = G(r), or even superstrings with
G = G(r,t) = g212e%(nt).
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Quantum gravity, string theory and molecular forces

We can practice the usual F = —VE, between conservative fields/forces
and gravity. For instance, General Relativity plus Quantum Gravity at one
loop corrections (effective theory) provide the potential energy
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Quantum gravity, string theory and molecular forces

We can practice the usual F = —VE, between conservative fields/forces
and gravity. For instance, General Relativity plus Quantum Gravity at one
loop corrections (effective theory) provide the potential energy

EPZUZ—GM1M2 (1+2G(M1+M2) Gh)

+b
r

c?r c3r? (290)

with a = 3 (GR) and b = 41/107 (QG at one loop). Reciprocally, we could
take the effective force in 26d bosonic string theory, namely

Mm
Fn = Go6d 55 (291)
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Quantum gravity, string theory and molecular forces

We can practice the usual F = —VE, between conservative fields/forces
and gravity. For instance, General Relativity plus Quantum Gravity at one
loop corrections (effective theory) provide the potential energy
GM; M. G(M1 + M, Gh
~ GM M, (1 ‘a (M1 + Mp) )

+b
r

E —U~—
P c?r c3r?

(290)

with a = 3 (GR) and b = 41/107 (QG at one loop). Reciprocally, we could
take the effective force in 26d bosonic string theory, namely

Mm
Fn = Go6d 55 (291)

Exercise: calculate Usgy!. It can be shown Gogy = g2L2* in certain units.
Intermolecular force between diatomic molecules can be approximated by
the central force: K K
1 2
f(r)y=——+ ==
(r) 6 12
Find out the potential energy for this force.
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Polivectores(1)

Los objetos extensos requieren teoria de campos y matematicas avanzadas
mas sofisticadas. Un campo es una deformacién del espacio-tiempo o de
cierta variedad abstracta, que impregna o llena el vacio. El campo es un
tipo de sustancia o fluido. De igual forma que una particula puntual se
puede describir como x(t) 6 x(t) en tiempos mialtiples, se puede describir
una cuerda (1-brana) como un objeto tal que

X(o,7) = X(X)
Para una membrana de tipo unitemporal y multitemporal

X(d,T)

X(@, 7
y donde D = ds + d; es la dimensién espacio-tiempo total. El concepto de

reposo o invariancia para una membrana multidimensional multitemporal se
sigue de la definicién

- (=l = /
X(7.7) = X(57.7) < X(X) =X (&
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Polivectores(I1)

No hay atin (circa 2020), una manera universalmente aceptada de tratar
con objetos de tipo extenso multidimensional multitemporal. Sin embargo,
hay varias técnicas y lenguajes matematicos atiles. La teoria de p-formas (y
sus duales p-vectores) es una herramienta atil. También lo es el
denominado calculo de Clifford, que permite la superposicién de objetos de
distinto grado. En un espacio de Clifford se puede “sumar” una particula,
una cuerda, una 2-brana, mediante un objeto polivectorial que es la suma

de multivectores:
X—ol+ X+ X4 4R

La expansion de un polivector usando una desposicién en p-vectores y el
producto exterior es como sigue

X =0+ xFry, + xFH2y, Ny, 4 XEPTTEDy N Ny,
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Polivectores(I11)

Para hacer el objeto adimensional, puede introducirse una longitud

fundamental L,, de forma que la anterior expansion es

D /1\22
X=xMu=Y" <L,,) X
i=0
donde la suma se extiende a todos los i—grados, con
x =0, Yo =1
xt=xt =,
2

X = XM1M27'72 = Y A Yp2

D
X :X‘u'l IuD7’yD:fyM1/\”./\7HD

Asi, para campos en C-espacios, podemos escribir:

ds® = do® + dxtdx, + - - + dx"1 P dx, o = GagdXAdXEB

Autor (JFGH) Multiverse of Madness
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Polivectores(1V)

A =0+ AN+ Apepp YA AP (298)

donde A = AMfyM. Ademas, XH1H2 £ XH2K1 teniendo una simetria
antisimétrica de permutaciones

XH1HD — (_1)5(D)X6(u1~-uo)
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Fisica multitemporal(l)

Si una particula tiene tiempos maltiples, podemos definir diferentes
velocidades:

oX“
a
V= o
Segunda ley de Newton en formato multitemporal:
02X 07X

F'=Mj3=——— = Mg ——~—

P otadts P 0ta0ts

La ley de gravitacién universal newtoniana admite una generalizacién
“simple” a tiempos multiples o multitemporal. En dimension

D =n+ 1+ d, donde n es la dimensién de la variedad temporal y d es la
dimension espacial, se tiene que

M1 M
Fn = Gy cos? 0 ;dz
o equivalentemente
eie;M7)? . M MX
F= GN(';W) = Gp(ij) cos® 0 Rdj
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Fisica multiespacial

En el caso de multidimensional espacial unitemporal, se tiene que

Mm G(XdYMm
F(Xd) = G(Xd) o (R2l)?”

y como
Mm

entondes la pequefiez de la constante gravitacional puede entenderse como

una dilucién dimensional en un espacio de mas dimensiones de forma que

se cumple, comparando las constantes
G(Xd)
Rn
Este argumento puede generalizarse a variedades complicadas con volumen
compacto V,, de forma que

Gn(4d) =

_ &
o

Se pueden combinar el caso multitemporal y multidimensional espacial.
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Multitemporal physics(lI)

Going multitemporal with timelike coordinates (t) = t*, a=1,--- . m

Multitime tensorial Newton 2nd law

a2yJ

ot otP
62)// ayJ

oteoth Ox

with anti-trace F; = F£, given by the tensor 1-form

fi = md0°°

fi = mj,6°°

82)// ayj
0ta0th Oxi

F2 = md;6°°

(Multitime) Kinetic energy
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Multitemporal physics(lIl)

Single time Euler-Lagrange 1st order EOM

oL d [dL
6S:O—>E(L):8Xi—dt<a)_<i>:

(Multitime) Euler-Lagrange EOM

55 =0— E(L) = 8L.—Da<aL.>:o

ox' 0D, X!

(Multitime) Euler-Lagrange EOM: nth order

E(L) = (-1) (

Jj=0

oL oL
aa{xf) Z( y < DJX>_O
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Multitemporal physics(IV)

Single time Hamilton EOM

. . OL .
Define 1T hamiltonian as H = x’% — L, and p; = OL/0x', then
X

ofi

d&' 9H . dp;  OH
dt  Op; Pi="gt = " oxi

Multi-time Hamilton EOM

. . L .
Define nT hamiltonian as H = D, x’ g == L, and p® = OL/0Dyx', then

0D, x

ox' _oH  Op] _ 5 0H

ote — 9p* ot > O
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Detecting exoplanets(|)

= () (D)= o ()0

30 M, (J)
(P(yr))/* Mc(©)*/3

Vi(m/s) = sin(i)
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Detecting exoplanets(l!)

Microlensing

AGMD Ddst RE

R2 = D — th = —

E ¢z’ D; * 0 v

. _ 2D _ 20 [4GM(1 — Ds/D)
0~ 173 B 1’78 C2 Dd

The impact parameter u reads

- u?+2
—u(u? + 4)1/2
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Detecting exoplanets(lll)

Direct detection

B>£~ A D ( r >—1m
= 7 10pumu 10pc 1AU
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Detecting exoplanets(IV)

Radial velocity

o _ (276 V3 My (M, + M,)Y3sin(i) 1
=|—p M, Vi_e

Also, it is usually written with M, + Mp ~ M, as follows

1/3
M, sin(i) = < P ) K.M23\/1 - €2

227G
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Bohr-like quantization of magnetic monopoles

Hypothesis:
@ Magnetic and electric field of a point monopole charge with Q,, = g
and dual charge e, = eg/c = egv/c.

2K eq mv? c?2eg  mvRkR nh

et Fn=2Fme=Foor o = T 5 S E -T2 _ 00
Th nhCZ(QED) Equivalently: & = 7% o nce
en, eg — .c.D.). ulvalen L= = Qg — —
& 2Kc a e 20 ¢ 2g

e Dirac-Zwanziger-Schwinger dyonic quantization Z = (e, g):

€182 — €281 = 2mnhc
1
From this, it follows that @ = ne, or Q = (n + 2) e and

Kc hc2F
M=,]-Ce="C .
Gn g V KcGpn

The existence of magnetic monopoles implies the quantization of.Qe.
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Mis ecuaciones favoritas(0)

Ecuaciones de campos.

AV(x,t) = 0. O%¢(x, t) = 0. (0% + m?c?/h?)¢ = 0.

(iv- D — mc/R)W = 0.

Ecuaciones de Maxwell.

F=dA dF =0, xd* F = 6F = 4rj.[F = dpA, xd x F = —Qpjp].
OuF* = j¥. e?70,F,r = 0.

Ecuaciones de Euler-Lagrange.

6S=0,S=[Ldt,S= [L£dPx, E(L) =0.

oL d (oL oL d oL
£ = 5~ (52) = 6955 - 5 () =°

Qndas planas. B

E = zgellwt=kn) B = gelwt=kr) p ., = E,, exp(i(wt — kr)).
Ecuaciones de Yang-Mills.

Fa, = OuA; — 0,AT + gfi, [AZ,AIC,]. DF =0 (D"F,,)? = 0.[DaF =0,
*DA * F = _QDJD]-

Bianchi: Dy, Fyx + DxFpuy + Dy Fry = 0. 04F2, + gf2PALFS, = 0.
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Mis ecuaciones favoritas(0+)

Dualidad.
Fuv = ome . D F =0

Dimensiones de los campos.
2

[A2] = 173" = V127D, g2, = LP~* gy = VIP4 o = &

k ] 4
adimensional.

Ecuacién del grupo de renormalizacion.

. og og
F 5 b t : = 27 =
uncion beta: 5(g) = p o2 3|20gp62
1IN , 17N o
Blas)(SU(N)) = —EO@ ey a + O(a?) implica que

Autor (JFGH) Multiverse of Madness

341 /355



Mis ecuaciones favoritas(0++)

El Modelo Estandar tiene SU(3), N. =3,y Ng =6, con lo cual 8(g) <0
y tenemos el fenémeno denominado libertad asintética de quarks. En
general, la negatividad de la funcién beta implica, bajo hipétesis de libertad
asintdtica, una relacién

11N, Ng 11N,

— < 0= Ne <
6 ' 3 F

El nGmero maximo de sabores para 3 colores es 16. Transformaciones de
gauge.

0A, = 0,px
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Mis ecuaciones favoritas(|)

Efecto Schwinger gravitacional y eléctrico.

mc3 m?c3
A= — E =
h’ gh
Radio de Schwarzschild y longitud, tiempo y energia de Planck.
h
Ry = 2GM/c?, 12 = Gh/c3, t, = Lp/c, Ep = |/ ~—.
Gn

Absement espacio-temporal.

At = [o(x)dxt. AF = [ XHdT.

At = [ ArdIx = [ XPdTdx = [ X*dvol.
Relatividad especial.

E=Mc E = mfyc2, Ey = mc?, AE = AMCc?.

2\ 1/2
v = <1—Zz> ,B=v/c, E?=p?c®+ m?c* p= Mv=myv.
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Mis ecuaciones favoritas(|!)

Mecanica cuantica.
EWV)=H|V). H=T+ U. p=iho. [x,p] = ih.

2 5
<—2mv T v) W =09 =T ¥(x). x5 = [p.p] =0.

1
AAAB > 5 ([A, B]), AXAP > h/2. AEAt > h/2.h = h/2T.
Fisica cuantica.
hc

h
E:hf:hw,p:hk:T,p:E/C,AdB:—.
p

Funcién zeta de Riemann.

C(s) =3y ne =T -p) "
((s)=0«rs=-2nn€eZ,s,=1/2+ i)\, (Hipétesis de Riemann).
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Mis ecuaciones favoritas(11)

Ecuaciones de campo de la relatividad general.
G + Nguw = 87Gn T, (c = 1). Perturbaciones gravitacionales
débiles.

guv = Nuv + hw/

Ondas gravitacionales débiles (lineales).
hy = A e™

Atomo de Bohr. . . R
L = mvr = nh, r, = agn®. E,,:F\’y(2 > E, =¥
n

5
: o n
Desintegraciones radioactivas. Ley de desmtegracmn
In2 1
N = Noe™t. ¢(1/2) = S5 N = No2 /2. 7 = 5 = |1/22 [r>h/2.
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Mis ecuaciones favoritas(IV)

Fisica basica de agujeros negros.

A kgc3A
pr— —_— pr— p— > > .
SeH k54L%,SBH Ch ) kglogQ, dS/dt_O, dS/dt_Ii

S>kg. S>h. v<ec.

+3

—_ hc3 . 51207 G*M?3 1 Mgy

BH = 8rGuMks =~ hct P T m \m, )
hc®

P = LpH =~

B~ TBH T 153607 G2 M2

Agujeros negros microscépicos (primordiales,. .. ):
T <2,73K — Mgy < 5-10%2kg (now, ligeramente menor que la masa
lunar).
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Mis ecuaciones favoritas(V)

Polilogaritmos.

oo _k z -
. z . . Lig(t
Lis(z) = kE_:l ks’ Lis(1) = ((s), List1(z) = /0 St( )dt
Y las derivadas del polilogaritmo siguen las reglas
. . O Lis(et .
z0, Lis(z) = Lis—1(2), dtis(e") = Lis_1(e")
O
Los polilogaritmos sirven para calcular la integral de Bose-Einstein o la de
F LY N S (> 1
] — t _
J(X) r(_] 1)/0 et—x +1 ’ (‘/ > )
esto es igual a Irp = — Lij1(—€*) donde Lis(z) es jel polilogaritmol!
dF;(x)
o — )

y se usa para diferentes valores de .
Autor (JFGH) Multiverse of Madness 347 /355



Mis ecuaciones favoritas(V)

Polilogaritmos y efecto Schwinger en Q.E.D. escalary D =d + 1:

E d+1 >3
_ d )t (q ) o T
8. qE & 2c3
S . nm=c
T e < i) e ()
E\ % 2
s qE H ToRE
“F = e < 0 > Hep ( " )
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Mis ecuaciones favoritas(VI)

Gas ideal cuantico de fermiones. La energia de Fermi en 3d es

R (32N /3
Er—
d 2m< vV )

La energia de una esfera de N fermiones es igual a
3
Er=|E + gEF N

donde la Eg es la energia del punto cero y Er la energia de Fermi o maxima
energia a temperatura nula. La presién de degeneracion es igual a

P=—%v =s5vEF= 5m

OEr 2N (3m2)2/3p2 </\/>5/3
%
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Mis ecuaciones favoritas(VII)

La denominada densidad de estados es en d-dimensiones:

dk 72| k|?
g(d)(E)=g5/5(EEo Ll >

(2m)d 2m
d/ m \d/2(E— Ey)d/?>!
(D(E) = g. = 0
g"(E) =& 3 (27rh2> r(d/2+1)

La energia de Fermi se obtiene mirando la densidad de nimero de particulas

N ErE] orh? N4
_ N _ (d)(E (d) _
P=1 /EO g\ D(E)dE Ef - <gsr( +1) v)

donde V es el d-dimensional volumen y g5 es la dimensién para el espacio
de Hilbert interno o factor de degeneracion por espin.
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Mis ecuaciones favoritas(VIII)

En el caso de espin 1/2, toda energia es doblemente degenerada y g5 = 2.
En el caso particular de d = 2, la densidad de estados es una constante

(20) () _ & M
g (E) 2 wh?
En el caso relativista

E = \/(pc)? + (mc?)?

Er = \/(ppc)2 + (mc2)2 — mc? ~ prc
6m2 N\ /3
pr="h < > ultrarrelativista
g V

y la presién de degeneracién es proporcional a Pr o< (N/ V)4/3. Para un
gas cuantico de bosones, el gran potencial es la funcién :

Li
Q:goln(l—z)— 1a+1(2)

(BEC)”

y donde oo = d/2 es la constante de dimensionalidad.
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Mis ecuaciones favoritas(IX)

También hay generalizaciones para relaciones de dispersién complicadas de
energia-momento, tanto no relativistas como relativistas, pero la
dependencia termodindmica general se mantiene. Ello permite definir la
termodinamica de un gas ideal (cuantico) de bosones que lleva a la tabla
de magnitudes siguiente

Quantity General T<T, T > T,
] _d@) ¢ L
o 2 20
Vapor fraction Li.(z
v _Li(a) _ o _1
N @
Equation of state Li +1
aionofstate | Li(x) | _Cetd) | L @)
N~ =N C(a) ¢(a) 2o o
Gibbs Free Energy | _ _ ¢(a) ¢(a)
G = In(z) = In(2) =0 = ]n( o | 2%
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Doctor Strange in the Multiverse of Madness!
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Doctor Who?
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